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EL PROBLEMA INVERSO DE LA HIDROLOGIA SUBTERRANEA:
ESTADO DEL ARTE Y METODO DE SOLUCION
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¥
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RESUMEN

El problema inverso de la hidrologia subterrdnea, que consiste en la obtencién de los pardimetros
hidradlicos de un acuifero a partir de datos de niveles piezométricos, ha sido objeto de un intenso
proceso de investigacién en los Ultimos afios. En la primera parte de este articulo, se pasa revista
a los trabajos mds relevantes de dicho proceso. Ello da pie, en la segunda parte, a proponer un
método, basado en la teorfa mdxima verosimilitud, que permite obtener transmisividades, coeficientes
de almacenamiento y goteo en recarga y caudales y niveles en los contornos, con datos en régimen
transitorio y/o estacionario en dominios bi- o cuasitri-dimensionales. El método se basa en la teoria
del estado adjunto, lo cual se traduce en un ahorro considerable de memoria y tiempo de ordenador.
La eficacia del algoritmo se muestra con un ejemplo.

SUMMARY

The inverse problem of groundwater hydrology consists in obtaining the aquifer parameters from
head data. Lately, it has been the subject of an intense research effort. The first part of this paper
reviews the most relevant works and leads us to some of the ideas to be used in our own approach.
This is presented in the second part and is based on maximum likelihood theory. It allows the
estimation of transmissivities, storage and leakance coefficients, areal recharge rates, and boundary
heads and flows, under transient and/or steady-state conditions, and bi- or quasitri-dimensional
domains. The minimization algorithm is based on adjoint-state theory, which leads to considerable
savings in terms of both computer storage and CPU time. The method is illustrated with an example.

INTRODUCCION

A partir de la década de los setenta se ha generalizado el uso de modelos numéricos
para el estudio de aguas subterrdaneas, hasta el punto de que muchos.de los informes
hidrogeologicos estdn dirigidos a la construcciéorn de un modelo. Esto es una conse-
cuencia légica de la necesidad de cuantificar los efectos de los bombeos, recargas o
impactos que se planifiquen. Es decir, la toma de decisidon respecto a un posible
impacto sobre el acuifero ha de hacerse sobre la base de la aceptabilidad econdmica,
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ambiental e institucional de los efectos previstos. Esta necesidad cuantificadora sélo
se ve parcialmente satisfecha por los métodos analiticos, ya que la heterogeneidad
inherente a los medios reales dificulta la obtencion de soluciones a las ecuaciones
diferenciales. Por ello, el desarrollo de los métodos numéricos ha sido considerable,
y existen programas para simular el flujo bajo las condiciones mds diversas. Sin
embargo, este desarrollo de herramientas de simulacién no ha ido convenientemente
acompafiado de un desarrollo paralelo de las de estimacion. Asi es frecuente que la
disparidad entre lo calculado y la realidad no sea debida tanto a dificultades numéricas
como a la falta de concordancia entre el sistema real y el modelo. Esta puede ser debida
a errores en la conceptualizacién de la realidad o a errores en los valores asignados
a las propiedades del medio, dando lugar, respectivamente, a los problemas de identifi-
cacidn de la estructura del modelo y de estimacién de los pardmetros, o problema
inverso. El objetivo de este articulo es trazar la evolucién histdrica y proponer un
método de solucion para el segundo, que, si bien estd intimamente ligado al primero,
ha sido objeto de mucha mds atencidon. El problema de la identificacion del modelo
serd tratado en otro articulo.

En principio, podria parecer que el procedimiento mds 16gico para asignar valores
numéricos a los pardmetros fisicos que entran en un modelo (transmisividades, coefi-
cientes de almacenamiento y goteo, etc) es medirlos. Sin embargo, aunque las medidas
son necesarias, no resultan suficientes, ya que son caras, sujetas a errores importantes,
normalmente escasas, su obtencidn suele requerir mucho tiempo y, sobre todo, pueden
no ser representativas del medio, sino s6lo de un pequefic entorno alrededor del punto
de medida. Por otro lado, las medidas de la respuesta del acuifero (niveles en los piezé-
metros) también tienen errores. En resumidas cuentas, cuando se introducen en el
modelo los valores de los pardametros medidos directamente, los niveles calculados
difieren sensiblemente de los observados, lo que resta fiabilidad al modelo. De hecho,
si la fiabilidad se basa en dicho ajuste, parece légico modificar los valores medidos
de los pardmetros para maximizarlo, proceso que se denomina calibracién.

La mayoria de los modelos de acuiferos siguen alguna forma de calibracién manual.
Esto es, el hidrologo, empieza con los valores medidos y los va variando, mds 0 menos
subjetivamente, de forma que se minimicen los residuos (diferencias entre valores
calculados y medidos) de niveles. La calibracién manual presenta varios inconvenientes:
consume mucho tiempo, por lo que es cara, no existen criterios para variar los pardme-
tros, a veces es preciso ignorar algunos datos, no estd clara la ponderaciéon que debe
darse a las distintas piezas de informacidn, ni cuando debe detenerse el proceso, etc.
El resultado es un modelo que depende fundamentalmente de la paciencia del hidrélogo
y cuya fiabilidad es desconocida. Estos inconvenientes han motivado, en los Gltimos
afios, un esfuerzo considerable y pocas veces fructifero para poner a punto algoritmos
de calibracidon automdtica. El hecho de que este esfuerzo no haya conducido a los
resultados esperados puede atribuirse a varios factores: poca eficiencia de los métodos
(alto coste de ordenador), falta de generalidad, no consideracién de la informacién
existente sobre los pardmetros, aparente no unicidad y/o inestabilidad, ausencia de un
marco estadistico, etc. Sin embargo, €l problema principal radica en la imposibilidad de
incluir los datos subjetivos del hidrdlogo, que con frecuencia son los mds importantes,
dada la naturaleza cualitativa de muchas de las fuentes de informacién.

En lo que resta del articulo se pasa revista a la evolucién histérica del problema
inverso, lo que da pie a proponer un método que, superando algunas de las dificultades
listadas en la pdrrafo anterior, mantiene los suficientes grados de libertad como para
permitir la inclusién de fuentes de informacidn subjetivas.
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EL PROBLEMA “DIRECTO”
El flujo del agua en medios porosos sigue la ecuacién
- oh
V-(K-Vh)+q=853t—enD 1)

donde D es el dominio del problema, K es el tensor de permeabilidades {o transmisivi
dades en el caso bidimensional), h es ¢l nivel piezométrico q es un término de fuentes
y sumideros internos, Sy es el coeficiente de almacenamiento, y Ves el operador
“nabla” (divergencia cuando actiia escalarmente sobre un vector, o gradiente si actia
sobre un escalar). El problema directo consiste en resolver la ecuacién (1) con las
condiciones iniciales y de contorno:

h {(x,0) = hy %) enD (2)
K-Vh'n =aH-h) +Q en T’ 3)

donde I' es el contorno de D, H es el nivel exterior en ¢l contorno, Q es flujo normal
aI', n es el vector unitario ortogonal a I"' y dirigido hacia afuera, y « es un escalar que
controla el tipo de condicién de contorno. Si « =0, la ecuacién (3) representa una
condicién de caudal fijo (tipo Neumann); si o = oo, (3) es una condicidén de . nivel fijo
(tipo Dirichlet); de lo contrario, (3) representa el caso en que el caudal en el contorno
es funcion lineal del nivel h (tipo mixta) y « es el coeficiente de goteo. En régimen
estacionario, la derivada temporal en la ecuacién (1) se anula, resultando una ecuacién
del tipo de Poisson con las condiciones de contorno dadas por la ecuacion (3).

En la mayoria de las situaciones reales, la forma arbitraria de los contornos y
la variabilidad espacial de los pardmetros (K, S;, q, H, Q y &) imposibilitan la solucién
analitica de esta ecuacidn, por lo que hay que recurrir a métodos numéricos. En lo
sucesivo emplearemos el método de los elementos finitos, con elementos triangulares
lineales. Siguiend'o el método de Galerkin se llega de forma inmediata a las ecuaciones:

Ah =G “)

para régimen estacionario, donde A es una matriz (NXN) funcién de K y de las cong -
ciones de contorno, N es el nimero de nudos, h es el vector (de dimensién N) de
niveles en todos los nudos, y G es un vector de flujos, que depende deg, o, Hy Q.
En régimen transitorio, el esquema implicito daria lugar a

(A + D/At)h*! = G -+ D h¥/At (5)

donde At es el incremento de tiempo, D es una matriz, normalmente diagonal, funcién
de S, y k representa el nimero de intervalo de tiempo. Empezando con h®, dado por
las condiciones iniciales, se resuelve la ecuacién (5) para obtener hl, con éste se
calcula h2, y asf sucesivamente.

Obviamente, la solucidon de estas ecuaciones requiere conocer los valores de los
niveles iniciales y pardametros en todos los puntos del dominio D y su contorno. Es
prdctica comun suponer que los pardmetros son constantes sobre regiones, que constan
de uno o varios elementos, llamadas zonas. Respecto a los niveles iniciales, con
frecuencia se supone que éstos corresponden al régimen estacionario, dado por la
solucién de la ecuacion (4).



6 JESUS CARRERA Y SHLOMO P. NEUMAN

DESARROLLO HISTORICO

La idea de determinar la distribucion de transmisividades en un dominio, a partir
de niveles medidos en pozos, es tan vieja como la prictica de la modelacién del flujo.
Trabajando con modelos analégicos, se observa que si se pretendia reproducir los
niveles observados, era necesario permitir la variacién espacial de transmisividades.
Stallaman®® cita un informe de Bennet y Meyer® en el que los pardmetros hidrdulicos
se obtienen a partir de redes de flujo dibujadas en base a los niveles medidos. El trabajo
del propio Stallman parece ser el primero en el que se intenta hacer algo similar de
forma numérica. Para ello, se calculaban los niveles en los nudos de una malla de
diferencias finitas, mediante interpolacion de los valores medidos, con lo que se podia
calcular la distribuciéon de valores relativos de transmisividad. Curiosamente, ya
Stallman observé algunos de los problemas que desde entonces han plagado la solucidon
del problema inverso, entre los que se incluyen inestabilidad, necesidad de agrupa-
miento de los pardmetros por zonas, etc.

Estas ideas fueron formalizadas por Nelson que planteod la estimacién de
pardmetros como el problema de Cauchy que resulta, en el caso estacionario, de supo-
ner conocidas con precision h y q en todo el dominio. Ademds, para asegurar la
unicidad se hace necesario definir K, o el caudal, en un punto de cada linea de corrien-
te. Sin embargo, cuando los niveles medidos contienen errores, lo cual es inevitable,
estos pueden ampliarse considerablemente al calcular los gradientes hidrdulicos, que
son los coeficientes de K en la ecuacién (1)*. El resultado final es que los pardmetros
calculados de esta forma presentan graves oscilaciones espaciales, que no son compa-
tibles con la realidad fisica. Este es uno de los sintomas de la inestabilidad que inexora-
blemente sufren este tipo de enfoques. En realidad, esta dificultad ya habia sido
predicha por Hadamard®® 3% en conexién con algunos problemas “‘mal-definidos”
originados por ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. De hecho, Allison?
justifica la falta de herramienta matemdtica para atacar estas inestabilidades en la
influencia de dicho matemdtico, empleando sus palabras (traducidas libremente):

45, 46, 47,

“Hadamard habfa declarado que para que un problema matemdtico tenga sentido, ha de ser
“bien definido™, es decir la solucién debe existir y ser tinica y estable con respeto a pequefias
variaciones en los datos de entrada. El respeto por Hadamard era tan grande que generaciones
de matemdticos consideraron tabi los problemas ‘“‘mal definidos”. Sélo recientemente se ha
puesto de manifiesto que hay problemas, los llamados problemas inversos, que tienen mucho
sentido y son casi siempre inestables respeto a pequefias variaciones en los datos de entrada.

De hecho, la inestabilidad es con frecuencia una propiedad interna invariante de estos problemas,
independientemente de cémo se propongan, por lo que el término “mal definidos” puede resultar
confuso”.

Resulta, pues, evidente que la formulacién inmediata del problema inverso a partir
de la ecuacién de flujo (1), resultard inestable; esto es sin contar con que requiere datos
que normalmente no estdn disponibles. Ello puso de manifiesto la necesidad de agrupar
los pardmetros por zonas, para reducir el nimero de incégnitas respecto al de ecuacio-
nes, lo que requerird una solucién por minimos cuadrados, o similar. La primera aplica-
cién de minimos cuadrados al problema invérso, en conexidn con modelos de depésitos
petroliferos, es la de Jacquard y Jain®® que dividen el dominio en zonas de permeabi-
lidad constante y emplean un método variacional para minimizar la suma de los
cuadrados de los residuos (diferencias entre presiones o niveles medidos y calculados).
Jahns*® formulé el problema de manera semejante, pero lo resolvié empleando las
ecuaciones normales, o inversion generalizada (véase, por ejemplo, Graybill®?).

~Los métodos referidos establecen los dos enfoques cldsicos del problema inverso,
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denominados ‘‘directos” e “indirectos” por Neurman?®: En estos altimos se formula
un criteric que mide la diferencia entre los niveles medidos y calculados como, por
ejemplo, el de la suma de los cuadrados de los residuos, empleado por Jacquard y
Jain® y Jahns*®. El conjunto de pardmetros que minimizan dicho criterio constituye
la solucidén del problema inverso. Dado que la relacién entre niveles y pardmetros es no
lineal, el método indirecto requiere un proceso iterativo de solucién, con al menos
una simulacion por iteracién, lo que suele hacerlo relativamente caro.

En los métodos directos, las transmisividades se consideran como funcién de los
niveles, o sus gradientes, resultando problemas de Cauchy del tipo descrito por
Stallman®®, Nelson*®- 47 Scarascia y Ponzini®®, Frind y Pinder®® e Irmay®’ entre
otros. Cuando el nimero de incognitas es menor que el de ecuaciones, pueden emplear-
se minimos cuadrados o programacién lineal. Sin embargo, en estos casos, lo que se
minimizan no son los errores en los niveles, sino los residuos de las ecuaciones nodales,
que representan el error del balance de masas en cada nudo. Por ejemplo, Kleinecke!
minimiza la suma, extendida sobre todos los nudos, del mdximo error en el tiempo
del balance de masas de cada nudo; este criterio le permite emplear programacién
lineal. Precisamente, la relacidn lineal entre transmisividades y errores de balance de
masas elimina la necesidad de cdlculos iterativos, reduciendo los costes respecto
a los métodos indirectos. Sin embargo, a pesar de que se mejora parcialmente, el
problema sigue estando mal definido y la solucién suele ser inestable, lo que se mani-
fiesta en forma de oscilaciones espaciales de los pardmetros calculados. Una posible
solucién seria la de imponer limites superiores ¢ inferiores en el rango de transmisivi-
dades admisibles. Esto, sin embargo, no ha tenidc éxito ya que los valores calculados
tienden a coincidir con los limites impuestos y simplemente oscilar entre ellos®.
Aunque la apariencia mejora, los resultados siguen careciendo de sentido.

Los métodos indirectos mejoran esta situacién ya que, consciente o inconsciente-
mente, los criterios, y en especial el de minimos cuadrados, tienden a filtrar parte de
los errores en los datos de niveles, cosa que le resulta imposible a los métodos directos.
A pesar de esto, los resultados son inestables y, como antes, la simple imposicién de
limites superiores e inferiores no hace sino modular 1a amplitud de las oscilaciones.

Korganoff*? y Emsellem y De Marsily?® fueron los primeros en reconocer la necesi-
dad de “‘regularizar’” la solucién para eliminar las oscilaciones. Para ello, emplearon
el método directo,- buscando la soluciéon con un numero de zonas minimo y con error
de balance de masas y fluctuaciones espaciales aceptables. Se puede demostrar que esto
es equivalente a afiadir un criterio de “regularizaciéon” o “penalty” al criterio original,
que mide las desviaciones de los pardmetros respecto a su media y cuyo efecto es pena-
lizar las soluciones con fluctuaciones al aumentar el valor del criterio conjunto,
combinacién lineal de los anteriores.

Otro método que intenta estabilizar la solucidn es el propuesto por Distefano y
Rath? que representan la transmisividad mediante un spline continuo, definido por los
valores en un nimero discreto de nudos.

Chang vy Yeh* propusieron cstimar solamente aquellas combinaciones de pardmetros
a las que los niveles son mds sensibles. Bastin y Duque® sugirieron un criterio de regula-
rizacién basado en la hipéGtesis de que las transmisividades siguen un proceso autoregre-
sivo en el espacio. Yeh y Yoon®® vuelven sobre las ideas de Emsellem y De Marsily,
y mds tarde® las complementan con el método ce Kriging, con la idea de ‘‘suavizar”
los niveles observados.

En el campo de modelos de depésitos petroliferos, cabe destacar los trabajos de
Chen et al'® y Gavalas et al®!, que pueden considerarse la primera formulacién en un
marco estadistico. En el segundo, los autores adoptan un enfoque Bayesiano en el que
los pardmetros se ven como variables aleatorias con media constante y matriz de
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covarianza conocidas. Esto da lugar también a un criterio de regularizacién que tiende
a dejar los valores calculados cerca de su valor medio.

La limitacion de las técnicas de regularizacidn propuestas hasta aqui es que no
emplean los valores de las transmisividades obtenidos mediante ensayos, estos son
ignorados salvo para calcular medias regionales. Para aprovechar esta valiosa informa-
cién, Neuman*® 3, propone criterios de regularizacién, llamados de plausibilidad por
dicho autor, que miden las desviaciones entre los valores calculados de la transmisividad
y la estimacion previa de la misma sobre cada zona, obtenida en base a los resultados
de ensayos de bombeo. '

La necesidad de un marco estadistico adecuado se fue haciendo mds clara. Ademds
del trabajo de Gavalas et al®!, Cooley?:22 desarrollé un algoritmo de regresién para
régimen estacionario que funcionaba bien cuando el numero de pardmetros era
pequefio. Wilson et al®' y Wilson y Dettinger®? propusieron algoritmos basados en el
filtro de Kalman. Neuman y Yakowitz® integraron los métodos de regularizaciéon
propuestos por Neuman“®5! en un método bayesiano. Cooley 224 presenta un enfoque
similar, intrdduciendo la informacién previa de la forma propuesta por Theil®? . Carrera®
y Carrera y Neuman®® emplean el método de mdxima verosimilitud que, mantiene
el espiritu de los anteriores' y permite una definicién precisa de la ponderacién relativa
entre las distintas fuentes de informacioén.

Desde el punto de vista numérico, se han empleado todo tipo de algoritmos para
la minimizacién de las funciones objetivo, desde métodos puramente empiricos hasta
programacién lineal o cuadrdtica (en el caso de enfoques directos). Los que parecen
haber tenido mds éxito son los derivados del método de Newton y los métodos de
gradiente. Entre los primeros, Jahns*® empleo las ecuaciones normales, Yeh y Tauxe5
emplearon el denominado método de cuasilinearizacidén, que da una primera aproxi-
macion del hessiano en cada iteracién, y Cooley?*2* emplea una variacion del método
de Marquardt. Todos estos métodos requieren el cédlculo del jacobiano (matriz de
derivadas de los niveles respecto a los pardmetros), lo que supone una simulacion por
pardmetro en cada iteracidén. Mds econémicos son los métodos del gradiente, que sélo
requieren una simulacion por iteracién para calcular el gradiente. El que parece mds
generalizado es el basado en el estado adjunto, desarrollado para diferencias finitas por:
Chavent*®> ¢ Neuman*® lo extiende a elementos finitos para el cédlculo de transmisivi-
dades en régimen estacionario y, posteriormente, en régimen transitorio®®. Carrera®
y Carrera y Neuman'! derivan las ecuaciones del estado adjunto para calcular también
coeficientes de almacenamiento y goteo, recarga y niveles vy flujos en el contorno,
en problemas bidimensionales y, posteriormente, en problemas cuasitridimensiona-
les?® %% La comparacion mas completa entre los distintos métodos es posiblemente
la de Cooley?®. que concluye que el mejor es el de Marquardt, identificando algunas
limitaciones en los métodos de gradientes conjugados. Algunas de estas, sin embargo,
ya habian sido identificadas y obviadas por Carrera®, sin merma en la eficiencia de
los métodos de gradientes conjugados.

Para finalizar esta revision, las tendencias actuales parecen converger en la necesidad
del empleo de la informacion previa® 10 11.12. 23, 24,80 - gy cyanto a la caracterizacion
estadistica de dicha informacién previa, Neuman®® recomendé en 1979 en uso de
métodos geoestadisticos, tales como el de Kriging que permiten obtener estimaciones
de los valores medios de la transmisividad (o su logaritmo) en cada una de las zonas,
asi como la correspondiente matriz de covarianza. Ejemplos de esto son los trabajos
de Binsariti® Clifton!®, Clifton y Neuman?®, Fennessy y Neuman?® y Jacobson.

En lo que resta de este articulo se presenta, con algunas modificaciones, el método
propuesto por Carrera® que emplea el método de maxima verosimilitud y permite
el cdleculo de varios tipos de pardmetros en régimen permanente y/o estacionario, en
medios bi- o cuasitridimensionales.
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ESTIMACION POR MAXIMA VEROSIMILITUD

Tanto la introduccién como la posterior discusién sobre la evolucion histérica del
problema inverso sugieren la necesidad de adoptar un marco estadistico para su solu-
cién. Existen muchas posibilidades, pero la mayoria pueden considerarse casos
particulares de dos: la basada en el Teorema de Bayes, y la derivada del concepto de
mdxima verosimilitud. La primera, estimaciéon bayesiana, trata los pardmetros, p, como
variables estocdsticas con una funcion de distribucidon dada y consiste en maximizar
la probabilidad de p, condicionada por los valores medidos, z*, de parametros y niveles.
La segunda consiste en maximizar la verosimilitud de p dado z*, que se define como
la probabilidad de ocurrencia de z* si los pardmetros fuesen ciertos. La seleccién de
un método u otro no estd exenta de controversia y con frecuencia se basa en cuestiones
de actitud ya que muchas veces los resultados son iguales. En nuestro caso, hemos
elegido el segundo método por dos motivos. Por un lado, el método de maxima verosi-
militud (MMV) no requiere la hipétesis de que el modelo numérico reproduzca exacta-
mente el sistema real®. Esto, ademds de dejarle a uno con la conciencia tranquila, no
tendria mayor importancia prdctica si no fuera porque el reconocer el cardcter :
aproximado del modelo numérico conduce, de forma natural, a criterios para comparar
la validez de distintos modelos. Por otro lado, en el MMV los pardmetros se consideran
fijos pero desconocidos. Ello parece responder de forma.mds intuitiva a la realidad
fisica que la alternativa de suponer los pardmetros intrinsecamente estocdsticos.

En el resto de esta seccidn se desarrolla la aplicaciéon del MMV al caso de modelos
de flujo en medios porosos, hasta llegar a una forma de funcién objetivo susceptible
de optimizacién. Supondremos que 2 sigue una distribucién normal multivariada, lo
cual puede conseguirse, como veremos, tras una transformacién adecuada de variables.
Ademds de los pardmetros hidrdulicos, p, normalmente habrd que calcular otros esta-
disticos §, que cuantifican las funciones de distribucidn de los anteriores. Sea § el vector
de todos los pardmetros, p v 8. Entonces la funcién de verosimilitud de § dado z*
(probabilidad de ocurrencia de z* si los pardmetros y el modelo fuesen ciertos) vendrd
dada por:

L{gz*) = Qn ICIy2 exp [(z-2%)T CT (z-2%)] 6)

donde C es la matriz de covarianza de z*, y las n, primeras componentes de z repre-
sentan los niveles, h(p), calculados con los pardmetros p, mientras que las restantes son
las propias componentes de p de las que se dispone de informacidn previa.

Con esta formulacién, solo restaria definir la matriz C y las transformaciones a
realizar en las variables para que sigan una distribucion normal. Dado que, en la practica,
la estimacién de pardmetros es independiente de la medicidén de niveles, supondremos
que, a priori, los errores de estos no estdn correlacionados con los de aquéllos, por lo
que C puede descomponerse en dos bloques, C, y C,, correspondientes a niveles y
pardmetros, respectivamente. Pasemos a estudiar estas independientemente.

Las discrepancias entre niveles medidos y calculados tienen origenes muy diversos
(fluctuaciones temporales, heterogeneidades, errores de interpretacion, de medida etc...).
El hecho de que el nimero de fuentes de error sea grande, su valor esté acotado y
actuen independiente y aditivamente sugiere la hipotesis de normalidad, sin necesidad
de transformaciones. En cuanto a las varianzas, el hecho de que con frecuencia sea mds
fdcil cuantificar la incertidumbre en términos relativos que en absolutos nos lleva
a adoptar la propuesta por Neuman y Yakowitz®*:

C. = 02 V, (7)

h
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donde V;, es una matriz conocida simétrica y positiva definida, y a}f es un escalar
desconocido. Argumentos hidrolégicos sugieren que la correlacion entre los errores en
distintos pozos tenga una estructura independiente del tiempo, y que la correlacién
temporal entre errores en cada punto no varie drasticamente de un pozo a otro (9).
Esto nos permite escribir V), de forma mucho mds simplificada como:

Vo = Vs Vi : &)

donde Vi es la covarianza entre los errores de niveles [y (en el punto xj y tiempo ty )
y Iy; VX es la covarianza entre errores en los puntos x; y X;; ¥ Vg es la correlacion
entre Iy y /n para cualquier x;. La estructura espacial de errores dada por V. depende

de si los niveles observados se emplean directamente o se interpolan previamente sobre
los nudos de la malla. En el primer caso "estd justificado el emplear una matriz diagonal
en la que V,y es la suma de las varianzas de todos los factores que contribuyen al error
en el punto x;. En el segundo caso, la estructura depende del método de interpolacién
empleado, es de uso frecuente el método de Krigeado (“Kriging’), que permite calcular
V,. En cuando a la estructura temporal, se podria aplicar una discusién similar. Por su
simplicidad, hemos empleado varias veces la matriz de covarianza V. que resulta de
suponer un proceso autoregresivo de orden 1 para los errores temporales.

Respecto a los pardmetros, cada tipo requerirfa una discusidon independiente (ver,
por ejemplo®). Existe evidencia suficiente®® % para apoyar la hipétesis de que las
permeabilidades siguen una distribucion logaritimico-normal, por tanto, su logaritmo
estd normalmente distribuido. La matriz de covarianza suele obtenerse por el método
de Kriging (véase, por ejemplo®®), que también proporciona los valores medios de la
permeabilidad (o transmisividad) sobre cada zona a partir de los valores obtenidos
en los ensayos de bombeo. Una discusién similar es aplicable a los demds pardmetros.
El coeficiente de goteo puede seguir también una distribucién logaritmico-normal.
La del coeficiente de almacenamiento no estd clara, por lo que de momento hemos
dejado abierta la posibilidad de hacer una transformacidén logaritmica o aritmética.
Respecto a recargas y caudales en los contornos, €l tipo de distribucion de los errores
de estimacién previa depende de la metodologia seguida en dicha estimacién. Como,
en condiciones normales, la distribucion de errores no debe tener colas de mucho
peso y ser mds o menos simétrica, cabe esperar que el emplear la de Gauss conduzca
a resultados robustos. Por ultimo, los niveles externos suelen conocerse de forma
determinista. De lo contrario, la discusion de los niveles en el acuifero también podria
aplicarse aqui. '

Supondremos, por ultimo, que las correlaciones entre los distintos tipos de pardme-
tros son despreciables, lo cual es consecuencia de la independencia de los métodos
seguidos para estimarlos. Esta hipotesis puede ser bastante débil en el caso de estima-
cién conjunta de transmisividades y coeficientes de almacenamiento®. En cualquier
caso, respecto a las matrices de covarianza de los pardmetros adoptaremos una actitud
similar a la de los niveles, reconociendo la posibilidad de que no se cuantifiquen todas
las fuentes de error. Por tanto, dicha matriz vendrd dada para cada tipo de parimetro

pi (i=K, Ss, q, H, Q vy o, o sus transformadas) por:
C, =0V, )

donde C; es la matriz de covarianza de los errores de estimacion previa de los pardme-
tros p,, Vi es una matriz conocida, simétrica y positiva definida y of es un escalar
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incégnita. Con esto quedan expresados todos los términos que entran en la funcién de
verosimilitud. Nuestro algoritmo minimiza el logaritmo de la verosimilitud cambiado
de signo, a veces llamado soporte

S=-2[L@/29] (10)

Sustituyendo las ecuaciones (7), (8) y (9) en (10), teniendo en cuenta que
Ivh l = If‘Vx|Nt | Vt'Nx , resulta

] %,
S=+ T3+ Ny n|V,|+ Ntn |V, |+ Z (Vi +
Oh 1 0i ) )
+ Ny Qn,a§!+- %NiQnof + Nen(Qm an

donde Iy es el criterio de ajuste del modelo

Jo = (h*-h)™ V! (h*-h) (12)
J; es el criterio de plausibilidad para el pardmetro p;

o= f- )T Viipf-p) o (13)

N, es el numero de puntos de observacién, N; es el numero de medidas en ¢l periodo
transitorio en cada pozo, N es el numero total de datos de niveles (normalmente
N, *N;), N;, es el numero de pardmetros de tipo i para los que se dispone de datos,
y N es el nimero total de datos (N, + Z Nj).

En el caso particular en que los pardmetros estadisticos (oﬁ, of, coeficiente de
autocorrelacion en V, etc) sean conocidos, la minimizacién de S es equivalente a la del
criterio !

J =3 + N (14)

donde N = oﬁ / af pueden considerarse como coeficientes de ponderacién relativa
entre las distintas piezas de informacién. En la caso en que los pardimetros estadisticos
sean desconocidos, suele ser conveniente minimizar J para una serie de X, obtener S,
sustituyendo directamente en la ecuacion (10), y elegir el conjunto de pardmetros
que lo hacen minimo. Este proceso se reduce a dos o tres pasos, en los casos estudiados
si empezando con un conjunto arbitrario de A, se minimiza J con nuevos valores obte-
nidos mediante Ny = &2 / &3 con 32 =], /N, v &* = J;/N;. Esto se repite hasta que
se estabilizan los valores calculados de A.

Asintoticamente, los pardmetros siguen una distribucién normal multivariada, por
lo que quedan completamente definidos por su media y su matriz de covarianza. La
media viene dada por la propia estimacién. Un limite inferior de la matriz de covarian-
za, £, estd dado por la inversa de la matriz de informacion de Fisher®, F, que se define
como

1 ) _
Fan = 2B (55,357 as)
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En la prdctica, sélo interesan las componentes de esta matriz correspondientes
a los pardmetros hidrdulicos, que se obtienen a partir de (11). Derivando esta expresion
y despreciando los términos de segundo orden se llega a

1 . 191
Z, = [-E?JT v;iJd+Cl] (16)
donde J eslamatriz jacobiana (J, =ohy,/0p;) y C, es una matriz diagonal por bloques,
siendo estos las matrices C; =02 V.

Esta matriz tiene, per se, varias aplicaciones inmediatas, tales como el estudio de
errores en la prediccién disefio de redes de observacién, estudio de la informacién
contenida en las distintas fuentes de datos, etc. Sin embargo, no es conveniente para
un andlisis cualitativo de la incertidumbre asociada a cada pardmetro, que puede quedar
“‘escondida” por las interacciones entre pardmetros. Para ello es mds aconsejable
trabajar con los autovalores y autovectores. :

UNICIDAD Y ESTABILIDAD DE LA SOLUCION

La cuestion de unicidad y estabilidad de la solucidon del problema inverso ha sido
un tema muy polémico en la literatura hidroldgica reciente** 83, El andlisis exhaustivo
de estos temas cae fuera del marco de este articulo, por lo que nos limitaremos a
resumir las conclusiones de Carrera®. Diremos que un sistema es identificable si los
niveles calculados en los puntos de observacidén son sensibles a variaciones de los
pardmetros o combinaciones lineales de los mismos. Esta condicidon es equivalente
a la de que el rango del jacobiano sea igual al numerp de pardmetros. Por otro lado,
diremos que la solucién es Unica si no existe otro conjunto de pardmetros que satisfa-
gan la condicién de minimo. Una condicién suficiente para la unicidad global es que
el hessiano sea definido-positivo sobre el campo de variacién de los pardmetros. La
importancia de la diferenciacion entre los conceptos de identificabilidad y unicidad
radica en que, contrariamente a una extendida creencia, no son equivalente. Asi, en
ausencia de informacion previa, la identificabilidad es condicién necesaria pero no
suficiente para la unicidad. Si existe informacién previa, entonces no es ni siquiera
condicién necesaria. Asi, las condiciones necesarias derivadas para la identificabilidad
también lo serdn para la unicidad (en ausencia de informacién previa sobre los valores
de los pardmetros).

En general, no pucde asegurarse la unicidad global de la solucién. De hecho, existen
contraejemplos® con minimos locales difereciados. Sin embargo, la inclusiéon de infor-
macidén previa aumenta las posibilidades de convexidad global,-al afiadir un término
definido-positivo al hessiano (véase gc. 16), y, por tanto, de unicidad.

Si el problema es identificable, lo que como dijimos es ficil de comprobar, entonces
la solucién es Lipschitz continta en los datos?? y, por tanto, localmente Ginica y estable.
La expresiéon de la constante de Lipschitz es demasiado compleja para ser de utilidad
en problemas reales, si bien sirve para dar algunas normas pridcticas, de tipe cualitativo,
para mejorar la estabilidad.

Por ultimo, el criterio que se deriva de la teoria de mdxima verosimilitud es del tipo
propuesto por Tihonov®® % para regularizar la solucién de problemas mal definidos.
Si bien, la hipétesis de linealidad requerida por Tihonov no se satisface en nuestro caso,
creemos que el espiritu del método va mds alld del dominio de las funciones lineales,
lo cual, de momento, no ha sido contradicho por los resultados. En cualquier caso,
no deja de ser reconfortante que una formulacién basada en criterios estadisticos
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{fisicos) coincida con la derivada de la necesidad de estabilizar la solucién, lo que nos
hace volver sobre la idea de Hadamard de que solo las soluciones de problemas bien
definidos tienen sentido fisico.

ALGORITMO DE MINIMIZACION

Para la minimizacién de I, ec. (14), se emplean varios métodos de gradientes conju-
gados, que precisan el cdlculo del gradiente de J. Dado que los J; son formas cuadrdticas
de (p;“ -p,), €l cdlculo de su gradiente es inmediato. Sin embargo, el de J, se complica
por la relacion no lineal entre niveles y pardimetros. Lo mds comun es iterar empleando
la matriz jacobiana, cuyas columnas son las derivadas de los niveles en todes los puntos
y tiempos de observacion respecto a los pardmetros del modelo. Cuando el nimero
de medidas y/o pardmetros son grandes, el almacenamiento y tiempo de CPU pueden
resultar prohibitivos, por lo que se propone el empleo del método del estado adjunto,
que se describe a continuacion.

Para la obtencidn de las ecuaciones del estado adjunto y del gradiente de J, conviene
escribir éste en su forma continua, es decir

w=[ | L[, e - noemiwex

*[h*(x,t) - h(x,t)]dt dx' dt dx amn

+ / / [he (x') - hy (x)] U(x!, x) [h* (x) - he (x)] dx' dx
R R

donde W (x, x', t, t') = W (x', x, t', t) y U(x, x') == U(xs, x). Notese que esta ecuacion
se reduce a la original, (12), sin mds que sustituir W y U por sumas de productos de
deltas de Dirac. Por conveniencia para las derivaciones subsiguientes hemos descom-
puesto J, en suma de dos integrales, la primera agrupa los niveles en régimen transitorio,
as{ como las covarianzas de estos con los de régimen estacionario; La segunda agrupa
solo estos ultimos.

Los estados adjuntos, ¢ (x, t) en régimen transitorio y ¢, (x) en régimen estacio-
nario, son dos funciones diferenciables que se definen para obrener ¢l gradiente de J, y
que vienen dadas, como se indica en el apéndice A, por

J— aw ! !
vk =52 [ e o

-h (', Y] W (X', x, 9, 1) dt' dx! (18)

que tiene que resolverse empezando por el tiempo final,7, en el que se impone la
condicién “inicial™

y(r) =0 -(19)

y con condiciones de contorno

K-Vy- -n=-ay (20)
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El estado adjunto éstacionario esta dado por
VK- = - S0 - 2 [ IhE ) - ()] Uk, x) ax (1)
con condiciones de contorno
K- Vy, -n=-ay, (22)

Si el funcional J,, estuviese escrito en su forma discreta, (12), las integrales en los
segundos miembros de (18) y (21) tendrian que sustituirse por sumas.

Para obtener el gradiente de J,, es necesario ‘“‘parametrizar’ los “‘pardmetros™ del
modelo. Es decir, en nuestras derivaciones hemos supuesto que K, S;, etc son funcio-
nes del espacio y del tiempo. Sin embargo, para poder hablar del gradiente, hemos de
expresarlas mediante un numero finito de variables. Para ello se recurre al concepto
de zonas, mencionadas anteriormente, de forma que los pardmetros hidrdulicos vengan
dados por ecuaciones de la forma

Nk
Koo = 2 Ki ) 23)

donde Ny es el nimero de zonas de conductividad hidraulica, y ¢; (x) es una funcién
de forma definida como ¢ (x) = O si x no pertenece a la zona i, y ¢; (x) = constante
si x pertenece a la zona i (en realidad, se permite la variacion de forma prefijada de
dicha constante para cada elemento de una zona). Para los demds pardmetros se definen
expresicnes andlogas. Noétese que, estrictamente hablando, los Unicos pardmetros del
modelo son los K;, S, H; etc.

Con esta definicidn, las componentes del gradiente de J,, que se derivan en el
apéndice B, son

0 _ / VY, ®Vh, ¢y dx +/ / Vy ® Vh ¢ dt dx (24)
aKi R R T

0 _ / / . 2
s = b ) Y " ¢s; dt dx (25)
0]

- 2 = - / Vo ¢qi dx (26)
Joi R

3 /

- L Vg dt dx @7)

i

OJn -/ / oy dt d 28
o, - ). Gui b (28)
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o, /

= ] e g ax 29)
O / / ¥ dt d 30

20, = v Jr dqi X (30)

o, / | |

0L = - Vo @qi dx (31)

3, |

- / (ho - Hy) o gy dX + / / MH) ¥ ¢y, dt dx (32)
00 r rJr

En los contornos de nivel fijo & = ooy las integrales (28) y (29) son indeterminadas.
Para eliminar esta indeterminacién basta sustituir en ella las ecuaciones (20) y (22),
lo que conduce a

o "

o -/F/TK-WJ . 0 gy dt dx (33)
O / :

" S KT 0 om X (34)

Tanto las ecuaciones del estado adjunto como las del gradiente de J, se resuelven
empleando el método de los elementos finitos. Para las primeras se obtiene, en régimen
transitorio,

D D
A +— = F + — gkl 35
Bgr= 2 gy e
y, en régimen estacionario,
A}ko = D y(o)-2r, (36)
donde las componentes de rk y r, son

=TT D[ - ) W b O0) 37)

Ton = E g:{h*om - hom) Ulm Sn(xl)] (38)

donde W y U son componentes de la inversa de la matriz de covarianza de niveles (8),
Y £.(X;) es el valor de la funciéon de forma del nuco x, en el punto de observacion x.
Las matrices Ay D en (35) y (36), tienen exactamente la misma forma que las de
la ecuacién de flujo, (4) y (5). Por tanto, se puede emplear la misma decomposicion
triangular para calcular los niveles y el estado adjuato.
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Para el gradiente de J,, la discretizacién de elementos finitos conduce a expresio-
nes de la forma

al, - s +AfL

" _3_ Qi ) (39)

(En el caso en que q sea independiente del tiempo) donde la primera sumatoria se
extiende sobre todos los nudos n que pertenecen a elementos, e, contenidos enla i-esima
zona de q, A® es el drea del elemento e, y At® es el incremento de tiempo del periodo k.
Férmulas andlogas se emplean para el caso de q variable en el tiempo, y para los demds
pardmetros.

Estas ecuaciones se han incluido en un programa de ordenador que minimiza J
empleando’ tres algoritmos de gradientes conjugados (Broyden, Fletcher-Reeves y
Fletcher-Powell-Davidon). La magnitud del paso, variacién de los parimetros en las
direcciones dadas por los gradientes conjugados, se determina por el método de
Newton. La experiencia acumulada en distintos problemas, tanto sintéticos como
reales, no permite concluir que alguno de los métodos sea universalmente superior
a los demds. De hecho, en algunos casos, ninguno de los métodos converge. Sin
embargo, el cambio automadtico de un algoritmo a otro cuando el primero se detiene
o disminuye el ritmo de convergencia, aumenta considerablemente la rapidez y asegura
casi siempre la convergencia.

EJEMPLO

El algoritmo descrito en la seccién anterior se ha ensayado en numerosos casos
sintéticos y reales” 9 11.13.35.36.83 (Cop ¢l fin de discutir algunos de los aspectos del
método propuesto, se presenta aqui un caso sintético. El dominio (figura 1) es un
cuadrado de 6 km de lado, dividido en 9 zonas en las que la transmisividad es constante.
Las condiciones de contorno son de caudal nulo en los lados superior y derecho, caudal
fijo (aprox 250 m3/km. dia) en el lado izquierdo y nivel fijo (100 m) en el inferior.
En las dos franjas superiores de 1 km de ancho tiene lugar una recarga de 5 y 10 cm/afio
(.137.10% y .274.10° m3/m?/dia). El coeficiente de almacenamiento es constante y
vale 0.001. '

Con estos datos y empleando una malla cuadrada de 49 nudos, que puede conside-
rarse excesivamente gruesa para obtener resultados precisos pero que es adecuada a
nuestros fines, se simula el sistema en régimen estacionario. Este sirvio como condicién
inicial para el transitorio que se crea al bombear los dos pozos interiores (figura 1) con
caudales de 1000 m3/dia. Los niveles calculados en los 18 puntos de observacién en
régimen estacionario y en transitorio (para t=50, 200 y 1000 dias) se contaminaron
con ruidos de desviacion standard 0.01, 0.1 y 1 m, con lo que se obtuvieron conjuntos
de datos de niveles “observados’. En cuanto a la informacién previa de transmisivida-
des, esta se obtuvo afiadiendo un error, de distribucién normal y desviacion standard de
0.1, a los valores verdaderos del logaritmo de la transmisividad. Con estos datos se paso
el programa bajo diversas condiciones en cuanto al tipo de pardmetro a estimar, niveles
de ruido, etc. En lo que resta se resumen algunos de estos resultados.

En primer lugar discutimos el caso de estimation de transmisividades empleando
s6lo datos de niveles en régimen estacionario. Si estos son los obtenidos con ruidos de
desviacién 0.01 6 0.1 m, las transmisividades calculadas se aproximan mucho a las
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1 10 | 110 50
NIVEL FiJO (100 m) 1) (2) (3)
{a} Dominio {bi} Zonas de transmisividad
250 (1)
: 16 17 18
250 (1) 15 olb
REI
250(1) 4 1000(3) 210 1
250(1) ,1000(2) . o9 o7 o8
o5
250 (1) ok oS
250(1) 1 o? o3
{m3/dia)
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Figura 1. Descripcion del ejemplo (Los nimeros entre paréntesis representan nimero de zona).
a. Dominio del problema y condiciones de contorno.

b. Zonas de transmisividad y valores de Ia misma (en m7dfa).

¢. Caudales fijos.

d. Puntos de observacién.

verdaderas (errores inferiores al 1%) aunque la informacién previa sea pobre, ya que la
buena calidad de los datos de niveles implica una ponderacién baja de los de transmisi-
vidades. En casos reales, la calidad de la informacién previa es desconocida por 1o que
también hay que estimar los coeficientes de ponderacidon relativa, lo que se hace
también maximizando la verosimilitud, o minimizando el criterio S {(ecuacién 11).
La figura 2 muestra la variacién de dicho criterio asi como las de la suma de los
cuadrados de los residuos de niveles y de los errores en las transmisividades. Obvia-
mente, este ultimo es la mejor medida de la calidad de la estimacién, pero sélo puede
plantearse en casos sintéticos como el que nos ocupa. Es, por tanto, alentador que el
minimo de los errores en transmisividades coincida casi exactamente con el minimo
de nuestra funcidon objetivo, S. Notese también que la suma de los cuadrados de los
residuos, criterio empleado con frecuencia, conduce a errores mucho mayores en las
transmisividades estimadas.

Obviamente la calidad de los resultados estd condicionada a la de los datos. Sin
embargo, cabria preguntarse hasta qué punto las piezas de informacién malas pueden
afectar a las buenas. El segundo caso discutido aqui se refiere a la estimacion conjunta
de recarga superficial y transmisividad, empleando una informacién previa muy pobre
para la primera. La tabla 1 resume los valores calculados de los pardmetros, que
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Figura 2. Variacion, en funcién de Ia suma de los cuadrados de los residuos de niveles,

suma de los cuadrados de los errores en log-transmisividad, y criterio de estimacién de mdxima

verosimilitud (S). Nétese la coincidencia de los minimos de estas dos dltimas curvas.

Transmisividad (m2/dfa)

Zona Verdadera Inf. Previa Caiculda Error*
1 150. 1549 147.9 006
2 150. 87.1 157.7 -.022
3 50. 309 48.9 010
4 150. 168.4 152.1 006
5 50. 90.5 500 000
6 15. 109 15.4 -011
7 50. 60.1 50.8 -007
8 15. 15.5 153 -.009
9 5. 45 S.1 -009

Recarga (x10* m/dfa)
1 137 24 1.37 0.003
2 2.74 40 2.80 0.060

* Error en los logaritmos para transmisividades y error aritmético para recarga.

Tabla 1. Valores de transmisividad y recarga obtenidos con datos de niveles en régimen estacionario.
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pueden considerarse buenos. Lo mds interesante, sin embargo, es la observacion
(figura 3) de que los valores optimos de A, y A\, son muy pequefios Especialmente
el coeficiente A_ de ponderacién relativa entre informacion previa de recarga y niveles,
que vale 0.0013, lo que indica que el criterio de mdxima verosimilitud “‘reconoce” la
mala calidad de los datos de recarga.

Dado que no es posible demostrar, con generalidad, la unicidad de la solucidn, de
hecho pueden encontrarse contraejemplos con minimos locales aislados, la comproba-
ciéon de que la solucidn es unica sélo puede hacerse empiricamente, resolviendo el

Q.01 \ \ l
G &
e g 3
0.00t H
0.006 { }A g d 2

Figura 3. Curvas de nivel del criterio de estimacion (S) en el plano de los coeficientes de ponde'raclon
relativa entre informacién previa y niveles, (log-transmisividades) y (recarga).

problema con distintos conjuntos de valores iniciales y observando si la solucién es la
misma en todos los casos. Esto, si bien no puede llevar a una afirmacién rigurosa de
fa unicidad, sirve cuando menos para aumentar nuestra “confianza” en la solucién.
En los ejemplos analizados, el resultado final ha sido independiente de la solucién
inicial en la mayoria de los casos. En los tinicos en que hubo dificultades, las diferen-
cias pueden atribuirse a problemas de convergencia mds que de no unicidad, y todos
fueron resueltos mediante un reescalado lineal de las variables. La tabla 2 resume los
resultados obtenidos en uno de estos, al estimar con datos transitorios (desviacion
standard 1 m), las transmisividades, recarga superficial y caudal y nivel en el contorno.
Como puede verse, los resultados son francamente buenos.
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Zona Verdadero I. Previa Inicial Calculado
Log-Verosimilitud, S - - - - 179.7
. Suma de cuadrado 5

de los residuos , - - - 1.6 10 653

Funcién objetivo ’
I=I + NIy —~ - - 1.6 10° 74.2
Transmisividad . 1 150. 163. 163. 181.

/3¢

(m?/dfa) 2 150. 113. 113. 115.
3 50. 48. 48. 39.
4 150. 204. 204. 167.
s 50. 47. 47. 46.
6 15. 10. 10. 14,
7 50. 55. 55. 51.
8 15. 13. 13. 15.
9 5. 7. 7. 5.
Recarga (-10"*m/dfa) 1 1.37 - 1.37 1.07
2 2.74 - 2.74 2.75

Nivel en contorno 1 1.00 - 0.50 0.998
Caudal en contorno 1 1.00 - 150 122

Tabla 2. Valores calculados de transmisividad, recarga y nivel y caudal en los contornos,
con datos en régimen transitorio (6, = 1m.), e informacidn previa para transmisividades.

CONCLUSIONES

De la revision de estado de arte en la estimacién de pardmetros en hidrologia sub-
terranea se deduce la tendencia a plantear el problema inverso en un marco estadistico,
asi como la necesidad de definir criterios de regularizacién para disminuir los efectos
de inestabilidad. )

Se ha propuesto un método que permite la estimacién de transmisividades, coeficien-
tes de almacenamiento y goteo, recarga y caudales y niveles en el contorno. El método
consiste en la minimizacién de un funcional basado en la funcién de verosimilitud, que
permite incluir no sélo los datos de niveles sino también la informacion previa sobre los
valores de los pardmetros del modelo, lo que conduce a problemas con solucién estable
en la mayoria de los casos. La minimizacioén se realiza mediante la teoria del estado
adjunto en conjuncién con una combinacién de métodos de gradiente conjugado. Para
la solucion de las ecuaciones del estado adjunto y para la integracion de las del gradien-
te se ha empleado el método de los elementos finitos. El algoritmo resultante es relati-
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vamente econdmico, ya que basta una simulacidn para el cdlculo del gradiente, en
comparacion con los métodos tradicionales, basados en el jacobiano, que requieren un
numero de simulaciones igual al de pardmetros a estimar.

El método, que se ha usado con €xito en varios casos reales, se ilustra con un
ejemplo sintético, que permite demostrar las ventajas del método de mdxima verosimi-
litud asi como las posibilidades de estimar distintos tipos de pardmetros, con o sin
informacién previa, bajo diversas condiciones.

APENDICE A: Derivacion de las ecuaciones del estado adjunto

Considerando el funcional J,, definido por (17), su variacién primera viene dada por

8, = ‘/ / 2[h] (x)-ho (x)] U (x', x) 8h, (x) dx' dx ,
p Jo O (41)

—/ / / / 2[h* (xt, t) - h (x', t)] W{(x!, x,t;, t) §h (x,t) dt' dx' dt dx
D T D' T!

Las variaciones primeras de las ecuaciones (1) a (3), y de las correspondientes en
régimen estacionario son

h
V - [K- V@®h) T 8K - Vh] + &q - 58S, %—ss%= 0 (A2)

8h(x,0) = &h, (x) (A3)

[K - V(8h) + 86K - Vh] + n = -§a(h-H) - o(6h-6H) + 6Q (A4)

V - [K - V(h,) + 8K + VHo] + 8g, = 0 (AS)

[K - V(8h,) + 8K - VHo] - n = - da(h, - Hy) - «(8h, - 8H,) +8Q,  (A6)
Sean ¥ (x, t) y Y, (x) funciones diferenciables que llamaremos estados adjuntos
en régimen transitorio y estacionario, Tespectivamente. Multiplicando (A2) por ¥
e integrando sobre D y T, multiplicando (AS) por ¢, e integrando sobre D, sumando
estas dos expresiones, aplicando la primera identidad de Green y sustituyendo (A4)

y (A6) en las integrales resultantes, se llega a una expresién que sustraida de (Al)y
reorganizada conduce a

aJh = / [5&(]’10 'Ho)‘OlaHo - SQo]wo dx + /D (vd}o * aK ’ Vho '%‘5%)(1’(
r “

f_/r[r [6a(h-H) -abH -8QJy dt dx + [) L tle - 8K - Vh

: oh
- (8q - 8S; a—t-)d/] dt dx + F (A7)
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donde F es
F = ﬂ ay, 6h, dx +/ Vi, - K- V(6h°)dx -!-// aydh dt dx
D

-[) A [V - K- V(h) + ¢S 20 )]dtdx-2/ / (h} -ho) Ushg dx'dx

-2/ / [ /(h*-h)W‘Gh dt’ dx' dt dx (A8)
D Jr JD T!

Los estados adjuntos, ¥ y y, se definen precisamente de forma que F=0. Para ello
se vuelve a aplicar la primera identidad de Green al segundo integrando y al primer
término del cuarto, y se integra por partes el segundo término del mismo integrando.
Eligiendo y(7) = 0, siendo 7 el extremo superior del intervalo de integracién en el
tiempo, y notando que 8h(o) = 8h, y que las variaciones 6h y &h, son arbitrarias
es evidente que los integrandos de cada una de las integrales sobre D,[,Dx Ty I'x T
deben anularse independientemente para que F sea cero. Esto resulta de forma inme-
diata en las ecuaciones del estado adjunto (18)- (22).

APENDICE B: Gradiente de J,

Para calcular las derivadas de J, respecto a los pardmetros escribiremos este funcio-
nal de la forma

L = / g(x)dx (B1)
D
La variacion primera de (B1) respecto a los pardmetros es
og 8g og dg
81, / — da + & SH +— 86Q +— 8Q,) d
r‘(aa o, O Yam 2Q ' g, 0) &

(B2)

[ B dg dg dg
+f sk + & s, +28 5q +—2 5q,)d
/L oK as, 3q 3q, %)X

Identificando (B2) y (A7) término a término se llega a las derivadas variacionales

0

2| = veto- 1)+ [ voma (B3)
o T

og

A, | = - ay, (B4)
og | _

|-« / ydt (BS)

. - dg 9z 0g dg Og _ Og :
y expresiones similares para — —— Vv —— . Para obtener las

3Q ° 3Q, ' 3q 3, ' 05 ' oK
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derivadas de J;, respecto a los pardmetros del modelo, basta discretizar cada uno de los
pardmetros hidrdulicos (ecuacién 23) e integrar sobre D, lo que conduce a las ecuacio-
nes (24)-(32).
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