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RESUMEN 

En este trabajo analizamos el problema de fluencia transiente o de elasto-fluencia, para 
lo cual presentamos una nueva formulación mixta y demostramos el carácter asintótico de la 
solución. Para obtener la solución de este problema, utilizamos el método de elementos finitos 
en la aproximación espacial y el esquema de Euler implícito en la discretización temporal. 
Demostramos estabilidad y convergencia, y presentamos cotas de error para las soluciones de 
los problemas semi-discreto y totalmente discreto, mostrando que ellos conservan el carácter 
asintótico de la solución del problema continuo. 

SUMMARY 

In this work we analyse the problem of transient flow or elastic flow, presenting a new mixed 
formulation and demostrating the asymptotic nature of the solution. To find the solution for the 
problem the finite element method is used for the spatial discretisation and the implicit Euler 
scheme for the domain. We demonstrate stability and convergence and present the error for 
the solution of the semi-discrete and completely discrete problems showing that they preserve 
the asymptotic nature of the continuum problem solution. 
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EL PROBLEMA DE FLUENCIA TRANSIENTE 

Por simplicidad, consideraremos solamente condiciones de contorno de Dirichlet 
homogéneas. Así nuestro problema de fiuencia transiente o problema de elasto-fiuencia 
puede ser escrito como 

Problema T Determinar el tensor de tensiones a  = oT , a  : R x [O,oc) -t 
IR2 x IR2 y el campo de velocidades u  : R x [O, m) + IR2 tales que 

diva + f = O en R x [O, m) (l) 

Dc = A(a)  en Rx[O,m) 

con condiciones de contorno 

y condiciones iniciales dadas por la solución del problema elástico que consiste en 

Problema E Determinar el tensor de tensiones ae : R t x 1Ft2 y el campo 
de desplazamientos ue : R + tales que 

De=Cae en R 

con condición de contorno 

Notemos que la tasa de deformación total está compuesta por una parte elástica y 
otra de fiuencia, esto es 

donde C -' es el tensor de elasticidad isotrópica y A(S) es en general, una función no 
lineal de la componente desviadora del tensor de tensión 
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siendo p la presión hidrostática y B u  = (Vu + VuT)/2,  el tensor de las tasas de 
deformaciones. 

Es claro que en este problema la componente hidrostática del tensor de tensiones 
está siempre bien definida toda vez que la deformación elástica es compresible, o sea, 
divue # O y siendo 

de (8) , resulta la siguiente relación constitutiva 

donde X es el módulo de compresibilidad, pe y ue son los campos de presión y de 
desplazamientos elásticos, en el instante inicial. Consecuentemente, el problema de 
elasto-fluencia con condiciones de contorno de Dirichlet homogéneas, está bien definido 
en U x V. En Guerreiro1° se analiza la siguiente formulación para el problema de 
fluencia transiente: 

Problema Mt Determinar {a(t) ,  u(t))  E U x V tal que 'dt E [O, m) 

donde 

~ ( T , v )  = T :  B v d R ,  ' d ~  E U ,  'dv E V S 
R 

c ( ~ , T )  = C a :  T ~ R ,  'do,  T E  U J 
R 

con condición inicial a(0)  = ae dada por la solución del problema elástico definido por 
las ecuaciones (6) - (8) , o su forma variacional 



siendo U y V los espacios de las tensiones y velocidades y V* el espacio dual de V, 
definidos por 

La forma bilineal c(., .) es elíptica y continua, esto es, existen y, > O y Mc < oo, 
tales que 

c(a,7-) 5 ~ c l l ~ l l U 1 1 ~ 1 1 U ,  \ d a ,  7- E U 

Definiendo la norma 

tenemos 

o sea, las normas 1 )  . 1 1 ,  y 11 . I l u  son equivalentes. Debido a este hecho, utilizaremos, 
indistintamente 1 )  . 1 1 ,  o 1 1  . I l u  . 

En Guerreirog se demuestra el siguiente resultado sobre el comportamiento 
asintótico de la solución del Problema Mt. 

Teorema 1 Sean {a(t) ,  u(t))  E U x V y {a, u)  E U. x V soluciones del problema 
M t  y Problema M ,  respectivamente. Entonces 

lim Ila(t) - ( a  + cI)llu = O 
t+cc 

lim Ilu(t) - ullv = O 
t+w 

donde c E IR, representa una presión hidrostática constante. 
Presentaremos la siguiente formulación para el problema de fluencia transiente, 

Problema Ni' Para cada t t [O, oo) , determinar {{S(t), a(t)}, {X(t), u(t)}} E 
U x V tal que 



donde 

con condición inicial ue = u ( 0 )  dada por la solución del problema elástico definido por 
las ecuaciones 

La situación límite de este problema corresponde al 

Problema M Determinar { { S ,  u), {A ,  u ) )  E U x V tal que 

B ( { S ,  u), (1.1, v ) )  = G ( { P ,  v ) )  , 'i (1.1, v )  E V (27) 

donde 

G ( { P ,  v ) )  = - ( f ,  v )  

estudiado por Sánchez15. 

El comportamiento asintótico de la solución queda de manifiesto por el siguiente 
resultado: 

Teorema 2 Sean { { S ( t ) ,  o(t)),  { A ( t ) ,  u ( t ) ) )  y { { S m ,  um), {Am, um))  E U x V , 
soluciones del Problema M" y Problema M ,  respectivamente. Entonces 

lim IIS(t) - Smllu = O 
t+m (28) 

lim I lu( t )  - ( u m + C I ) I I U  = O 
t+m (29) 

lim I I{X(t) - {Xmllu = O 
t+m (30) 
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lim Ilu(t) - uwIlv = O 
t+w (31) 

donde C E IR, representa una presión hidrostática constante. 
Aunque la tasa de deformación del problema transiente sea compresible, ella tiende 

a un límite incompresible, por lo que, el método discreto utilizado debe ser capaz 
de representarla adecuadamente en este límite. Este comportamiento asintótico de 
la solución del problema transiente ha permitido obtener soluciones aproximadas del 
problema de fluencia estacionaria vía solución del problema de elasto-fluencia. 

APROXIMACIONES P O R  ELEMENTOS FINITOS 

Sea R c IR2 um dominio poligonal discretizado por uma malla uniforme de N, 
elementos finitos tales que 

N, 
ñ = U ñ e  y R e n O f = O ,  e # f  

e = l  

donde Re denota el interior del elemento e, y !=le su clausura. Sea Q ~ ( R )  el espacio de 
clase C-l , construído con interpolaciones polinomiales de elementos finitos de grado 
1 2 O , donde h denota el parámetro de malla, esto es h = max he , e  = 1,2, . . . ,Ne  , 
siendo he el diámetro del elemento e . Sea s ~ ( R )  = Q ~ ( R )  n H ~ ( R )  el espacio de clase 
C0 construído con interpolaciones polinomiales de elementos finitos de grado k que se 
anulan en la frontera de ñ. 

Definamos las aproximaciones para U y V como U; = (Q;)~ c U y V: = 
c V , respectivamente. Definamos, además = U; n UT ; = 

u;nUo yQhh = ~ h n  L@). 
En los espacios de elementos finitos Üh = UTh x U; y Vh = UTh x v;, definimos la 

siguiente aproximación del Problema M" . 
~ r o b l e m a m h  Para cada t E [O, m) , determinar {{Sh(t), oh(t)}, {Xh(t), uh(t))} 

E Üh x Vh tal que 

-c(uh(t), 7 h )  - (Ah({Sh(t), ~ h ( t ) } ) ,  { T h ,  ~ h ) )  + B({Th, ~ h ) ,  {Xh(t), ~ h ( t ) ) )  = 

= Fh({Th,~h))  , Y{Th,7h) E Uh 
(32) 

B({Sh(t), oh(t)}, { ~ h ,  vh)) = G({P~,  vh)) , q ~ h ,  vh) E Vh (33) 

donde 

62 h2 
(Ah({Sh(t),oh(t))), i T h , 7 h ) )  = (A({Sh(t),oh(t)}), { T h i ~ h ) )  + B(divoh,div~h)h 

62 h2 
F h  ({Th, ~ h } )  = - (f , div7h) h e 
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con condición inicial ah(0) = a; dada por la solución del problema elástico 

~ r o b l e m a m i  Para t = O ,  determinar {{Si, o:}, {A:, U;}} E Üh x vh tal que 

-t 
La formulación presentada como Problema P G h  es variacionalmente consistente, 

o sea, si {{S(t),a(t)}, {A(t), u(t)}} es solución del Problema mt , entonces 

En Sánchez15 se presenta la siguiente formulación de Petrov-Galerkin para el pro- 
blema de fluencia estacionaria: 

Problema m h  Determinar {{Sh, oh}, {Ah, uh}} E U; x tal que 

donde 

G ( { ~ h r  ~ h } )  = -(f ,vh) 

siendo (., .)h es un producto escalar dependiente de la malla. 
En el resultado siguiente se demuestra que cuando t -t oo, la solución 

-t 
de Problema P G h  tiende a la solución del problema de fluencia estacionaria, 
P rob lema  P G h ,  salvo un modo de presión globalmente constante. En este punto 



l 
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observemos que ph está definido en Qh y no en QOh y por lo tanto, al hacer la 
descomposición qh = ¿jh + q;t , la parte p h  no incluye solo el modo seccionalmente 
constante con media global nula, sino también el modo globalmente constante. 

TeoIWna 3 SGLn {{Sh(t),~h(t)},{Ah(t),uh(t))} Y {{Sh ,ah ) , {Ah ,uh )}  las 
-t 

soluciones de P rob lema  P G h  y Problema P G h ,  respectivamente. Entonces, para 
2 2, 

lim IISh(t) - S;lOllu = O 
t+oo (38) 

lim Ilah(t) - (a? + ch1)II~ = O 
t - tw (39) 

lim II{Ah(t) - {Ahllu = 0 
t+w (40) 

lim Iluh(t) - u;EOllv = O 
t+w (41) 

donde ch E IR,  representa una presión hidrostática constante. 

ANÁLISIS NUMÉRICO DEL PROBLEMA SEMI-DISCRETO 

Utilizaremos la metodología de análisis de problemas parabólicos presentada por 
-t Johnson y Thomée, para obtener estimaciones del error para el P rob lema  P G h  . 

Definimos una proyección eliptica, {{S(t), a ( t ) ) ,  {X(t), ü( t ) ) )  E Üh x vh , de la 

solución exacta {{S(t),a(t)), {A(t), u(t))) E Ü x v del P rob lema  mt , como la 
solución del siguiente problema elíptico discreto 

Áh({Sh(t),bh(t)}i {Th,7h)) - B({Th,7h), { o h ( t ) ,  ~ h ( ~ ) ) )  = 

= Ah({~(t) i  ~ ( t ) ) ,  { T h ,  4) - W T h ,  ~ h ) ,  {W), u(t)))  , Y { T h ,  ~ h )  E Uh 
(42) 

B({Sh(t)>ah(t)), { ~ l h ,  ~ h ) )  = B({S(t),a(t)) ,  { ~ h r ~ h ) )  , V { ~ h , v h )  E v h  (43) 

donde 

62 h2 
A h ( { ~ h , a h ) ,  { T h , ~ h ) )  = (%,7h3 +  UD^ - S ~ , T D ~  - Th) S -(divah,div~ln)la 8 

Y{Sh,ah) , { T h > ~ h )  E Uh 

Haciendo 
(44) 

PS = S(t)  - Sh(t) es = Sh(t)  - Sh(t)  (45) 
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P, = u(t) - üh(t) e, = uh(t)  - uh(t) (48) 

obtenemos 

Los errores 1lp.q 1 1  U , I I P ,  1 1  h,U 7 1 1 ~ ~  1 1  U y llpu 1 1  v de la ~royección elíptica pueden 
ser estimados a partir del análisis numérico clásico para problemas de elasticidad 
compresible, esto es 

A continuación mostraremos un resultado sobre la convergencia del 
Problema G. 

Teorema 4 Sean {S(t), a ( t ) ,  X(t), u( t ) )  y {Sh(t), ah( t ) ,  Xh(t), uh(t))  soluciones del 
Problema M" y del Problema mi, respectivamente. Entonces Y1 > k > 2 y 
vt E [O, 00) : 



CONCLUSIONES 

La formulación mixta presentada para el problema de fluencia transiente se obtuvo 
introduciendo dos nuevas variables: la tensión desviadora S, que es una variable primal, 
y el multiplicador X asociado a la restricción S = ao. 

Se obtuvo cotas para el error y tasas de convergencia de la solución aproximada 
al utilizar el método de Petrov-Galerkin. Se demostró el comportamiento asintótico 
de la solución. Usando la idea de la proyección elíptica, se demostró que el método 
de Petrov-Galerkin, al ser aplicado al problema semi-discreto, converge con el mismo 
orden que el problema estacionario. 
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