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RESUMEN

En este trabajo analizamos el problema de fluencia transiente o de elasto-fluencia, para
lo cual presentamos una nueva formulacién mixta y demostramos el cardcter asintético de la
solucién. Para obtener la solucién de este problema, utilizamos el método de elementos finitos
en la aproximacién espacial y el esquema de Euler implicito en la discretizacién temporal.
Demostramos estabilidad y convergencia, y presentamos cotas de error para las soluciones de
los problemas semi-discreto y totalmente discreto, mostrando que ellos conservan el caracter
asintético de la solucién del problema continuo.

SUMMARY

In this work we analyse the problem of transient flow or elastic flow, presenting a new mixed
formulation and demostrating the asymptotic nature of the solution. To find the solution for the
problem the finite element method is used for the spatial discretisation and the implicit Euler
scheme for the domain. We demonstrate stability and convergence and present the error for
the solution of the semi-discrete and completely discrete problems showing that they preserve
the asymptotic nature of the continuum problem solution.
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EL PROBLEMA DE FLUENCIA TRANSIENTE

Por simplicidad, consideraremos solamente condiciones de contorno de Dirichlet
homogéneas. Asi nuestro problema de fluencia transiente o problema de elasto-fluencia
puede ser escrito como

Problema T Determinar el tensor de tensiones ¢ = o7 , ¢ : Q x [0,00) —
IR? x IR? y el campo de velocidades u : 2 x [0,00) — IR? tales que

dive+f=0 en Qx][0,00) (1)
D=D¢+D°=Bu en Qx[0,00) ‘ (2)
D°=C6 en £x]0,00) (3)
D¢=A(0c) en x[0,00) (4)

con condiciones de contorno

u=0 en T x[0,00) (5)

y condiciones iniciales dadas por la solucién del problema eldstico que consiste en

Problema E Determinar el tensor de tensiones o° : Q — IR? x IR? y el campo
de desplazamientos u® : Q — IR? tales que

dive* +f=0 en (6)
D¢ =Bu® en (7)
D*=Co® en (8)
con condicion de contorno
u*=0 en T (9)

Notemos que la tasa de deformacién total estd compuesta por una parte eldstica y
otra de fluencia, esto es

D = D¢+ D° = @6 + A(S)

donde € 7! es el tensor de elasticidad isotrépica y A(S) es en general, una funcién no
lineal de la componente desviadora del tensor de tensién

1
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siendo p la presién hidrostética y Bu = (Vu + Vu?)/2, el tensor de las tasas de
deformaciones. ’

Es claro que en este problema la componente hidrostatica del tensor de tensiones
esta siempre bien definida toda vez que la deformacién eldstica es compresible, o sea,
divu® # 0 y siendo

1
p= §traI (10)

de (8) , resulta la siguiente relacién constitutiva
-€ 1 -1Ine 1. [
P = itr(CD D) = deu (11}

donde A es el mdédulo de compresibilidad, p® y u® son los campos de presién y de
desplazamientos eldsticos, en el instante inicial. Consecuentemente, el problema de
elasto-fluencia con condiciones de contorno de Dirichlet homogéneas, estd bien definido
en U x V. En Guerreiro'® se analiza la siguiente formulacién para el problema de
fluencia transiente:

Problema M" Determinar {o(¢),u(t)} € U x V tal que V¢ € [0, 00)

—clo(t), ) — (A{o(t)),7) + b{T,u(t)) =0, VreU (12}

blo(t),v) =f(v), VveV (13)
donde

B

Q

2
[

/A(S)-'rdQ, Vo, 7eU
Q

b(T,V):/T:BVdQ, VreU,VveV
Q
f(v):/f-vdﬂ, VEEV*, YveV y
Q

c(a,T):/(Do:'rdQ, Vo, 7eU
Q

con condicién inicial ¢(0) = 6¢ dada por la solucién del problema eldstico definido por
las ecuaciones (6) - (8) , o su forma variacional

—c(o®, 1)+ b(r,u®) =0, VrelU (14)

blo®,v)=1f(v), VveV (15)
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siendo U y V los espacios de las tensiones y velocidades y V* el espacio dual de V,
definidos por

U={r=n]; nj=m € L*(0),5,§ =1,2} y

V={v={y};uecH(Q),i=12}

La forma bilineal ¢(,-) es eliptica y continua, esto es, existen v, > 0y M, < oo,
tales que '

e,y > vllr|}, ¥reU (16)

c(o,7) < Mcllolf |7l , Vo, T€U (17)

Definiendo la norma

I7lle = 4/c(T,7), VT €U (18)

tenemos

Yellrllo < Il < Mell7llw (19)
o sea, las normas || - || y || - |l son equivalentes. Debido a este hecho, utilizaremos,
indistintamente || - [ o || - [l -

En Guerreiro® se demuestra el siguiente resultado sobre el comportamiento
asintético de la solucién del Problema M°.

Teorema 1 Sean {o(t),u(t)} € UxV y {o,u} € Uy x V soluciones del Problema
M' y Problema M, respectivamente. Entonces

lim [jo(¢) — (6 + )|y =0

{—o0
lim [[u(t) - ully =0

donde ¢ € IR, representa una presién hidrostatica constante.
Presentaremos la siguiente formulacién para el problema de fluencia transiente,

_ Problema M' Para cada t € [0,00), determinar {{S(t),o(t)},{)\(i),u(t)}} €
U xV tal que

—c(6(t),7) = (A({S(), e (D, AT, 7}) + BUT, 7}, {A(), u(®)}) =0, V{T,7} 6(2[70)

B(‘{S(t)’o'(t)}: {[I,,V}) - G({”>V}> ) V{]I,,V} eV (21)
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donde

(A({8(t),a()}),{T,7}) = (A(S(t)),T) + 61(en(t) — S(t),7p — T)

{S(t),e(t)}, {T,7} €U (22)

B({T7 T}v {[L,V}) = _(TD - Ta”’) + (VYS,T) ) {T7T} € U ’ {[,I.,V} € V (23)
y

G({I"'7V}) = (fvv) ) {[l,,V} eV

con condicién inicial 6¢ = ¢(0) dada por la solucién del problema eldstico definido por
las ecuaciones

—c(o®, 1)+ (T,Vui) =0, V1eU (24)
(Vot,v)=1f(v), VveV (25)

La situacidén limite de este problema corresponde al
Problema M Determinar {{S,o},{\,u}} € U x V tal que

(A({S,a}), {T,T}) + B({T,7},{\u})=0, V{T,7}eU (26)

B({S,0},{n,v}) = G({n,v}), Y{mv}eV (27)
donde

G({ll'v V}) = _(f’ V)

estudiado por Sanchez'®.
COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LA SOLUCION

El comportamiento asintético de la solucién queda de manifiesto por el siguiente
resultado:

Teorema 2 Sean {{S(t),a(t)}, {A(t),u(®)}} y {{S®,0%},{A®°,u>*}} U xV,
soluciones del Problema M’ y Problema M , respectivamente. Entonces

Jim |8(t) ~ 8%l = 0 (28)
Jim [lo(t) — (6 + CT) [y = 0 (29)

Jim [{A®) ~ (2%l =0 (30)
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lim [[u(t) — u*®||y =0 (31)
t—o0 R

donde C € IR, representa una presién hidrostatica constante.

Aunque la tasa de deformacién del problema transiente sea compresible, ella tiende
a un limite incompresible, por lo que, el método discreto utilizado debe ser capaz
de representarla adecuadamente en este limite. Este comportamiento asintético de
la solucién del problema transiente ha permitido obtener soluciones aproximadas del
problema de fluencia estacionaria via solucién del problema de elasto-fluencia.

APROXIMACIONES POR ELEMENTOS FINITOS

Sea Q C IR? um dominio poligonal discretizado por uma malla uniforme de N,
elementos finitos tales que

NE:
Q=J0 y N0/ =0, e£f
e=1

donde Q¢ denota el interior del elemento e, y Q¢ su clausura. Sea th(ﬂ) el espacio de
clase C~! | construido con interpolaciones polinomiales de elementos finitos de grado
[ > 0, donde h denota el parametro de malla, esto es h = maxhe ,e = 1,2, ..., N, ,
siendo he el didmetro del elemento e . Sea SF(Q) = Q¥(Q) N HF(N) el espacio de clase
C? construido con interpolaciones polinomiales de elementos finitos de grado k que se
anulan en la frontera de Q.

Definamos las aproximaciones para U y V como U} = (Q})2 c U y VF =
(S’}f)z C V , respectivamente. Definamos, ademas Up}h = U}lL NnUr ; Uéh =
ULN U y @by = @4 N L3(Q). |

En los espacios de elementos finitos Uy = Ury, x UL y Vi, = Urp, x Vi¥, definimos la
siguiente aproximacién del Problema M .

. Proplemal_f(jz Para cada t € [0,00), determinar {{Sy(t),x(£)}, {An(t), un(t)}}
€ Up X Vj, tal que

—c(on(t), Th) — (An({Sn(t),0n(t)}), {Th, Ta}) + B({Th, 7a}, {An(t), un(t)}) = (32)
= Fh({Th,?‘h}) , V{Th,’rh} € ﬁh.

B({Sa(®),0n (")}, {mn, vi}) = G({pn, va}) , ¥, va} € Vi - (33)
donde

(An({Sh(2), 001, (Tha}) = (AU(SK(2), 000, {Ta, 74}) + 2 (diven, divra)y

5oh?

Fh({Th,Th}) = ————(f,diVTh)h
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con condicién inicial 6,(0) = 6§ dada por la solucién del problema eldstico
ProblemaPG;, Para t = 0, determinar {{S$,0¢}, {A5,u¢}} € Uy, x V}, tal que

_ Soh2 ) _
en(0%, 1) = BUTH, 71}, (A6, us}) — —29——(f,d1v'rh)h , VT 7 el,  (34)

B({S5, 00}, vi}) = G{pn, va}) , V{mw, v} € Vi (35)

La formulacién presentada como Problema PGZ es variacionalmente consistente,
o sea, si {{S(2),0(t)}, {A(t),u(t)}} es solucién del Problema M, entonces

—e(6(t),7h) — (An({S(1),0(t)}), {Th.Th}) + BUTh, 7o}, {A(t),u(t)}) =

= Fh({Th,Th}) ) V{Th,’l'h} < [7h (36)

B({S(t),0(O)}, {mn, va}) = G{pn, va}) . V{mn, va} € Vi (37)

En Sanchez'® se presenta la siguiente formulacién de Petrov-Galerkin para el pro-
blema de fluencia estacionaria:

Problema PGy Determinar {{Sy,0n}, {An, un}t} € (j,l_L X V:hk tal que

(Ah({s on}); {T&,Th}> + BU{Th, 78}, My un}) = Fu({Tr,7a}) , V{Th, 74} € U}
B({Shon} {#n, va}) = G({tn, vi}) , ¥ {y, v} € V¥

donde

AL({Sh,00}), {Th,mh} ) = | A({Sh,01}), {Th,Tr} +@h—2(divah,div7'h)h
0

g({TfnT?&}v {#’hvvh}) = (TD& - Thsp’h) - (szﬂ-h)

§oh? .
Fh({Th,Th}) = —T(f,dlvrh)h y

G, vr}) = =(£,vp)

siendo (-,-)p es un producto escalar dependiente de la malla.

En el resultado siguiente se demuestra que cuando ¢ — oo, la solucién
de Problema F@Z tiende a la solucién del problema de fluencia estacionaria,
Problema PG;, salvo un modo de presién globalmente constante. En este punto



514 G. SANCHEZ, A.F.D. LOULA Y N. MORAGA

observemos que p; estd definido en Qp y no en Qgn v por lo tanto, al hacer la
descomposicién g, = @, + g, la parte pp no incluye solo el modo seccionalmente
constante con media global nula, sino también el modo globalmente constante.

Teorema 3 Sean {{Sx(t),on(t)}, {An(t),un(t)}} v {{S5°,05°}, {A7°, u*}} las
soluciones de Problema *Pﬁfly Problema PG, respectivamente. Entonces, para
k> 2,

Jim (S (2) — Sl = 0 (39)
Jim lloa(t) = (@5 + eDly = 0 (39)
Jim [[f(t) = (Ally = 0 (40)
Jim Jlun(t) - w2l =0 (1)

donde ¢, € IR, representa una presién hidrostética constante.
ANALISIS NUMERICO DEL PROBLEMA SEMI-DISCRETO

Utilizaremos la metodologia de andlisis de problemas parabdlicos presentada por
Johnson y Thomée, para obtener estimaciones del error para el Problema ﬁz .

Definimos una proyeccidn eliptica, {{S(t),a(t)},{A(t),u(t)}} ¢ Uy x Vi, de la
solucién exacta {{S(t),o(t)}, {A(t),u(t)}} € U x V del Problema M’ , como la
solucién del siguiente problema eliptico discreto

An({Sn(t),an(t) 4 ATk 4}) = BUTw ik, {(2), 8a(8)}) = )
— An({S(), 6}, {Th,ma}) — BUTh, 70}, (AE), u®}), V{Tnh} € Ty

B({Sn(t),an()}, {pn, va}) = BUS(0), o)}, {mn vi}) s V{mp,va} € Vi (43)
donde
. §2h? . ,
Ah({sh,dh}, {Th,'rh}) = (Uh,Th) + 51(0'Dh — Sh, TDh — Th) + T(dlvoh,dlv'f'h)h

V{Sh,0n}, {Th, 7} € Uy
(44)
Haciendo

ps = S(t) — Sa(t) es = Sx(t) — Sh(t) (45)
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p, = 0o(t) — &u(t) es = on(t) — Gn(t) (46)
pr = At) — Wn(t) ex = An(t) — An(?) (47)
po = u(t) — 4 (t) ew = Up(t) — Ba(2) (48)
obtenemos
1S(t) = Sr(®)llv < llpsllu + llesliv (49)
o) — on®)llny < lpsllnu + lleallnu (50)
IAG) = Ae®)llv < lleallu + lleallu (51)
lu(t) = un(®)llv < llpullv + lleullv (52)

Los errores ||psllv , |Psllnu » lIPAllv ¥ |lPullv, de la proyeccién eliptica pueden
ser estimados a partir del andlisis numérico clasico para problemas de elasticidad
compresible, esto es

sl < C(RFYSiya + A Mol + A YAl + R ufkyn) (53)
||Pg>||h,U < C(WFYS)ig1 + B Yo ir + RN 1 + BF|ulkr) (54)
Ipally < C(RFHS|is + A Yolin + A Al + R [ulga) (55)
pullv < C(R T Slisr + A Yo lier + A7 A + hF[ulkga) (56)

A continuacién mostraremos un resultado sobre la convergencia del
=t
Problema PG, .

Teorema 4 Sean {S(t),o(t),A(t), u(t)} y {Sn(t),on(t), An(t), up(¢)} soluciones del

Problema M’ y del Problema ﬁz, respectivamente. Entonces VI > k > 2 y
vt € [0,00):

1S(2) = Sn(t)llr < Ch* sup <l5(8)|k o)l + A+ Pu(s)kart
= (57)
HEE Nk + 15k + Ak + [l )
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lo() = on(®)llnu < CR® sup (IS(S)Ik +lo(s)lk + IA(S)|k + [u(s)lrra+

| (58)
FIS()]k + 6(5)lk + A(S)e + |u<s>|k)
IA() = Mn(t)|lv < Ch* sup (IS(S)Ik + 1o (s)|k + [A(8)|k + [u(s)|ks1+
s<t (59)
+8(6)l + o)k + Al + [l )
lu(t) — un()lly < Ch* sup (rs<s)|k lo($) 1k + Ak + [u(s)lksa+
sst (60)

HIS() i + 160k + A(S) e + |u<s>|k)

CONCLUSIONES

- La formulacién mixta presentada para el problema de fluencia transiente se obtuvo
introduciendo dos nuevas variables: la tensién desviadora S, que es una variable primal,
y el multiplicador A asociado a la restriccién S = ap.

Se obtuvo cotas para el error y tasas de convergencia de la solucién aproximada
al utilizar el método de Petrov-Galerkin. Se demostré el comportamiento asintético
de la solucidén. Usando la idea de la proyeccién eliptica, se demostré que el método
de Petrov-Galerkin, al ser aplicado al problema semi-discreto, converge con el mismo
orden que el problema estacionario.
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