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RESUMEN

Hace algo mas de un siglo Lord Rayleigh sugirié el uso de un pardmetro de optimizacién
en las funciones coordenadas polindmicas a ser utilizadas en la aplicacién de su actualmente
famoso método, teniendo como meta el minimizar el autovalor determinado.

Tres décadas después el célebre analista y disefiador de sistemas mecénicos, Stodola, utilizé
este enfoque al deteminar la frecuencia fundamental de un 4labe. Linus Pauling y Bright-Wilson
implementaron el enfoque utilizando funciones exponenciales en problemas de mecénica cudntica
y Timoshenko y Goodier también lo hicieron, utilizando también funciones exponenciales, en
un problema de torsién de barras elasticas.

En este trabajo se presentan aplicaciones del criterio de Rayleigh, pero difiriendo del
enfoque de los autores citados, se usan funciones trigonométricas que contienen pariametros
de optimizacién en su argumento, tomando como sistemas mecanicos vibrantes casos de placas
o losas rectangulares con un borde libre.

EINGENVALUE DETERMINATION USING THE OPTIMIZED METHODS
OF RAYLEIGH-RITZ AND PSEUDO FOURIER DEVELOPMENTS

SUMMARY
Over 100 years ago Lord Rayleigh suggested the inclussion of a parameter vy, as an exponent

in one of the terms of the expression which constitutes the proposed coordinate function.
Minimization of the desired eigenvalue with respect to +y allows for its optimization.
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Well known authors like Stodola, the Nobel Laureate Linus Pauling and his eminent
associate Bright-Wilson and Timoshenko and Goodier have employed the approach in the first
half of the XX century and in recent years, several researchers from the USA and Argentina,
have used it extensively.

The present paper reports numerical experiments performed by the authors where the
optimization parameters 7, are contained in the argument of a trigonometric expansion.

The method is applied in the case of a vibrating rectangular plate with a free edge and
other combinations of boundary conditions in the other three edges. Finally a few situations
where rectangular holes are practiced in the plate, are considered.

INTRODUCCION

Hace més de 120 afios que Lord Rayleigh propuso su actualmente famoso método,
piedra basal de una de las metodologias mas utilizadas en la solucién aproximada
de problemas de la mecdnica del continuo, tanto en lo que se refiere a enfoques
analiticos como en lo que concierne a técnicas numéricas que discretizan el sistema.
Con posterioridad, y ya hace més de un siglo, Rayleigh sugirié el uso de un parametro
exponencial en las funciones coordenadas polinémicas que permitiese optimizar el
autovalor buscado. '

Varias décadas después Stodola utilizé6 esta técnica de optimizacién en la
determinacién de la frecuencia fundamental de un &labe; Linus Pauling y Bright-
Wilson la aplicaron en problemas de mecdnica cudntica y Timoshenko y Goodier en un
problema de torsién de barras eldsticas. Estos tres tltimos autores emplearon el enfoque
incluyendo el parametro de optimizacién en el exponente de funciones exponenciales.

Maés recientemente Schmidt y Bert, independientemente utilizaron la técnica,
desconociendo la sugerencia de Lord Rayleigh, en diversos problemas de vibraciones
y pandeo®.

Su enfoque fue luego utilizado por varios investigadores argentinos habiendo sido
implementado también en algunos cédigos de elementos finitos.

En este trabajo se presentan autovalores determinados en el caso de una placa
rectangular vibrante con un borde libre y diversas combinaciones de apoyos en los tres
restantes, habiéndose incluido los pardametros de optimizacién -y, en los argumentos de
funciones sinusoidales (Figura 1). Por dltimo se considera la situacién en que se han
practicado orificios rectangulares en los sistemas estructurales mencionados habiéndose
determinado también los autovalores, en forma independiente, mediante el método de
elementos finitos (Figura 2).

* La referencia 1 describe en detalle aspectos histéricos de método y contiene un listado exhaustivo de la
bibliografia existente.
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FORMULACION DE LA TEORIA PROPUESTA

En el caso de una placa delgada, de un material caracterizado por la ley de Hooke,
y que ejecuta oscilaciones de pequena amplitud W vibrando en uno de sus modos
normales, el problema queda definido por minimizacién de la conocida funcional

B2W  2W oW aw (2w )\’
2//{(8302 y2> —2(1—M)|:(')x2 oy? _<8x8y) }} (1)

dzdy — %@wQ//WQda:dy

La funcién W (z,y) debe satisfacer las condiciones prescriptas en el contorno. Si se
busca una solucién aproximada W, (z,y) es conveniente expresarla en la forma

N 4
W=W,= A;f;(z,y) (2)
i=1
donde cada funcién coordenada f; (z,y) satisface, al menos, las condiciones esenciales
de borde. La metodologia de Rayleigh-Ritz requiere

oJ
0A;

y en definitiva resultard un determinante ecuacién en los autovalores.
En el caso de los elementos estructurales mostrados en la Figura 1, donde se tiene un

borde libre, satisfacer las condiciones naturales en = a se torna una tarea complicada
ya que se deberian construir funciones coordenadas que satisfagan

(W)=0;5=1,2..N (3)

o°w o°w
(e +1  bme =0 @

PW PW
[W +(2 - p) W} lz=a =0 (4b)

Un criterio utilizado frecuentemente en la literatura ha sido el de construir funciones
coordenadas en base a la condicién aproximada

Pw PwW
8:132 ’ac a = W|z a

El enfoque, sumamente sencillo, desarrollado en® ha sido tomar como “funcién
base”, en la direccién z, y cuando x = ( estd simplemente apoyado

=0 (5)

senﬂ; y>1 (6)
Y16
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Obviamente, el pardmetro 7, serd ahora el pardmetro de optimizacién de Rayleigh
(contenido ahora en el argumento de una funcién trigonométrica). Al obtener el

coeficiente de frecuencia fundamental © = 4/ %”waQ mediante el planteo clasico del
método de Rayleigh-Ritz, resulta

Q=01 (1) (")
dado que £2; es una cota superior se requerira
d
— =0 8
i (8)

lo cual permitird optimizar el autovalor buscado.

El procedimiento podrd ser planteado en términos de una expresién similar a la
(2), donde cada funcién coordenada contendrd un y; y en definitiva la optimizacién de
Q; logrard mediante la condicién

bl =0; 7=12.N (9)
d’yj
Por supuesto, autovalores de orden superior también pueden ser optimizados®. Los
casos en que la rigidez flexional D es variable o que el material de la placa es ortétropo
no ofrecen dificultad conceptual.
A titulo de experimentacién numérica en el presente trabajo se utilizaron
- Figura la

Y o TT
W, =sen—= ) A,sen*— (10)
a b ]2::1 J ,.y]a
- Figura 1b
a—sen—ZA sen? .~ (11)
7ia

Es féacil verificar que cada funcién coordenada satisface idénticamente las
condiciones esenciales de borde. También es posible, y en algunos casos conveniente,
utilizar otro tipo de funciones (por ejemplo polinémicas) para representar la variacién
del modo de vibracién en la direccién y.

Por tltimo se consideré el caso en que la placa posee una perforacién rectangular
(a1 x b1), tal que & = %l habiéndose utilizado la expresién (Figura 2)

2 3 4\ 3
_ 1Y Y Y 27X
Wa = (b—2 - 2b_3 + -bz) j:E 1Ajsen :y;z (12)
para el caso en que la placa posee tres bordes empotrados y uno libre. Se obtuvo

una solucién independiente mediante el método de elementos finitos mostrandose una
razonable concordancia.
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RESULTADOS NUMERICOS

La Tabla I contiene valores de §2; para el caso de la placa o losa rec-tangular
mostrada en la Figura la. Se observa una buena convergencia en los valores de
a medida que el nimero de términos N es incrementado. Las diferencias con los
valores determinados por A.W. Leissa®, quien los obtuvo de un determinante-ecuacién
de 36 x 36, son del orden del 0.1 % para N = 3.

O = \/@wl - a?
a
5 3 L 2 2
Z 2 1 3 5
Leissa [4] 63,6800 24,6942 12,6874 | 7,4767 | 4,9004
N=1 63,8888 25,4705 | 13,1999 { 7,7917 | 5,0708
Mm=260 | 279 2,97 3,17 3,30
63,9115 24,7847 12,7341 7,5018 4.9131
N=2 m=9 3,93 3,37 3.7 3,31
=101 | 1,01 1,01 1,01 1,01
63,7608 | 24,7132 | 12,6977 | 74819 | 49031
N=3 7 = 50 50 4,27 3,52 3,57
ye = 1,01 1,10 1,08 1,05 1,09
v3=0,50 | 0,54 0,54 0,54 0,55

Tabla 1. Valores de €11 en el caso del sistema mostrado en la Figura 1a

¥ ¥
b Y
Z
Borde Borde Borde
Empotrado Libre Libre
Z 7
) : 7 x
a Z 77 a

Bordes Simplemente

Apoyados Bordes Empotrados

(a) (b)

Figura 1. Placas o losas rectangulares con un borde libre

En el caso del sistema de la Figura 1b se observa en la Tabla IT una diferencia mayor
con los valores de*, si bien la convergencia de la técnica propuesta es razonablemente
adecuada. Las maximas diferencias con los valores determinados en* son del orden del

2 %.
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Ql = w%’)—hwl-aQ
a

b
3 5 1 : :
Leissa [4] | 141,106 | 51,7837 | 24,0200 | 11,8804 | 6,02496
N=1 144,322 | 53,2220 | 24,8482 | 12,3917 | 6,3207
Mm=252 | 272 2,91 3,11 3,26
143,6090 | 52,7417 | 24,4920 | 12,1351 | 6,1567
N=2 yp = 20 30 3,9 3.75 3.52
v =104 | 1,10 1,04 1,09 1,09
143,598 | 52,7214 | 24,4638 | 12,1107 | 61476
N=3 ~y1 = 40 30 3,9 3,75 3,60
yp=1,00 | 1,10 1,04 1,09 1,09
v3=0,50 | 0,52 0,52 0,53 0,55

Tabla II. Valores de §2; en el caso del sistema mostrado en la Figura 1b

La Tabla III muestra valores de £2; en el caso en que la placa posee una perforacién
rectangular de dimensiones (a; X b1 ) cuyo centro estd ubicado sobre y = % Se consideran
tres posiciones del orificio, tal como se senala en la Figura 2. La Tabla IIT contiene
también los valores de 2; obtenidos mediante un algoritmo sumamente preciso de
elementos finitos®. Si bien la maxima diferencia es del orden del 6 % (§ = %; L =10.30)
puede concluirse que la concordancia entre ambos conjuntos de autovalores es buena,
sobre todo teniendo en cuenta la simplicidad del enfoque analitico por un lado y el
hecho de que el numero de grados de libertad del sistema vari6 entre 580 y 760 cuando
se utilizo el método de elementos finitos.

AR IS NS S B N o
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Figura 2. Placa rectangular empotrada en tres bordes y libre en el cuarto con orificio
rectangular
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Se observa también en la Tabla III el hecho de que en varios casos la frecuencia
fundamental aumenta cuando se ha practicado un orificio. Estas situaciones encuadran
dentro del fendmeno conocido como “rigidizacién dindmica”.

Una ventaja del criterio propuesto lo constituye el hecho de que puede
ser implementado facilmente en un lenguaje computacional orientado como
“Mathematica”®.

%z% % 1 % % Posic. Qal Met.
140,7004 | 51,5937 | 23,9218 | 11,8349 | 6,0108 0 | EF.
141,4770 | 51,8878 | 24,0588 | 11,8900 | 6,0386 R.R.
140,6765 | 51,5467 | 23,8451 | 11,7143 | 5,8141 | (1) | 0,1 | E.F.
142,4670 | 51,8655 | 24,0194 | 11,8327 | 5,9387 - R.R.
139,8492 | 51,4443 | 23,9053 | 11,8607 | 6,0303 | (2) | 0,1 | E.F.
142,1230 | 52,1126 | 24,1605 | 11,9505 | 6,0682 R.R.
136,3118 | 50,8957 | 23,8831 | 11,9894 | 6,2034 (3) 0,1 | E.F.
143,6280 | 52,8943 | 24,6045 | 12,2230 | 6,2562 R.R.
140,6495 | 51,4906 | 23,7464 | 11,5420 | 5,5029 | (1) |02 | E.F.
141,4860 | 51,8300 | 23,9331 | 11,6772 | 5,6636 R.R.
140,8686 | 51,7381 | 24,0462 | 11,9430 | 6,0043 | (2) |02 | E.F.
143,5350 | 52,7562 | 24,4654 | 12,1087 | 6,1338 R.R.
141,3625 | 52,3966 | 24,7670 | 12,6930 | 6,8043 | (3) |02 | E.F.
146,9630 | 55,0885 | 25,6169 | 13,0590 | 6,8164 R.R.
140,8332 | 51,4737 | 23,6367 | 11,3588 | 5,1942 | (1) | 0.3 | E.F.
141,7310 | 51,8724 | 23,8814 | 11,5253 | 5,3414 R.R.
143,0737 | 52,7335 | 24,4434 | 12,0203 | 5,7997 (2) 0,3 | E.F.
144,9730 | 53,7021 | 24,9601 | 12,3523 | 6,2365 R.R.
148,268 | 56,7560 | 27,3444 | 14,3137 | 7,0310 | (3) |03 | E.F.
150,0080 | 58,3510 | 28,5940 | 14,4560 | 8,0091 R.R.
141,2728 | 51,6509 | 23,5781 | 11,1473 | 4,8588 | (1) EF.
144,5357 | 53,7134 | 24,9080 | 12,0350 | 5,4594 (2) 04 | EF.
152,3855 | 61,4410 | 31,4778 | 17,2622 | 9,8261 (3) E.F.
141,7742 | 51,9370 | 23,6371 | 10,9838 | 4,5302 (1) E.F.
145,6150 | 54,3464 | 25,2488 | 12,0263 | 5,1193 (2) 0,5 | E.F.
157,0902 | 65,9426 | 36,3783 | 22,1260 | 12,9375 (3) E.F.

Tabla III. Valores de ; en el caso del sistema mostrado en la Figura 2:
placa rectangular con tres bordes empotrados y uno libre y un

orificio rectangular de igual relacién de lados (% = %‘) ubicado sobre

y = % para posiciones: borde izquierdo, centro y borde libre
NOTA: las posiciones (1), (2) y (3) estdn definidas en la Figura 2
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