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RESUMEN

En este trabajo presentamos un método directo para obtener la relacién entre la carga
critica, las coordenadas criticas y el pardmetro de imperfeccién. En la presente propuesta
suponemos las expansiones para la carga critica y las coordenadas correspondientes en términos
de potencias arbitrarias del pardmetro de imperfeccién. Luego aplicando el principio de menor
degeneracién, se determinan los exponentes y los coeficientes de las expansiones. La técnica
desarrollada corresponde a perturbaciones singulares e incluye un esquema para identificar los
exponentes posibles de las expansiones para estados criticos generales. En la teoria general de
estabilidad eldstica la clasificacién de estados criticos se obtiene a partir del estado critico y
de la trayectoria postcritica inicial. En este trabajo se demuestra que el mismo esquema de
clasificacién puede obtenerse a partir de investigar la sensibilidad del estado critico sin necesidad
de entrar en la trayectoria postcritica.

SENSIBILITY OF CRITICAL STATES IN STRUCUTRAL INSTABILITY
VIA SINGULAR PERTURBATIONS

SUMMARY

In this work, we describe a direct procedure for obtaining the relationships between the
critical loads, the critical coordinates, and the amplitude of the imperfection. In the present
approach we assume the expansions for the critical loads and correspon ding coordinates in terms
of arbitrary powers of the imperfections parameter. Then by the principle of least degeneracy,
we determine the exponents and the coefficients of the expansions. The technique developed
in this work employs singular perturbations and includes a methodology to identify the set of
exponents for general cases of critical states. The classification of critical states in the general
theory of elastic stability is obtained from the critical and the initial post-critical states. We
show that the some type of classification can be obtained from a detailed investigation of the
sensitivity of the critical states, without making use of the post-critical path.
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INTRODUCCION

La teoria general de estabilidad para sistemas estructurales fue formulada
originalmente por Koiter ! para sistemas continuos y posteriormente extendida para
sistemas discretos por varios autores. Una revisién de la teoria desarrollada se encuentra
en los libros?3456, En el anjlisis de estabilidad de un sistema, la sensibilidad de los
estados criticos respecto a imperfecciones estructurales reviste de gran importancia
debido a que una pequeinia imperfeccién puede ocasionar una disminucién dréstica de
la carga critica.

Para realizar el andlisis de sensibilidad, se introduce un nuevo pardmetro £ que
representa la amplitud de la imperfeccién con una distribucién espacial determinada
y se escribe la energia potencial total en términos de las coordenadas generalizadas,
el pardmetro de carga A y la imperfeccién €. Un punto critico estd determinado por
las ecuaciones de equilibrio y de estabilidad critica®>**® El andlisis de sensibilidad se
lleva a cabo perturbando las dos ecuaciones anteriores con el objeto de encontrar la
relacién entre la carga mixima y el pardmetro de imperfeccién denotada por AM (g).
En presencia de una bifurcacién, esta relacién tiene pendiente infinita en ¢ = 0 y
la expansién no puede llevarse a cabo mediante métodos de perturbacién regular.
Thompson y Hunt? resuelven este problema perturbando con respecto a otro parametro,
por ejemplo Q1 y una vez encontradas las series AM = AM(Q,), Q;-V[ = Q;VI (Q1) con
j > 1ye =c¢e (Q1), que resultan expansiones regulares, se invierte la dltima para
obtener @1 = @1(¢) y luego se reemplaza en las dos primeras. Las expansiones
resultantes quedan en términos de potencias fraccionarias de e. Este enfoque se
encuentra incorporado en las referencias que se citan arriba.

En el método directo para un grado de libertad” en el cual las relaciones AM () y
Q;VI (¢) se obtienen sin necesidad de expansiones intermedias. En esta tltima propuesta
los exponentes no pueden ser asumidos a priori y deben ser determinados como parte del
problema. La extensién de la metodologia’ a sistemas de multiples grados de libertad
no es un asunto trivial e involucra la sensibilidad de la trayectoria primaria del autovalor
y del autovector del problema. En este trabajo se presenta un nuevo esquema de an4lisis
que permite investigar la sensibilidad de estados singulares frente a un pardmetro. La
nueva formulacién emplea perturbaciones singulares a partir del estado critico, pero no
estd restringida al caso de bifurcaciones sino que permite contemplar casos generales
de estados criticos.

ENERGIA POTENCIAL

En la actualidad existen dos enfoques para evaluar trayectorias en problemas de
estabilidad estructural usando elementos finitos: en el primer enfoque se hace uso de
la teoria general de estabilidad estructural que emplea la energia potencial total y sus
derivadas para investigar la naturaleza de la estabilidad de un estado, identificacién
de estados criticos y evaluacién asintética de trayectorias emergentes®10, El segundo
enfoque es el de la mecdnica computacional, en el que el seguimiento de trayectorias
se lleva a cabo mediante técnicas de anélisis no lineal, tales como métodos de avance
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paso a paso o de continuacién'!12. El presente trabajo se enmarca dentro del primer
enfoque.

Consideremos un sistema discretizado representado por una funcidén de energia
potencial

donde Q; para i =1,...,n, representan las coordenadas generalizadas que describen el
comportamiento del sistema y A el pardmetro de carga. En particular, nos interesan
aquellos sistemas cuya funcién de energia potencial total sea lineal en el parametro de
carga; tal condicién nos permite escribir a V' de la siguiente manera

V(Qs A) = U(Q;) — AE(Q:)

donde U(Q;) representa la energia interna de deformacién y £(Q;) los desplazamientos
asociados a las cargas. Sobre estos sistemas estudiaremos la sensibilidad a dos tipos
de imperfecciones . La primera, en la cual se adiciona a la energia potencial total del
sistema perfecto un término de la forma

—eAB(Qs) (1)

con el nuevo pardmetro £ que puede considerarse como la magnitud de la imperfeccién.
Este caso se presenta, por ejemplo, cuando la imperfeccién corresponde a una carga
descentrada. El otro tipo de imperfeccién considerado es agregando el término

—eB(Q:) (2)

que se presenta cuando hay una imperfeccién geométrica o una deformacidén inicial
debido a la presencia de una pequena carga no colineal a la carga A.

El sistema imperfecto queda representado por una funcién de energia potencial
total

V =V(QuAe)

Denotamos con V(Q;, A, 0) la energia potencial correspondiente al sistema perfecto.
Para realizar el analisis aproximamos convenientemente la energia potencial del sistema
V por una serie de Taylor alrededor de un punto de equilibrio estable e

N . 1. 1 1.
V(Qsi, Me) = Vo + ViQs + EVijQin + g,‘%’ijinQk + ZﬁVijleinQle +... (3)

donde, debido a los sistemas considerados, los coeficientes V;; = @%ﬂe son funciones
1
a lo més lineales de los pardmetros de carga A y de imperfeccién e.
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SENSIBILIDAD EN TERMINOS DE PERTURBACIONES
SINGULARES

A partir de la teoria general de estabilidad eldstica, planteamos la condicién de
equilibrio

V=0 (4)

donde los subindices denotan derivadas parciales respecto a las coordenadas
generalizadas Q; parai=1,...,n.

La condicién de punto critico distinto estd caracterizada por la existencia de una
unica direccién critica asociada a la nulidad de un unico coeficiente de estabilidad. Es
decir, un punto critico ¢ = (gs¢, A¢) satisface

Vijzje =0 (5)

donde z ;. es la direccién critica y V;; es la matriz de rigidez tangente de caracteristicas
simétricas. Esta ultima ecuacién puede verse como un problema de valores propios en
términos del autovalor X, y el vector propio zjec.

A partir de las ecuaciones (4)-(5) tomando ¢ = 0 determinamos los valores criticos
del sistema perfecto A, y ¢ junto con la direccién critica denotada por z;. que
normalizamos de manera tal que zi, = 1.

Supongamos que a lo largo de una trayectoria primaria o fundamental, que satisface
la ecuacién (4), se ha identificado el estado critico A, gic ¥ Tic con ¢ = 0. Si se
introduce en el sistema un valor € # 0, tanto la trayectoria primaria como el estado
critico habran cambiado, e inclusive la propia naturaleza del estado critico (no sélo su
valor numérico) pueden modificarse. En el enfoque de la mecdnica computacional se
procederia a efectuar nuevos cémputos de las trayectorias para cada nuevo valor de «.
Sobre cada trayectoria de equilibrio no lineal con £ # 0 serd posible identificar un nuevo
estado critico, que llamaremos AM, é” , v X JM .

Pero la informacién mas importante del sistema no estd dada por el conjunto de las
trayectorias no lineales, sino por el conjunto de estados criticos que el sistema, tiene en
funcién del nuevo pardmetro de control . Para determinar las relaciones entre la carga
méxima y el pardmetro de imperfeccién, denotada por AM(¢), y entre las coordenadas
correspondientes y la imperfeccién que representamos por Q;VI (e), supondremos que
tales relaciones admiten los siguientes desarrollos

AM = X 4 A
QM = gje + gjne™ (6)
XJM = Tjc+ .Tj1€71
con los exponentes ay, B, 1 racionales positivos y los coeficientes A1, g1 y zj1
reales para j = 1,...,n. En esta formulacién los coeficientes de los desarrollos no

representan necesariamente derivadas de V' como en los desarrollos empleados para
casos de perturbacién regular.
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CRITERIOS DE BUSQUEDA DE LOS EXPONENTES DE LAS SERIES

Considerando ¢ distinto de cero, introducimos los desarrollos (6) en la ecuacién
de equilibrio (4) y luego de reagrupar por potencias de ¢ obtenemos la ecuacién de
equilibrio perturbada

1
V;c chl + )\1VIC o4 quﬂs + )\1V q116a1+ﬂl + aVékqﬂqklswl
=0
a1+361

1 1 1
+ _|)\1VZ7'CICQjIQk15a1+2ﬂ1 + g;ViﬁkLQﬂC]m%&gﬁl + 3|)‘1V]leJ1Qk1Ql15

1 .
+ Vigne™™ + 2,Vz§kq]'1q/c161+2ﬁl + V 01 qk1qine TP+ A Vet

) 1 .
+ MViggne T+ o i'jcchg'lqm&l“‘lml + ,>\1V1k1%1%1qz161+°‘1+3ﬂ1 =0

(7)
donde ( ) = 9( )/OA, () = 9( )/oe , ()l = 9( )/0eOA y ( )¢ denota

evaluacién en el punto critico ¢ = (gijc, A¢,0). Observamos que el primer término es
nulo debido a que corresponde a la ecuacién de equilibrio del sistema perfecto evaluada
en el punto critico ¢. La ecuacién de equilibrio (7) corresponde a una imperfeccion del
tipo carga descentrada, como la que se mostré en la ecuacién (1), en la cual el pardmetro
de imperfeccién ¢ aparece multiplicando al parametro de carga A. Sin embargo, esta
ecuacién también nos permite formular el andlisis para el segundo tipo de imperfeccidn,
mostrado en la ecuacién (2), ya que la unica diferencia es que en este ultimo caso, los
términos que involucren derivadas de V' con respecto a la carga A y al pardmetro de

3!

imperfeccién ¢ denotados por ( )l seran nulos.

En el andlisis de sensibilidad, los exponentes de primer orden en los desarrollos (6),
juegan un papel preponderante, ya que estos reflejan el grado de perceptibilidad del
sistema frente a una imperfecciéon. Cuando un solo exponente es requerido, se puede
aplicar alguna técnica de busqueda'. Sin embargo, en el presente trabajo tenemos que
encontrar tres exponentes incégnitas, lo que requiere de técnicas mas complejas.

Con el objeto de determinar los posibles exponentes «;, (1, ¥ 71 que nos
permitan obtener los coeficientes A, g;1 y zj1 correspondientes a los desarrollos (6),
consideraremos un potencial aproximado por una serie de Taylor de cuarto orden y
supondremos que todos los términos de la ecuacién de equilibrio (7) son distintos de
cero. Por lo tanto, el conjunto de exponentes presentes en la ecuacién (7) es

{01;/31;041 + B1;261; 01 + 2615361501 + 361 11 + a5 1 +,31;} (8)
1+051+,31;1+2,81;1+Od1+2ﬁ1;1+3,31;1+061+3,31;

A partir del teorema fundamental de la teoria de perturbacién'*, la presencia del
tinico término constante V° considerado distinto de cero, asociado a €' condiciona la
eleccién de los exponentes a; y B1 de manera tal que al menos dos términos resulten
asociados al exponente 1 si pretendemos que la ecuacién se satisfaga con un error
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menor que O(e!) para e suficientemente pequefio. Sin embargo, si consideramos
el caso oy = P1 = 1/4, observamos que los términos asociados al exponente 1
resultan E%Al‘/ig-cqujlqqull y V¢ que estdn asociados a los exponentes a1 + 381 y
1 respectivamente. Si bien hay dos términos asociados a €' no podremos resolver
la ecuacién de equilibrio (7) con un error menor que Of{e!) pues falta el término
correspondiente al exponente 403; que no aparece debido a que partimos de una
aproximacion que es de cuarto orden. Una manera de resolver este problema, reteniendo
unicamente los a; y £ correspondientes a sensibilidades para las cuales dispongamos
de la informacién necesaria a partir de un potencial de un orden determinado, es elegir
los exponentes que maximicen la cantidad de términos asociada al exponente 1.

Una manera de determinar los exponentes que satisfacen esta ultima condicidén
consiste en asociar a cada exponente del conjunto (8) con un plano definido paramétri-
camente y luego determinar los puntos (o, 31, 1) con a1 y B1 mayores que cero donde
se produzcan la mayor cantidad de intersecciones. Teniendo en cuenta que ¢ < 1
para el calculo de la sensibilidad de primer orden, podemos reducir el conjunto de
exponentes (8) desechando los términos cuyos exponentes sean mayores que 1 para
y (1 positivos. De esta manera obtenemos el conjunto reducido de exponentes

{1;01; 61501 + 513201500 + 2013361500 + 3P1 } 9)

con los consiguientes planos asociados a cada elemento del conjunto anterior

P = (a1;6501) = Py =(a1;81;51) P3 = (a1; 61500 + B)
Py = (a1; 61;261) Ps = (a1; 81301 + 261) Ps = (a1; 61;361)
P; = (a1;B1;01 + 361) Ps = (0u; 815 1) para a1y B1 >0

A partir del grafico representado en la Figura 1, haciendo un corte a la altura z = 1
observamos que la cantidad maxima de planos que se intersecan en un mismo punto es
de tres y corresponden a los siguientes valores de oy y 51

{0.(13).(:5). G:3) (33) (513} @

También se pueden obtener los exponentes a través de las curvas de nivel de la
funcién que asigna a cada par (a1, 1) la cantidad de planos del conjunto (9) que pasan
por el punto (aq,51,1) (Figura 1).

Para cada par (ai,(;) del conjunto (10) obtenido a partir de la ecuacién de
equilibrio, debemos determinar el exponente 7y; a través de la ecuacién de estabilidad.

A continuacién, introducimos los desarrollos (6) en la ecuacién (5) para obtener la
ecuacién de estabilidad perturbada
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VT tVizee! + MVifziee® + Viszjae™ + MVif 21 + Vi jeqrie™
W—’

=0

+ MV k“’]c%la ar+hr Ve k%l‘]klgﬂl—I—’h + NV kleqk16a1+ﬂ1+’h

2B1+71

1 1
+ —%f;;ch;c%mﬁ?ﬁl + 1>\1V},’ggﬂ?a»c(;ffclQ&nfio‘lMﬁl t3 V k1 T51961911€

2!

* )‘l‘/;yklmJl‘JkI‘Jllgal+2’31+71 + MVifzjee' T + Vz?:cnslﬂl (11)

1
+ )\1V'°:c 16 TN LV meqn e TP+ NV m e T

> 1
V 1481+ ’ I+ar+81+7 V 1428
+ sk Tj19k1€ T+ A i;;ngl%lg TR 4 21 iiktTicqk1911E !

1.
2

+ 5)\1‘/]/6136]1%161116 o1 +2h + o V CTilqriqne T
d + MV grane +a1+2ﬁl+” 0

donde el primer término es nulo pues corresponde a la ecuacién de estabilidad del
sistema perfecto evaluada en el punto critico.

2/3

o 1 73 12 23 1

oy

Figura 1. Grafico de los planos asociados a los exponentes y curvas de nivel de
la funcién que asigna a cada par {a;,0;) la cantidad de planos que se
intersecan en (a1, f1,1)

Los términos V $Ticy )\1V zjc asociados a las exponentes 1 y a1 condicionan la
eleccién de 7y, de forma tal, que al tomar el término principal, es decir, el asociado
al menor exponente, nos provea una ecuacion para z;. Por lo tanto, vy; deberd




474 E.G. BANCHIO Y L.A. GODOY

maximizar la cantidad de términos asociados al menor exponente entre 1 y a1. Para
cada par (a1, 1) del conjunto (10) obtenemos los valores de 7, con las correspondientes
cantidades de términos asociados que se muestran en la Tabla I.

o o v1 | Exponente | Cantidad de
términos

1 1 1 1 4

1 | 1/2 | 1/2 1 4

1 1/3 | 1/3 1 3
12 [1/2 | 1/2 1/2 3
1/311/3|1/3 1/3 3
2/311/3|1/3 2/3 3

Tabla I. Exponentes obtenidos a partir de la ecuacién de estabilidad

En la Tabla I observamos que para a1 = 1 la cantidad méxima de términos es 4
por lo tanto, el caso a; = 1,81 = 1 = 1/3 que tiene sélo tres debe ser descartado
pues el término correspondiente al exponente 331 no estd presente en la ecuacién de
estabilidad debido a que partimos de un potencial aproximado por una serie de Taylor
de cuarto orden. Por otro lado, para.a; menor que 1, el maximo es de tres términos
asociados a los respectivos exponentes. Luego, los casos de sensibilidad a analizar son
solamente los de la Tabla II.

ai B 2!
1 1 1
1 1/2 172
172 12 1/2
1/3 1/3 1/3
2/3 1/3 13

Tabla II. Exponentes correspondientes a las posibles sensibilidades determinadas a
partir del potencial de cuarto orden

CRITERIOS DE BUSQUEDA DE LOS COEFICIENTES DE LAS SERIES

Una vez que se han identificado los exponentes de las series, es necesario pasar a
los coeficientes de las mismas. Para ello usamos las ecuaciones de perturbacién de la
ecuacion de equilibrio y de estabilidad, pero esas no son suficientes para completar
nuestro andlisis. Es necesario agregar dos ecuaciones escalares més, que son las
ecuaciones de contraccién de equilibrio y contracciéon de estabilidad.
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Mediante el mecanismo de contraccién®, en el cual se multiplica la i-ésima ecuacién
por la i-ésima coordenada del vector correspondiente a la direccion critica x;c, a partir
de la ecuacién de equilibrio (7), obtenemos la ecuacién de equilibrio contraida

Vimice! + MV{Tice™ + Viiic gj167 + MV mieqje® to
\,_4
=0

1
+ o VikTictin g™ + ,/\1V feTicdjqr e T 4+ = Vz]klxz'CQﬂQIﬂQZlgSﬁl

1
+ g/\lV]uquﬂqmqus 1+3h 4 chwqﬂe 461 4 2'ijqu]1qk1€1+2ﬁ1 (12)

1.
+ 3 szklszqﬂQMQlle 801 L\ Vx4 >\1V mchjlgl+a1+,31

14+a1+361 — 0

1 2
'Alvjkflf'zc%lqkﬁ +o1+261 + ')\1V]kl$ch]1%1%15

2! 3!

donde el término correspondiente a €' es nulo por la condicién de estabilidad
critica del sistema perfecto. Andlogamente, con el mismo procedimiento a partir de la
ecuacién de estabilidad (11) obtenemos la ecuacién de estabilidad contraida

Ve :chx]ce + M VifTictjee® + Vizic 2j1€™ + MV Ticxj6M TN
\,_/
=0
+ ijxzcxjcmclg + )\lvjkxzcmjcmclg arth + V 1k LicTj19k1E
201

B+

1
T ijlxzchCQMQHf‘:

+ Alvjkxzcleqklgal-l—ﬁl-l—’h + = 5

1 1
+ 5>\1V;'szfﬂicch%1Qz1€al+2ﬂl + 2,‘/;gkzxicleqqul1€2ﬁl+7l

1 '
2 ! 1+ 1+
+ 2_)\1Vijcklxicxj1QI61QZ15 1+2614+m + )\lvcxzcxjcg to + chzcl’]le m
+
+ >\1V TicZj1€ l+ertm + ijxzcxjcqmg I+h + Al‘/;]kxzcmjc(ﬂclg

1+oa1+b+m

1+a1+61

1+
+ Vijkxicmjlqmg Pram >\1V¢jk$ic$j1Qk16

1. 1
+ —2_'Vﬁglclﬂvicﬂﬂjcqlclqu614“2'31 + EAIVJkleCxJIQkIQUc”HO”Hﬁl

1. 1
2 1 2
+ 57‘/;};klxicijQk1ql15 +201+m + AlV]kla:wa:ﬂqqulls tar+281+m 0

Notemos que tanto la ecuacién de equilibrio contraida como la de estabilidad
contraida son ecuaciones escalares.

A continuacién, trabajando con las ecuaciones de equilibrio (7), de estabilidad (11),
equilibrio contraida (12) y estabilidad contraida (13) obtendremos los coeficientes para
cada uno de los casos expuestos en la Tabla II.
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CARACTERIZACION DE ESTADOS CRITICOS
EN BASE A SU SENSIBILIDAD

Procedemos a investigar las posible expansiones singulares a partir de un estado
critico. Como hay varios conjuntos de exponentes a ser investigados, los trataremos a
cada uno por separado.

Caso I: a1 =1,0i=1yym =1

Ecuacién de equilibrio

Reemplazando a; = 81 = 1 en la ecuacién de equilibrio (7) y reagrupando por
potencias de ¢, obtenemos la siguiente expresién

[Vic + MV + V2§'Qﬂ] e+ {MVZC + M Vifgin + %V}?Mmqm + Vi(j‘qjl] e+ 0(%) =0
El término principal da lugar a una ecuacién para g;;
Van = — (V6 + 34
Esta tltima ecuacién nos permite escribir a ¢;; de la siguiente manera
g1 = k1Tjc + Y1 (14)
donde y;; es solucién del sistema

Visyin = — (Vzc + >\1Vilc) con y11 =0 (15)

Ecuacién de estabilidad

En la ecuacién de estabilidad (11), introducimos los exponentes a; = 8, =1 = 1.
Luego de reagrupar por potencias de € obtenemos la siguiente expresién

[V;;:Bjc + )\1Vl~ljcch + Vi?“”jl + Vi;lcxjc%l] €+ 0(62) =0
Tomando el término principal escribimos la siguiente ecuacién para z;;.
Viﬁl‘jl = — (Vzngc + )\1VZ~]~C.’1)J'C + Vi;’kx]’cqm) (16)

con z1; = 0, pues normalizamos z;. de manera tal que z1, = 1.
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Ecuaciéon de equilibrio contraida

La ecuacién de equilibrio contraida (12) para a1 = §; = 1 da lugar a la siguiente
ecuacién

‘./;CIL‘T'C + )\1Vilc.'17ic + V 7Licqj1| € + 0(52) =
W—’

=0
La ecuacién resultante de tomar el término principal es
Vicxic + A V;'czic =0 (17)

que nos permite obtener A; distinto de cero siempre que

Vi #0 (18)
Vi #0 (19)

Con estas condiciones, si A; satisface (17) entonces la ecuacién (15) tiene solucién,
pues el miembro derecho resulta ortogonal a z;.

Ecuacidén de estabilidad contraida

La ecuacién de estabilidad contraida (13) para los exponentes considerados da lugar
a la ecuacién

V i LicTjc + )\IV TicTjc + V §Tic Tj1 T Vggkxzcxjcqm e+0(e ) 0
W—J

=0

Reteniendo el término principal y reemplazando g;1 por la ecuacién (14) obtenemos la
siguiente ecuacidén escalar

Vitictjc + MVifTictic + k1 VirTicTjere + ViipTicTichkr = 0 (20)
Para obtener k; distinto de cero a partir de esta ultima ecuacidén necesitamos
VikTicTjce 7 0 (21)
junto con la condicién
Viéziezje + )\1V TicZje + VikTicTicyer # 0 (22)

Entonces, calculando A; a partir de (17) nos permite obtener y;; resolviendo (15).
Luego, por medio de (20) calculamos k;. Finalmente, obtenemos ¢;; a partir de (14) y

—
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zj1 resolviendo (16). Como y;1, A1 y k1 satisfacen (20), la ecuacién (16) tiene solucién.
Las condiciones (18)-(21) corresponden a la caracterizacién de un punto limite*® y la
condicién (22) garantiza g;; distinto de cero.

Caso II: o] = 1/2, ﬁl = 1/2 vy = 1/2

Ecuacién de equilibrio

Reemplazando a7 = 81 = 1/2 en la ecuacién de equilibrio (7) y luego de reagrupar
por potencias de € obtenemos la siguiente ecuacién

1 . 1 3
[,\11/1"3 + V;§qj1] €2 + [Vf + MV + 5 Vijeangm | e+ 02) =0 (23)
A partir del término principal, resulta la ecuacién

Vijain = —MVi©

Esta ecuacién nos permite escribir a g;; como
gj1 = k1%jc + A1y (24)
donde y;1 es solucién de
Visyin = ~V;®  con y11 =0 (25)

y zjc es la direccién critica. Como V5 tiene rango (n — 1), para poder resolver la
2 . . ! .
ecuacién anterior necesitamos que V¢ sea ortogonal a z;.. Es decir

Vilcxic =90 (26)
Ecuacién de estabilidad
La ecuacién de estabilidad (11) para los valores de a; = ) =1 = 1/2 resulta
[MVifmie + Viges + Vigiasegn| % +0(e) = 0 (27)
El término principal da lugar a una ecuacién para x;;

Vé:@l = — ()xlviljc.’L'jc + Véka:jchl) con z11 =0 (28)
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Ecuacién de equilibrio contraida

Introducimos los exponentes a; y (i considerados en la ecuacién de equilibrio
contraida (12) y agrupamos por potencias de ¢ para obtener la siguiente expresién

1 3
M Vi + Vizic g €7 4 |VEmi + MViFzica + 5 VieTicgiige | €+ O(e?) =0
N —~ \,_/ 2

donde el primer término es nulo por la consideracién (26) y por la ecuacién de
estabilidad critica del sistema perfecto. Por lo tanto el término principal de la ecuacién
de equilibrio contraida es el asociado a €' y da lugar a la ecuacién escalar

Vizie + MV i + 5 Vzﬂgxic‘}jl(}icl =0 (29)

Reemplazando g;; por (24) en la ecuacién anterior obtenemos
‘re c ¢ k
Vi Tie + k1A (Vz TicTjc t+ V;jkxicxjcykl) + V jkLicLjcTke

+ )\2 (V ZTicyj1 + 5 mgkzwyﬂykl) =0

Ecuacidn de estabilidad contraida

La ecuacién de estabilidad contraida (13) considerando a1, 81 y 711, resulta

[AlV TicZjc + Vi kxwxjcqm] €2 +0(e)=0

cuyo término principal genera la siguiente ecuacién

}\IV ZicTjc + ‘/z‘;‘kzicijle =0

si esta ecuacion se satisface, significa que el miembro derecho de (28) es ortogonal a la
direccién critica z;, por lo tanto permitird resolver (28) para z;. Reemplazando g;1
por (24) en la ecuacién anterior tenemos

M (Vifwicnse + Vigaicticum ) + k1 VirTieTjetee = 0 (31)

Para obtener k; y A; distintos de cero a partir de las ecuaciones (30) y (31)
necesitamos

Viga’cxicxjcxkc #0 (33)
Vi’fwwwﬂ + V;?ka:icchykl ;ﬁ 0 (34)
‘/;;pxicyjl + V}fszzcyglykl #0 (35)

2
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Entonces, a partir de (30) y (31) se obtienen &1 y A;. A continuacién, junto con y;;
obtenido en (25), calculamos g;; por medio de {24) y por ultimo, resolvemos (28) para
z;1. Las condiciones (26), (32) y (33) caracterizan al punto critico como de bifurcacién
asimétrica®® y las condiciones (34) y (35) aseguran que los coeficientes de primer orden
de los desarrollos sean distintos de cero. Podemos observar que en el caso que V{C =0
las ultimas dos condiciones se reducen a Vi'jcxicxjc # 0. '

Caso III: a1 =2/3,51=1/3ymn=1/3
Ecuacién de equilibrio

Reemplazando a1 = 2/3 y 81 = 1/3 en la ecuacién de equilibrio (7) y luego de
reagrupar por potencias de € obtenemos la siguiente expresién

1 1 , 2
[Vij'QjI] £3 + [/\1Vilc + gvzékz%‘l%l €3 +0(e) =0 (36)
Reteniendo el término principal obtenemos la ecuacién
Viiain =0 (37)
que nos permite expresar a gj; como
g51 = k1Tjc (38)

con z;. la direccién critica.

S

Ecuacion de estabilidad

La ecuacién de estabilidad (5) para los valores de oy = 2/3, f1 = y1 = 1/3 resulta

e 1 X 2
[Vizj1 + Viuajom | 3 + [Al‘é?xjc + Vikmnai + 5 Viju®jegriqn | €% + O(e) =0

Tomando el término principal, obtenemos la siguiente ecuacién para z;1

C 4 —
Vi5zi1 = —ViirZiedn con z11 =0

Reemplazando ¢;; por (38) y teniendo en cuenta que k; debe ser distinto de cero,
tomamos zj1 = £-Z;1 ¥ escribimos la ecuacién anterior de la siguiente manera

V£~23'1 = —ngx}‘cxkc con 21 = 0 (39)

que nos permite calcular z;; siempre que el miembro derecho sea ortogonal a la direccién
critica z;.. Por lo tanto necesitamos

ViikTicTieTue = 0 (40)

y la expresién para z;1 queda

fL’jl = fclz]~1 (41)
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Ecuacién de equilibrio contraida

Introducimos a3 y () en la ecuacién de equilibrio contraida (12) y reemplazando
gj1 por (38)

2

1 k 2

¢ L ! 1 2

k:l V;jxic Tjc €3 + )\1 VZ-C«Tic +—-'— Vigka:icchxkc E£3
=0 =0 =0 (42)

Vc k. Ve k% c 1) iy _
+ | Vi ®ic + Ak Vi TicTjec + gvijklxicchxkcxlc e+0(e3) =0
donde el primer término es nulo por la ecuacién de estabilidad critica del sistema
perfecto. Analizando el término siguiente, teniendo en cuenta la condicién (40) resulta
una ecuacién en la cual considerando A; distinto de cero, necesitamos

‘/;chic - O (43)

de lo contrario obtendriamos una ecuacién inconsistente. Luego, el término principal
de la ecuacién de equilibrio contraida resulta el asociado al exponente 1.

En este caso, la ecuacién obtenida resulta incompleta si no consideramos los aportes
de segundo orden debido a que Ay y gjo estardn asociado a las potencias 1 y 2/3
respectivamente. Sin embargo, podemos resolver este problema escribiendo el aporte
de segundo orden en términos de los coeficientes de primer orden resultando el término
de la forma ‘

VijkTicYj1qr (44)
con y;1 es solucién del sistema
1
Viiyin = =V - §Vi§kqj1qm con y;; =0 (45)
Esto nos permite escribir a y;1 como
yi1 = Muj1 + kv (46)
donde u;1 y vj1 satisfacen
Viuj = =V/° con uj; =0
1
Vj?"Ujl = —§W§kxjc.’1:kc con v = 0

La justificacién del término (44) estd desarrollada en el apéndice. Reemplazando
g;1 por (38) y y;1 por (45) en la ecuacién obtenida a partir del término principal de
(42) més el término (44) nos da la siguiente ecuacién

1 .
k:l; (gm(}klmicx]’cxkcmlc + Vigkxicvjlxkc> +A1ky (Vilfxicxjc + V;;‘kxicujlxkc) + Vz'cxic =0
| (47)
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Ecuacién de estabilidad contraida

En la ecuacién de estabilidad contraida reemplazando g;1 por (38), resulta

1% $Tic Tj1 + k1 Vm:cwxgcxkc ed + [)qV TieTje + klnjkxgcxglxkc
\_w

2

ly/c
+ = Vi5aiTicT e Thelic

51 es + Ofe) =0

donde el primer término es nulo por la ecuacién de estabilidad critica del sistema
perfecto y la condicién (40). Entonces, tomamos el término siguiente al cual le
agregamos el término correspondiente a los aportes de segundo orden (ver apéndice)

(4
ViikTicTjcYk1

con ¥, definido en (45) resulta la siguiente ecuacién

2

1
—V;?kg&'}écxjcxgcxlc + Vi kLicljcykl = 0 (49)

2

Reemplazando y;1 por (46) despejamos A

1
k% (Vi;kmiczjlxkc + gvi(j;‘klxicxjcxkcmlc + Vi szczchId) (50)
+ XA (Vz‘;‘cziczgc + Vi ;gzzcxgc%kl) =0

Para obtener k1 y A; a partir de (47) y (50) es necesario satisfacer las condiciones

Vizie 20 (51)
3V kTLic?51Tke + szklxzcx]cxkcxlc #0 (52)
V’ TicLje + Y/;};cxwxycugl ;é 0 (53)
1
VikZicZj1 Te + éj%?ggxicxjcxkcﬂfzc + VixTicTjcvir # 0 (54)

finalmente g;1 de (38) y z;; por medio de (41). Las condiciones (40), (43) y (51)
caracterizan a una bifurcacién simétrica®® y las condiciones (52)-(54) son necesarias
para que los coeficientes A; y g;1 sean distintos de cero. Si bien las derivadas
terceras pueden ser distintas de cero, frecuentemente debido a simetrias del sistema, las
derivadas terceras resultan idénticamente nulas y en estos casos los términos agregados
provenientes de las ecuaciones de segundo orden son nulos y las dltimas tres condiciones
se reducen a V¢ CkiTicTjcTheTle # 0.
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Los restantes casos se analizan en forma similar resultando el caso a; = 1,
B1 = 71 = 1/2 correspondiente a un punto limite y el &y = f; =y, = 1/3 a un punto
de trifurcacién. Finalmente, habiendo determinado las condiciones para cada uno de
los casos; debido a propiedades particulares del potencial, las condiciones necesarias de
los casos analizados se simplifican considerablemente. En la Tabla III presentamos un
resumen que si bien no incluye todos los casos, permite determinar los més frecuentes.

Punto Punto Punto Bif. Bif. Trif.
critico limite limite asim. sim.

ag 1 1 1/2 2/3 1/3
5 1 1/2 1/2 1/3 1/3
0| 1 1/2 1/2 1/3 1/3
Ve 70 | _#0 | #0 | #0 | #0

‘/i/cx'ic # O # 0 e = =
Vijcxicxjc 7é 0 75 0 # 0 7é 0 =0
Viﬁkxicw]’cxkc #0 =0 #0 = =0
Viljckxicchxkc #0
V;'?klxicxjcxkcmlc #0 # 0 # 0

Tabla. 111
CONCLUSIONES

En este trabajo se presenta un método de célculo para evaluar la sensibilidad de
problemas de ingenieria caracterizados por problemas de valores propios. En particular,
se han estudiado problemas de estabilidad estructural, donde el problema de valores
propios representa un estado critico de la estructura, en el que su estabilidad cambia.
La sensibilidad se ha investigado con respecto a un segundo pardmetro de control €
(tipicamente una imperfeccién) lo que en términos generales conduce a un problema
singular para ¢ = 0. En método propuesto emplea una técnica de perturbaciones
singulares; esta es una técnica analitica aproximada en la que las variables que definen
el estado critico se expanden en funcién de una serie de & con exponentes fraccionarios
inicialmente desconocidos.

El aspecto central discutido en este trabajo es la obtencién de los exponentes de las
series, que inicialmente son desconocidos. Una posibilidad serfa barrer numéricamente
todas las posibilidades y emplear un procedimiento de prueba y error para identificar
aquellos que producen la solucién menos degenerada’. Este procedimiento resultaria
extremadamente costoso en sistemas de multiples grados de libertad.

En lugar de ello, se ha identificado el conjunto de exponentes posibles para un
potencial del cuarto orden. Finalmente, se han representado esas posibilidades en un
espacio dado por los exponentes, que generan planos. Las intersecciones de esos planos
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marcan valores de los exponentes que generan ecuaciones con dos o més términos en el
esquema de perturbaciones.

Los exponentes de las expansiones de sensibilidad que se determinan por esta via
son mucho mds que un simple esquema de cdlculo. En este trabajo, se muestra que a
partir del empleo de esos exponentes y de la subsiguiente evaluacién de coeficientes de la
serie es posible obtener una clasificacién de estados criticos a partir de su sensibilidad.
Esta clasificacién contiene los, estados que se identifican tradicionalmente en la teoria
de estabilidad eldstica (puntos limites y bifurcaciones) e incluye ademés trifurcaciones.
La clasificacién coincide también con la que genera la teoria de catastrofes'®.

La metodologia propuesta se ha limitado a sensibilidad de primer orden, y en este
sentido es consistente con la teoria de catéstrofes. Es posible extender el célculo para
encontrar sensibilidades de orden superior para cada tipo de estado critico que se ha
discutido, pero eso escapa los limites de esta presentacién. Tampoco se han considerado
estados criticos coincidentes, en los cuales se produce interaccién de modos de pandeo.

El esquema de célculo de sensibilidad y las clasificaciones que se derivan de ella se
han presentado en contexto de estabilidad de estructuras pero pueden ser de interés en
otras dreas de la mecanica aplicada.

APENDICE

Agregando un término a los desarrollos (6) con ay =1, 2 =2/3y v1 = 2/3 a
partir de la ecuacién de equilibrio obtenemos

1
Viia2 = — (MV{'C + 5%&%1%1)
que nos permite escribir a gj2 como
gj2 = kaZjc + yj1 (55)
donde y;1 es solucion de
(4 Ic ]' C
Vigyin = = ( MVE® + 5 Vigedingm con y11 =0 (56)

A partir de la ecuacién de equilibrio contraida

1 2 . 1
§Vi§kxicqy‘1(ﬂc1 + ViiTicqja| €3 + [foic + 5%?;9;%:%1%1(111
g Se—~— :

MV +

4
+ MV Fzieg + MoV zie + %2’%%&3‘2%1] e+ 0(e3) =0

se tiene que el término asociado a % es nulo por las condiciones (40)-(43) y la
ecuacién de estabilidad critica del sistema perfecto. Analizando el término asociado
a €' reemplazando g;1 por (38) y g;2 por (55) obtenemos la siguiente expresién



SENSIBILIDAD DE ESTADOS CRITICOS EN INESTABILIDAD ESTRUCTURAL 485

. k3
c U 1
Vifzic + Alklvgfxicxjc + "gi‘vﬁklxicxjcxkc-ﬂc + klv;;‘kxicyjlxkc
1
+ k1ko I/;Ekmicchmkc +A2 V} ¢2ie =0
e — S——

donde los dos tltimos términos son nulos por las condiciones (40) y (43). Por lo tanto,
si comparamos la, ecuacién anterior con la obtenida a partir del término asociado a €'
en la ecuacién de equilibrio contraida de primer orden (42) vemos que el tnico aporte
es ky sz TicYj1Zkc que fue el término considerado en (44) y que dio lugar a la ecuacién
47).

Por otro lado, al plantear la ecuacién de estabilidad contraida obtenemos

1
1] C
MVij TieTje + VipTicTi1qer + §W§klwic$jCQk1Qz1 + Vi5kTicTjcqr2

+ ViiTic Tj2 es + O(el) =0
e .

donde, reemplazando g;2 por (55) y comparando con la ecuacién obtenida a partir de la
ecuacion de estabilidad contraida de primer orden (48) observamos que el inico término
que se agrega es sz «LicTjcyk1 que fue el que se incorpord para obtener la ecuacién (50).
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