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RESUMEN

En este trabajo se presenta un anilisis tedrico de la dindmica de un sistema rotor—descansos
con una grieta transversal en su eje. Con el objeto de poder utilizar programas estandares de
elementos finitos se deduce utilizando los principios de la mecanica de fractura, la matriz de
rigidez para un elemento de eje con una grieta transversal que se abre y cierra. Los cambios de
rigidez generados por el respiro de la grieta son expresados a través de una funcién arménica.
Se analiza la influencia de la grieta en las vibraciones transversales y longitudinales de un rotor
sencillo perfectamente balanceado. Los resultados obtenidos son comparados con resultados de
trabajos tedricos y experimentales publicados anteriormente. Se muestra cdmo las componentes
espectrales de los desplazamientos vibratorios 1 2, 2 Q y 3 Q varian con la velocidad del rotor.
Esto es un buen indicador a usar para diagnosticar un eje agrietado en los sistemas de monitoreo
de vibraciones.

SUMMARY

A theoretical analysis of the dynamics of a rotor—bearing system with a transversely cracked
shaft is presented. In order to model the system for standard finite element method, the stiffness
matrix of a shaft element with an opening/closing crack is derived based on fracture mechanics.
The change of stiffness due to the crack breathing is expressed through an harmonica function.
The influence of crack on the transversal and longitudinal vibration of a simple balanced rotor
is analyzed. Results obtained by this analysis procedure are compared with previous analytical
and experimental works published. From the FFT analysis of the displacement responses, it is
shown how the 1 2, 2 Q and 3 Q components excited varied with speed rotor. This provides
good indicator for diagnosing a cracked shaft from a vibration monitoring system.
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INTRODUCCION

Uno de los problemas més serios en las maquinas de alta velocidad, tales como
turbinas a vapor, compresores centrifugos, generadores, bombas etc., es el riesgo de una
falla catastréfica debido a la generacion de grietas transversales en sus ejes. Aunque los
ejes de estas méaquinas son cuidadosamente disenados, construidos con materiales de
alta calidad y minuciosamente inspeccionados, tanto antes de su puesta en servicio como
periddicamente durante su vida operativa, hay antecedentes de costosas detenciones de
plantas producidas por el colapso de ejes agrietados en este tipo de maquinas llegando
incluso a la destruccién total de ellas*®. Sin duda, la deteccién a tiempo de una grieta
en ¢l eje de una maquina critica evitard una falla que podria ser muy cara y peligrosa.

Los sistemas de deteccidén en linea de fallas de méaquinas, es decir, mientras la
méquina estd funcionando, aumentan su seguridad y tienen la ventaja econdémica obvia
de realizar la vigilancia de su condicidén mecdnica mientras ella estd produciendo.
Dentro de las técnicas usadas para esto, la mas utilizada en los dltimos afios es el
andlisis de las vibraciones medidas en los descansos de la maquina.

La presencia de una grieta transversal en un eje altera la flexibilidad de este y por
lo tanto el comportamiento dindmico del rotor. En consecuencia, para identificar una
grieta como eventual causante de estas alteraciones es necesario conocer las variaciones
de flexibilidad en el tiempo que introduce la grieta cuando el eje rota.

Para el estudio analitico del problema es necesario formular un modelo de grieta
que permita representar adecuadamente la flexibilidad local que ella introduce en el eje.
Para ello se han utilizado diferentes procedimientos: Dirr y Schmalhorst* e Iman et al.
usan una modelacién por elementos finitos en tres dimensiones con comportamiento
eldstico del material; Ostachowicz y Krawczuk'® usan una modelacién por elementos
finitos triangulares e introducen las propiedades elastoplasticas del material, Changhe
et al.® usan un método analitico-experimental; Papadopoulos y Dimarogonas®®, Kikidis
y Papadopoulos'', Jun y Eun'®, Huang et al.” y otros investigadores usan conceptos de
la mecéanica de fractura.

En estructuras donde las cargas estdticas son importantes, como normalmente
ocurre en los ejes de maquinas horizontales, las grietas se abren y cierran regularmente,
por lo que se requiere formular un modelo que considere el “respiro” de la grieta o su
forma de apertura/cierre. Los modelos de apertura/cierre de la grieta utilizados en la
literatura se pueden clasificar en dos grupos: 1) modelos que determinan la flexibilidad
que introduce la grieta en el eje para cada grado de apertura de esta y 2) modelos
que determinan las flexibilidades extremas cuando la grieta estd totalmente abierta y
totalmente cerrada y proponen una ley predeterminada de variacién entre estos valores.
La forma de la grieta que consideran los modelos propuestos es un segmento circular
(Figura 1) cuantificado por su profundidad a y cuya orientacién estd definida por el eje
¢ perpendicular al fondo de la grieta.

Dentro de los modelos del primer grupo Jun y Eun?® determinan para cada posicién
angular del eje, qué parte de la grieta estd abierta o cerrada analizando si los factores de
intensidad de esfuerzos bajo las cargas a que esta sometida la seccién son de traccién o
compresion. Change et al.® determinan la parte de la gricta que estd abierta o cerrada
ubicando la posicién del eje neutro de la seccién agrietada de acuerdo a la direccién
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Figura 1. Seccién agrietada del eje

instantanea del momento flector que actia sobre ella.

Sin embargo, con el fin de simplificar el analisis, la mayoria de los autores
utilizan modelos del segundo grupo. El modelo mas sencillo es el tipo “escalén o
interruptor” que considera que la grieta pasa abruptamente de completamente abierta
a completamente cerrada y viceversa. Iman et al.® consideran la grieta completamente
abierta para los dngulos ¢ entre —90° y 90° y completamente cerrada para los
angulos ¢ entre 90° y 270°, donde ¢ es el angulo que forma el eje £ respecto al
desplazamiento transversal de la seccidén agrietada. Inagaki et al® establecen que en
rotores horizontales, donde el desplazamiento transversal del rotor debido a su peso es
mucho mayor que el desplazamiento debido a las fuerzas dinamicas, la grieta estara
completamente abierta o cerrada segun si el eje £ esté bajo o sobre la horizontal
respectivamente. Sekhar y Prabhu®' consideran que la grieta estd completamente
abierta cuando el desplazamiento de la seccidn agrietada en la direcciéon £ es positivo y
completamente cerrada cuando este desplazamiento es negativo.

Otra funcién utilizada para representar las variaciones de rigidez durante el proceso
de cierre/apertura de la grieta es la variacién armdénica de ella en cada revolucién del
eje. Mayes y Davies*? suponen que la rigidez varia en forma sincrénica con la velocidad
del rotor a través de la funcién (1 —sen ¢), donde ¢ = Qt y Q es la velocidad de giro del
rotor. Papadopoulos y Dimarogonas®™ expresan esta variacién en forma sincrénica con
la velocidad de rotacién mediante una serie de cuatro funciones arménicas de frecuencias
nQ2tconn=1,2,3y4.

Respecto a trabajos publicados sobre andlisis dindmico de rotores con ejes
agrietados, la mayor parte de ellos se refiere a rotores de Jeffcott o de Laval con el
eje agrietado en su plano medio entre descansos y con acoplamiento de movimientos
debido a la grieta sélo en algunos grados de libertad. Estas simplificaciones permiten
establecer expresiones analiticas para evaluar la rigidez del eje agrietado. Jun y Eun®®
consideran los efectos del acoplamiento de los movimientos de flexién, y Papadopoulos
y Dimarogonas'® consideran los efectos del acoplamiento de los movimientos de flexién
y el movimiento longitudinal.

Sin embargo, para rotores mds complejos con cambios de seccién y con grietas
en cualquier parte de ellos se requiere de otro método de solucién resultando muy
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adecuada una formulacién por elementos finitos. Mayes y Davies*? utilizan un elemento
de didmetro reducido para cuantificar la disminucién de rigidez que introduce la grieta,
aproximacién también usada por Grabowski® e Inagaki el al®. Nelson y Nataraj™
usan esta misma aproximacion, pero le agregan una funcién escalén para considerar el
efecto de clerre/apertura de la grieta. Sin embargo, el uso de un elemento de eje con
didmetro reducido para representar la flexibilidad introducida por la grieta no considera
los acoplamientos de movimientos longitudinales y de torsién con la flexion y el corte
que la grieta produce.

En el presente articulo se desarrolla la matriz de rigidez para un elemento de eje
agrietado. Se considera el caso general con seis grados de libertad, lo que permite
analizar todos los posibles acoplamientos de movimientos que la grieta produce. Este
elemento es incorporado como un elemento mas en una formulacién por elementos finitos
con ¢l objeto de estudiar el comportamiento dindmico de un rotor con eje agrietado.
Se simula la respuesta vibratoria de un rotor desbalanceado y de uno perfectamente
balanceado para diferentes velocidades de giro.

DESCRIPCION DEL MODELO DE GRIETA

Se considera un elemento de eje cilindrico que tiene una grieta transversal en forma
de un segmento de circulo {Figura 1). La seccién agrietada estd sometida a las siguientes
fuerzas internas: fuerza axial Py, fuerzas de corte P, y P3; momento de torsién Py y
momentos de flexién Ps y Fs.

La presencia de la grieta en el elemento de eje genera una variacidn local de la
flexibilidad. En el borde de la grieta bajo cargas se produce una concentracién de
esfuerzos que genera una mayor deformacion en torno a ella y por lo tanto un aumento
local de la flexibilidad. Esta flexibilidad adicional introducida por la grieta puede ser
calculada utilizando la mecéanica de fractura.

La grieta genera desplazamientos localizados adicionales u; de la seccidén a la
derecha de la grieta respecto a la seccién a la izquierda de ella de forma similar a una
rétula. Suponiendo un comportamiento eldstico de la grieta, Tada et al.?® calcularon
para el caso de una seccién rectangular de ancho unitario, altura h y profundidad de
grieta «, como el achurado en la Figura 2, el desplazamiento adicional u; que genera la
grieta en la direccién ¢ bajo la accidén de una fuerza P; a través de la ecuacién

0
0P Jo

donde I(a) = OUr/Oc es la funcién densidad de energia de deformacién relajada por
la grieta

° I{a) da 1)

Ui

I{(a) = % [(Z KIJ')2 + (Z KIIj)z +m (Z KIIIj)2] (2)

donde E' = E para esfuerzos planos y E' = E/(1 — v?) para deformacién plana. E es
el médulo de elasticidad, m = 1 + v, v es la razén de Poisson, Kj;; son los factores de
intensidad de esfuerzos debido a la grieta para los modos de fractura ¢ = I, II y III,
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de apertura, deslizamiento y desgarro respectivamente y para los indices de la carga
j=12,...,6.
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Figura 2. Geometria de la seccién agrietada

Los coeficientes de la flexibilidad localizada debido a la grieta por unidad de
ancho para una seccién transversal rectangular son entonces determinados mediante
el teorema de Castigliano

3uz~ 82 Az
Cs = 5h = 35,37 [/0 I() da] (3)

Para el caso de una seccién circular agrietada esta puede ser considerada compuesta
por una serie de secciones rectangulares elementales como la achurada en la Figura 2.
Como la densidad de energia es un escalar, se puede integrar a lo largo de toda la
superficie agrietada. De esta forma, los coeficientes de la flexibilidad adicional debida
a la grieta en la seccidén circular pueden calcularse por

2 b Qg
Cijziapiaapj {/—b/o I{a) do da:] (4)
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Los coeficientes de intensidad de esfuerzos K;; de la ecuacién (2) son conocidos de
la literatura'®

KH :Ul\/ﬁ Fl(a/h), g1 =P1/(7TR2)
K15:0‘5\/7a Fl(a/h), 05=P5-y/(7rR4/4)
K16:06\/7T_04 Fz((l/h), J¢ =P6~£E/(7TR4/4)

Kpp=Ki3=Kuu=0

KHg = 03\/7T_Oz Fg(a/h), g3 = k‘P3/(7TR2)
KH4 = U4\/ﬁ F3(a/h) ‘0'4 = P4 : $/(7TR4/2) (5)

K = K2 = Kiis — K1ig =0

Ko = o2v/ma Fy{a/h), o2 = kPy/(nR?)
Kig = ogv/ma Fy(a/h), o4 = Py-y/(rR*/2)

Kun == Kz = Kis = Kig = 0

donde
Fo(a/h) = [tan(re/2h) /(e /2h)]%8 ] cos(ma/2R)
Fi(a/h) = Fo(a/h){0.752 + 2.02(c/R) - 0.37(1 — sen(wa/2h)}3}
Fy(a/h) = Fo(a/h){0.923 + 0.199[1 — sen(mar/2h)]*}
Fs(a/h) = [1.122 - - 0.561(a/h) + 0.085(cx/h)? + 0.18(c/h)3] /{1 - - o/ A} OO
Fy(a/h) = Fy(a/h) cos(ma/2h)

k

6(1 + v)/(7 + 6v) = coeficiente de forma para seccién circular

Reemplazando en la ecuacién (4) y utilizando los siguientes valores adimensionales
=z/R, a=a/R, a=a/R, b=b/R; &y 0z/R

ay =a- R+ VR? — x2 (6)
ay=a—1+V1+z2

se obtienen los siguientes coeficientes adimensionales de la matriz de flexibilidad

5]]

b rar
Ciy =7E'RCyy =2 / ) / aF? dadz (7)

— Oéz
Cis = E'R? Cy5 = 8 / / OS5 By dadz (8)
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b pag

022 =7F'R Coy = 2/_ m k207F42 dadz (9)
—-bJ0
_ b o _
Coy = TE'R Cyy = 4/_/ m ka(l — X?)%5F? dadz (10)
-bJ0
_ b pag
C3z =mE'R C33 = 2 / i / k?aFi dadz (11)
—bJ0
B bl
Ciu=7nER?Cy3 = 8/_/ &[Z°FZ + m(1 — z°)F}) dadz (12)
—-bJ0
_ b rag
Cis =mE'R? Ci16 =8 / ) / azF? dadz (13)
—bJO
b oy
6134 = 7E'R? Cog = 4// ko‘ziF{f dadz (14)
—-bJ0
_ ) b pag
Css = nFE' R3 Css = 32/_/ 5[(1 - fZ)F22 dadn (15)
—-bJ0
_ b pas
Crg = nFE'R3 Csg = 32/ / 5[:1_2(1 — f2)0'5F1F2 dadzx (16)
0 Jo
b pag
Ces = TE'R> Cgg = 32 / / az® F? dadz (17)
0 J0

La matriz de flexibilidad adicional que introduce la grieta puede expresarse entonces
por la matriz indicada en la ecuacién (18).

rCuR 0 0 0 Cis Ci6 7
0 CooR 0 Cou 0 0
1 0 0 Cs3R  Cay 0 0
C=—F% ~ 5 ~ 18
B R? _0 Cya Cys C44/R B 0 ~ 0 ( )
Cs1 0 0 0 Css/R Cse/R
L Ca1 0 0 0 Ces/R  Cées/R

Mediante una integracién numérica de las ecuaciones (7) a (17) se pueden
determinar los coeficientes adimensionales C;; para diferentes formas y grados de
apertura de la grieta. Para utilizar los modelos de grieta indicados precedentemente
en el grupo dos, es de particular interés determinar la flexibilidad que introduce la
grieta cuando ella estd totalmente abierta. La Figura 3 muestra dichos coeficientes de
flexibilidad C;; para diferentes tamafios de grieta.

Los coeficientes C;; han sido calculados utilizando el teorema de Castigliano y la
energia U, que relaja la presencia de una grieta en una seccién transversal cargada del
eje. La energia se relaja en la parte de la seccién agrietada que se abre bajo el sistema de
cargas debido a su imposibilidad de transmitir esfuerzos de traccién. La parte abierta
de la seccidén agrietada bajo el sistema de fuerzas aplicadas y por lo tanto los limites de
integracién para las ecuaciones (7) a (17) pueden ser determinados por superposicién
de los factores de intensidad de esfuerzos normales Kj;(x,y) en los diferentes puntos de
la seccién agrietada de manera similar a lo realizado por Jun y Eun'®.
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Figura 3. Coeficientes de flexibilidad para grieta completamente abierta

Si el signo de K(z,y) en la ecuacién (19) es positivo, la grieta esté abierta en ese
punto y, si el signo es negativo, entonces estéd cerrada.

K(z,y) =YY Kylzy) i=11 1
j=1,2, ... 6

(19)
Antes de efectuar algunas hipétesis simplificatorias del problema es conveniente
dar una interpretacién fisica de algunos coeficientes C;;.

(1) Cuando en la seccién agrietada actia s6lo un momento flector Ps, como el indicado
en la Figura 4, la grieta se abre completamente y el eje neutro es entonces paralelo
al eje 2. La seccién agrietada gira en torno a este cje en un dngulo us y el
centro 0 de la seccién nominal se desplaza en uj. Por lo tanto Css = uz/Ps y
C15 = w1/ Ps. La simetria existente permite inferir que la seccién no puede girar en
torno al eje 3 y por lo tanto para esta condicién de grieta completamente abierta
ug = Cgs = ug/Ps = 0. Esto es consistente con la ecuacién (16), cuya simple
inspeccién permite constatar que para este caso Cgs = 0; resultado que contradice
lo publicado por Papadopoulos y Dimarogonas®®.
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Figura 4. Diferentes cargas actuando en la seccién agrietada

(ii) Cuando en la seccién agrietada actia sélo un momento flector P, la parte derecha
de la grieta se cierra y los ejes principales centrales de rigidez son los indicados
por 2/ 0 3', segin la Figura 4. Esto trae como consecuencia que el centro 0 se
desplace uy v la seccién agrietada gire en el caso general en us y ug. Por lo tanto
Ces = ug/Ps, C16 = u1/Ps y Cs6 = us/Ps son diferentes de cero.

Sin embargo, si sobre la seccién agrietada actiian ademads otras cargas que obligan
a la grieta a permanecer completamente abierta entonces con la misma légica
utilizada en el punto anterior, se infiere que Csg = C1 = 0.

(iii) Cuando en la seccién agrietada actia sélo un momento torsor P4, como se indica
en la Figura 4, el centro de corte se encuentra en C y por lo tanto el centro 0 de
la seccién nominal se desplaza por corte en ug y la seccidn agrietada gira en ug4.
De aqui, que Coy = u3/Ps y Cya = uy/Py sean diferentes de cero. Por simetria
existente respecto al eje 3 o por inspeccién de la ecuacién (10) se ve que cuando la
grieta estd completamente abierta, ug = Csq4 = uz/Py = 0.

Las interpretaciones fisicas dadas anteriormente son consistentes con los resultados
obtenidos para los C;; a través de la integracién numérica de las ecuaciones (7) a (17),
segun se indica en la Figura 3.

Matriz de rigidez de un elemento de eje agrietado

Qian et al.’® y Sekhar y Prabhu®' presentan una matriz de rigidez para un elemento
de eje agrietado considerando solamente los movimientos de flexién. A continuacién en
el presente trabajo se formulara la matriz de rigidez de un elemento de eje agrietado
considerando el caso general con seis grados de libertad.

La grieta es considerada como una rétula existente en la seccién transversal
agrietada. Se desprecia la longitud de elemento que es afectado por la grieta
alrededor de ella respecto a la longitud total de este. Estudios experimentales, Dirr y
Schmalhorst®, demuestran que la longitud de la zona afectada por la grieta es del orden
del didmetro del eje a cada lado de ella.

Los movimientos de las secciones transversales a ambos lados de la grieta son
definidos por los vectores desplazamiento y; y yr, donde L y R se refieren a las
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secciones inmediatamente a la izquierda y a la derecha de la grieta respectivamente. Kl
vector de desplazamiento relativo entre ambas secciones de la grieta estd relacionado al
vector de fuerzas aplicadas al lado derecho de la grieta P por la matriz de flexibilidad
(18)

YrR—YL=CPpg (20)

combinando la ecuacién (20) con las ecuaciones de equilibrio (21), se obtiene la ecuacién
(22)

P, =-Pp (21)
m]-Le & @
P = Ky

donde

PT:{PI) P2) P3, P47 })57 PG) P7, PS) P9) Plo, Pll) P12}
YT = {v1, y2, ¥, Yar ¥s, Ys, Y7, Ys, Y9, Y10, Yi1, Yi2}

La ventaja de expresar una matriz de rigidez sélo para la gricta, como se
indica en la ecuacién (22), es su facilidad de célculo. Sin embargo, para pequeias
grietas los coeficientes de dicha matriz son muy grandes y pueden generar problemas
de inestabilidad numérica durante su solucién. Una manera de solucionar esto es
determinar una matriz de rigidez para un elemento que contenga una grieta, que es
lo que se hard a continuacién.

Con el objeto de disminuir el niimero de matrices a manejar se supondrd que la
grieta estd en un extremo del elemento (Figura 5). Un andlisis similar para el caso en
que la grieta esta en cualquier posicién en el elemento se encuentra desarrollado en ¢l
trabajo de Baquedano'. La Figura 5 muestra un elemento de eje con una grieta en uno
de sus extremos; C y B son los puntos inmediatamente a la izquierda y a la derecha
de la grieta respectivamente y A es el otro extremo del elemento.

2
\LsA C B
] )
I SR
40 ]

3 6

Figura 5. Elemento de eje agrietado
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De las ecuaciones de la mecanica de sélidos, considerando el elemento como una
viga de Euler—Bernoulli, la relacién entre los desplazamientos y 4 € y¢ de los puntos A
y C respectivamente es

Yc=A Pc+Bygy (23)
£on
rl/EA 0 0 0 0 0 1
0 I3/3EI 0 0 0 12/2EI
A_| O 0 I3/3E1 0 —I?)2EI 0
1 0 0 0 I/GI, 0 0
0 0 -I?/2E1 0 I/EI 0
L 0 I/2ET 0 0 0 I/EI |
1 0 0 0 0 07
0100 0 1
0010 -1 0
B=1o0001 0 o0
0000 1 O
L0 00 0 0 1]

donde E y G son los médulos de elasticidad y corte respectivamente, I e I, son los
momentos de inercia transversal y polar respectivamente y A es el drea de la seccidén
transversal.

Combinando las ecuaciones (20) y (23) con las ecuaciones de equilibrio (24), se
obtiene

Po=D Py (24)
donde
-1 0 0 0 0 0
0 -1 o0 0 0 0
0 0O -1 0 0 0
D= 0 0 0 -1 o0 0
0 0 —1 0 -1 0
0 ) 0 0 0o -1
se obtiene
sz{A-f-C}DPA-f—ByA (25)
yB=T Py+Byga
con

T={A+C}D
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y combinando la ecuacién (25) con las ecuaciones de equilibrio para el elemento de
grieta, se obtiene

Pg=-Pc=-DPy=-DT 'yg+DT ' By,

se obtiene

FARtaid 26)

donde la matriz de rigidez del elemento agrietado es

g T
K= [D 7B -D T'"l]

Variacién de la rigidez del elemento de eje agrietado con el cierre/apertura
de la grieta

Durante la rotacién del eje, la grieta se abre y se cierra dependiendo de la direccién
de la deflexién del eje respecto a la ubicacién de la grieta. En la mayoria de los rotores
horizontales, donde la deflexién estéatica vertical debido a su peso es mucho mayor
que la vibracién del rotor, se puede suponer que la grieta estd completamente abierta
cuando ¢ = 0° y completamente cerrada cuando ¢ = 180°. Para este caso, ¢ ¢s el
dngulo que forma el eje € con la direccién vertical hacia abajo (direccién supuesta del
desplazamiento transversal del eje).

Cuando la grieta estd completamente abierta, la matriz de rigidez K; del elemento
de eje agrietado respecto a ejes rotatorios &n fijos al elemento es determinada de la
ecuacién (27) utilizando los coeficientes de flexibilidad adicional que introduce la grieta,
mogtrados en la Figura 3. Cuando la grieta estd completamente cerrada, la matriz de
rigidez es simplemente la de un elemento de eje

K, = diag [AE/l, 4kGA/l, 4kGA/l, GIp/l, AEI/l, 4EI/l] (28)

Durante la rotacién del eje, la parte de la seccion agrietada estd abierta y por lo
tanto la rigidez del elemento agrietado varia periédicamente. El valor de la rigidez del
elemento agrietado para cada ubicacién ¢ de la grieta puede ser determinado evaluando
la parte de la seccidén agrietada que se encuentra abierta de acuerdo al signo K(z,y)
en la ecuacién (19), como se explicé precedentemente.

La forma de apertura de la grieta depende del sistema de cargas que actia en la
seccidn agrietada, de la razén profundidad de la grieta/didmetro del eje y de la esbeltez
del eje (razén largo/didmetro). Como la forma de apertura de la grieta depende de
muchos parametros, especificamente de muchas combinaciones posibles de cargas, no
es posible expresar los coeficientes de rigidez del eje agrietado a través de dbacos y serd
necesario calcularlos para cada caso particular.

Sin embargo, con el objeto de simplificar el procedimiento de cédlculo, la mayoria de
los autores especifican de antemano una forma de variacidon de los coeficientes de rigidez
con la posicién de la grieta en el eje variando entre un valor méximo cuando la grieta
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estd completamente cerrada a un valor minimo cuando la grieta estd completamente
abierta.

Puesto que la variacién de los coeficientes de rigidez Ak con la rotacién del eje
es periédica, puede ser expresada como una serie de Fourier, aunque el problema
es la determinacién de los coeficientes. Para grietas en ejes de tamano mayor a
aproximadamente a/d > 0.2, las cuales son factibles de determinar con el monitoreo de
sus vibraciones, Mayes y Davies’® muestran experimentalmente que el primer término
de la serie de Fourier es predominante respecto a los otros y, por consiguiente, expresan
la variacién de los coeficientes de rigidez a través de una funcién senoidal.

Por otro lado, trabajos precedentes, como los de Jun y Eun' y San Juan y
Saavedra?®, muestran que los resultados numéricos obtenidos en el estudio dindmico
de ejes agrietados suponiendo un modelo de grieta que considera una variacién senoidal
de los coeficientes de rigidez entregan resultados casi idénticos a los obtenidos utilizando
sus variaciones reales.

En base a lo anterior y a los objetivos del presente trabajo, la variacién de la rigidez
del elemento de eje agrietado respecto a los ejes £ y 7 serd expresada por una funcién
arménica del dngulo ¢, como se indica en la Figura 6. En rotores donde la deflexién
transversal estdtica en la seccién agrietada debido al peso es mucho mayor que la
deflexién dinamica, como generalmente ocurre en los rotores horizontales, ¢ ~ (2t.

k

ko

k i Ak
ki _%

0° 90 ° 180° 270° 3600 ¥
© @& & © &
§

Figura 6. Variacién de la rigidez con el cierre/apertura de la grieta, respecto a los ejes
£yn

La rigidez del elemento agrietado K para cualquier posicién ¢ de la grieta sera
expresada entonces por

K =K - AK cos ¢ (29)
donde

K= (K0+K1)/2

AK = (Ko — K1)/2 (30)
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y Ko y K son las matrices de rigidez cuando la grieta estd totalmente abierta y cerrada
respectivamente.

Los coeficientes de la matrix de rigidez del elemento de eje agrietado pueden
ser determinados con respecto a ejes fijos X — Y — Z a través de las relaciones de
transformacion de ejes siguiente

krs = ar; agj kij (31)

donde

krs = coeficientes de rigidez referidos a los ejes X - Y — Z
k;; = coeficientes de rigidez referidos a los ejes £ -1 — 2

ar; ag; = cosenos directos de los ejes £ —n — z respecto a los ejes X —Y — Z

Desarrollando para el coeficiente r = s = z y utilizando la ecuacién (31), se obtiene
k k Ak Ak k k
kg = ¢ + mm ¢e T 1 o8 b+ e + M cos 2p—

Akee — k
- —&2 M eos ¢ cos 2¢

La ecuacién (32) permite ver claramente c6mo se modifica con la transformacién
de ejes la variacién armonica de los coeficientes de rigidez respecto a los ejes méviles
indicada en la ecuacién (29).

La aproximacién de utilizar una ley de variacién arménica para la rigidez del eje
agrietado, aunque como se indicé precedentemente, tiene un efecto despreciable en los
resultados numéricos, introduce las siguientes incongruencias fisicas:

(i) Considera que la ley de variacién de la rigidez es independiente del tamafio de
la grieta, del sistema de carga en la seccién agrietada y de la esbeltez del eje
(razén largo/didmetro). Por simple inspeccién se infiere que grietas poco profundas
permanecerdn cerradas durante una buena parte de giro del eje y no sélo para
¢ = 180°, como se deduce del modelo usado. En este tltimo caso, un modelo como
el tipo escalén se ajusta mejor a la realidad.

(ii) Si se considera el caso en que las deformaciones por flexién son preponderantes,
como sucede en la mayoria de los rotores, se puede observar que cuando la gricta
estd completamente abierta o cerrada, los ejes £ — i son direcciones principales de
rigidez (ke = 0) siendo el eje £ el eje débil o eje respecto al cual la rigidez de la
seccién agrietada es menor.

El modelo utilizado considera implicitamente que los ejes £ y 1 contindan siendo
direcciones principales de inercia cuando la grieta estd parcialmente abierta. Sin
embargo, en esta situacién las direcciones principales de rigidez verdaderas presentan
una desviacién con respecto a los ejes £ —1, como se puede concluir por simple inspeccién
de la Figura 7. Desde esta figura se infiere que Iy, > Ige v kge > kypp y por lo tanto
el eje débil real esta mas cerca de la direccién n que de la direccién £. Una conclusién
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similar se puede inferir analizando los resultados tedricos publicados en el trabajo de
Li Canhge et al®*. En el caso de un eje agrietado sometido a una carga estdtica, la
consideracién anteriormente mencionada tiene como consecuencia que para angulos ¢
entre 180° a 90° y entre 90° y 180° el coeficiente de flexibilidad Cyy calculado con el
modelo usado tenga signos opuestos a los correctos, como se observa en la Figura 8.
En esta figura se compara el coeficiente de flexibilidad adimensional Cyy = Cypy/Co de
un eje agrietado en su punto medio calculado con el modelo propuesto con el obtenido
experimentalmente por San Juan y Saavedra®, los cuales son similares a los publicados
por Dirr y Schmalhorst®.

EJE DEBIL SEGUN
€ MODELO UTILIZADO

7 7

BASE DE LA GRIETA

J . DEFORMACION TRANSVERSAL

Figura 7. Grieta profunda con pequeno grado de apertura

s o EXPERIMENTAL
-0.21 ] X CALCULADO

-0.3 i 1 1 1 1 1 1 1 1
180 135 90 45 0 - 45 -90 ~-135 ~180
ANGULO ¢

Figura 8. Flexibilidad medida y calculada (a/d = 0.5, I/d =30)
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Ecuaciones del movimiento de un rotor con eje agrietado

La Figura 9 muestra un rotor horizontal con una grieta transversal en su eje y
una vista transversal de la seccién agrietada. Para el andlisis dindmico del rotor
se utiliza una modelacién de elementos finitos. La matriz de rigidez del rotor se
obtiene ensamblando elementos de viga de Euler-Bernoulli en tres dimensiones para
los elementos de eje no agrietados y el elemento agrietado desarrollado anteriormente
para el elemento del rotor que contiene la grieta.

Y
GRIETA
—h—fr—e3—[l——es5
7 S\
|

Figura 9. Rotor con eje agrietado

Las ecuaciones del movimiento respecto a ejes inerciales para el sistema rotor
agrietado—descansos son expresadas por la siguiente ecuacién

Md+ (C+H)d+ (K+K)d = w?me+ f (33)
donde

d = vector de desplazamientos nodales
M = matriz de masa del sistema
C = matriz de amortiguamiento viscoso equivalente del sistema
H = matriz giroscépica del sistema
K = matriz de rigidez del rotor
K = matriz de rigidez de los descansos
e = vector excentricidad de la masa m del disco
el =(ecos Qt7+esen QU j)
f = vector fuerzas externas
Las matrices de masa, amortiguamiento y giroscépica del sistema y la matriz de

rigidez de los descansos en la ecuacién (33) no cambian cuando el rotor gira. Sin
embargo, debido a la apertura y cierre de la grieta, la matriz de rigidez del rotor varia
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con el vector desplazamiento y el tiempo; K = K(d,t). En este caso, las ecuaciones
no lineales del movimiento deben ser resueltas utilizando un método de integracién
numérica y un proceso iterativo.

Cuando los desplazamientos debido al peso son dominantes, la matriz de rigidez
del eje sdlo es dependiente del tiempo, K = K(t) y la ecuacién (33) se transforma en
una ecuacién lineal con coeficientes periédicamente variables. Esto permite simplificar
su solucién para sistemas de muchos grados de libertad, introduciendo aproximaciones
como las indicadas por Mayes y Davies'? y por lo tanto usar programas estandares de
dindmica lineal del rotor en vez de métodos de resolucién por integracién numérica.

EJEMPLO ILUSTRATIVO

El elemento de eje agrietado desarrollado precedentemente se usa junto a un
programa estdndar de elementos finitos para estudiar el comportamiento dindmico del
rotor mostrado en la Figura 9, el cual fue posteriormente construido y ensayado en el
laboratorio’. El disco tiene masa m = 1.7 (kg) y estd montado sobre un eje uniforme
de acero con una grieta transversal en su punto medio. La profundidad de la grieta es
a = 0.35 (m), el largo del eje es L = 0.31 (m) y su didmetro d = 0.01 (m). El rotor
estd montado sobre descansos rigidos. El factor de amortiguamiento considerado fue
&; = 0.02, valor medido experimentalmente en el rotor del laboratorio.

Para la simulacién del comportamiento dinamico del rotor, el eje se modela
mediante cuatro elementos, tres elementos de viga sin grieta y un elemento de eje
agrietado. El ndmero de grados de libertad del sistema es 30. Las ecuaciones del
movimiento obtenidas son integradas numéricamente mediante el método de Runge-
Kutta de cuarto orden.

La Figura 10 muestra formas tipicas obtenidas para la forma de la vibracién y el
espectro en frecuencias de los desplazamientos verticales del disco para el caso en que
el disco estd perfectamente balanceado (e = 0) y para una razén de la velocidad de
rotacién del eje a su primera velocidad critica 2/w; = 0.33. Se puede observar que el
espectro vibratorio contiene como componentes espectrales los primeros tres arménicos
de la velocidad de rotacién 1 x 2, 2 x 2, 3 x £ o simplemente 1x, 2x y 3x. La causa
que genera estas componentes vibratorias es la variacién de la rigidez que introduce la
grieta. Esto se puede inferir observando que en la ecuacién (32) las variaciones de la
rigidez presentan componentes a las mismas frecuencias 1x, 2x y 3x.

La presencia de un desbalanceamiento de masas en el disco, como normalmente
ocurre en los rotores, no cambia sustancialmente la forma de la onda y de su
espectro vibratorio. Siguen siendo predominantes las componentes 1x, 2x y 3x.
Sin embargo, sus amplitudes pueden variar significativamente segun la ubicacién del
desbalanceamiento respecto a la grieta.

La Figura 11 muestra la variacién de la amplitud de estas componentes con
la velocidad de rotacién del eje. Se observan tres velocidades criticas (picos en la
respuesta). Para sistemas ligeramente amortiguados estas velocidades esencialmente
ocurren cuando la frecuencia de las componentes espectrales de la vibracion coincide
con alguna frecuencia natural de vibrar del rotor, en este caso a wi, w1/2y wi/3. Esta
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caracteristica que presentan los rotores agrietados es utilizada en la prictica como un
sintoma caracteristico para diagnosticar un eje agrietado en un rotor?.

;T \V]\"W

Amplitud mts
=]
o W

[ |

0 2000 4000 6000 8000 10000

Frecuancia RPM

Figura 10. Forma de onda y espectro en frecuencias del desplazamiento vertical del
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Figura 11. Variacién con la velocidad de las componentes del desplazamiento
horizontal del disco

La Figura 12 compara el espectro en frecuencias de los desplazamientos horizontal
y longitudinal (direccién X) obtenidos para un rotor perfectametne balanceado.
Se observa que la vibracién longitudinal global es menor que el 1 % de la
vibracién horizontal; resultado que concuerda con lo publicado por Papadopoulos y
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Dimarogonas'®. En el caso de una méquina real, este débil acoplamiento entre la
vibracién longitudinal y radial sera encubierto, sin embargo, por otros mecanismos que
generan acoplamientos mas fuertes entre estas vibraciones que el que genera la grieta
(por ejemplo, el de un eventual desalineamiento de acoplamientos o descansos). Por
esta razon, en la préictica resulta discutible su utilizacién como un sintoma para indicar
la presencia de una grieta en un eje, como lo han sugerido autores como Papadopoulos
y Dimarogonas'®.
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Figura 12. Desplazamientos vibratorios horizontal y longitudinal

CONCLUSIONES

1. Se presenta la matriz de rigidez de un elemento de viga con una grieta en uno de
sus extremos. Esto permite utilizarlo en programas de elementos finitos estandares
para el estudio del comportamiento dindmico, estdtico y de la estabilidad de rotores
y de sistemas estructurales agrietados.

La matriz de rigidez del elemento de eje agrietado que se formula permite ademés
analizar los acoplamientos de movimientos que introduce la grieta en las diferentes
direcciones.

2. Se usa la matriz de rigidez de un elemento de viga con una grieta en uno de sus
extremos en vez de la matriz de un elemento que sélo contenga la grieta, como lo han
formulado algunos autores, debido a que este ultimo elemento, aunque simplifica
notoriamente los calculos, puede generar problemas numeéricos durante su solucién
debido a los altos valores de los coeficientes de flexibilidad adicional que introduce
la grieta para pequenos valores de ella.

3. Se usa la matriz de rigidez de un elemento de eje agrietado analizado junto
a un programa estindar de elementos finitos para modelar el comportamiento
dindmico de un rotor con eje agrietado ensayado en el laboratorio. Las principales
caracteristicas de comportamiento vibratorio del rotor con eje agrietade modelado
en este trabajo son las siguientes:

3.1 Las vibraciones generadas en el rotor con eje agrietado en ausencia de fuerzas
dindmicas excitadoras externas son de origen paramétrico, producto de las
variaciones de la rigidez del eje con la rotacidn del eje.
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3.2 El espectro vibratorio en frecuencias tiene componentes espectrales distintivas
a frecuencias a uno, dos y tres veces la velocidad de giro del rotor (1x, 2x y
3x).

3.3 Se generan velocidades criticas subsincrénicas con la velocidad de rotacidn;
especificamente a 1/2 y 1/3 de ella.

3.4 Se introduce acoplamiento entre las vibraciones radiales y longitudinales.

Los resultados seflalados anteriormente son utilizados con mayor o menor éxito
como indicadores de la presencia de grietas en ejes de rotores cuando se monitorea el
comportamiento vibratorio de maquinas rotatorias mientras ella estd funcionando.
A este respecto y de acuerdo con la experiencia en ensayos de laboratorio con
ejes agrietados los autores proponen los siguientes indicadores para identificar la
presencia de una grieta transversal en ejes de rotores.

4.1 Efectuar un analisis espectral de las vibraciones medidas en los descansos
de la miquina mientras ella funciona en su estado estacionario a velocidad
constante. La presencia de la grieta transversal en el eje genera componentes
espectrales a frecuencias 1, 2 y 3 veces la velocidad de rotacién del eje
(I1x, 2x y 3x). Esta caracteristica, sin embargo, no es distintiva de la
presencia de una grieta en el eje. También la presenta el desalineamiento
de acoplamientos, falla de frecuente ocurrencia en las médquinas rotatorias.
No obstante, el desalineamiento presenta dos caracteristicas adicionales que
permiten discriminar entre estas dos fallas: (i) genera una carga adicional en los
descansos de la maquina, lo que es detectado como un aumento de temperatura
por las termocuplas ubicadas en los metales de los descansos hidrodinamicos y
(ii) genera vibraciones, tanto en la mquina conductora como en la conducida
(las fuerzas que actdan sobre una y otra maquina en el acoplamiento son fuerzas
de accién y reaccién).

4.2 Construir un grafico de las componentes 1x, 2x y 3x para diferentes

velocidades de rotaciéon de la maquina cuando es factible econémicamente
interrumpir la produccién de la maquina para efectuar un andlisis vibratorio
durante su detencidn.
El gréafico indicado en la Figura 11 es distintivo de la presencia de una gricta
transversal en el eje, especificamente por: (i) la presencia de velocidades criticas
sincrénicas y (ii) la existencia de amplitudes vibratorias apreciables de las
componentes a 1x, 2x y 3x cuando la velocidad de rotacién de la méquina
tiende a cero.
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