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RESUMEN 

En la ref.' hemos presentado un esquema numérico basado en elementos finitos centrados 
con condición de contorno absorbente (la cual llamamos DNL, por Discrete Yon-Local) para el 
problema de la resistencia de ola en barcos. Al no agregar viscosidades numéricas este método 
da curvas de resistencia en función del Froude mejor definidas y posibilita el cálculo de la 
resistencia por el balance de flujo de momento a la salida. Sin embargo, debido a la naturaleza 
de la condición absorbente, el sistema resultante es no simétrico y en principio el sistema lineal 
resultante presenta ciertas dificultades para la factorización. En este trabajo se describe un 
método por el cual sólo es necesario factorizar una matriz simétrica y con el mismo ancho de 
banda que una matriz de elementos finitos típica, con el consecuente ahorro de memoria central 
(RAM) . 

SYMMETRIC FORM OF THE DNL ABSORBING BOUNDARY CONDITION 
FOR THE SHIP WAVE RESISTANCE PROBLEM 

SUMMARY 

In ref.' we presented a numerical algorithm based on centered Finite Elements with 
absorbing boundary conditions (which we cal1 DKL, for Discrete Non-Local) for the ship wave 
resistance problem. As no numerical viscosity is added, this method yields very well defined 
resistance curves as a function of Froude number and allows calculation of the resistance from 
a momentum flux balance a t  the outlet plane. However, due to the nature of the absorbing 
conditions, the resultant system is non-symmetric and for the factorization. In this work we 
show how the system can be solved by only factorizing a symmetric matrix with approximately 
the same band-width of a typical FEM matrix. 
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Cuando un cuerpo se desplaza cerca de la superficie libre de un fluido, se genera 
un patrón de olas de gravedad que sigue al cuerpo. La energía necesaria para producir 
este patrón proviene del trabajo realizado por el cuerpo en contra de la "resistencia 
de ola". El modelado de este problema es un tópico de mucho interés para el diseño 
de erriharcaciones e ingeniería marítima1-12. En primera aproximación la resistencia 
de ola puede calcularse con un modelo potencial, mientras que la resistencia viscosa 
puede calcularse manteniendo la superficie libre cn su posición de referencia. Esta es, 
básicamente, la hipótesis de Froude. Con esta simplificación estamos despreciando la 
interaccióri entre la capa límite, la cual tiende a producir un cuerpo más graride que al 
real, cuyo patrón de olas modifica, a su vez, el flujo potencial, que es el dato necesario 
para el cálculo viscoso en la capa límite. 

El cálculo de la resistencia de ola tiene dos dificultades importantes asociadas. 
Primero, la presencia de condiciones de bordc no lineales en la supcrficie libra 
tanto cinemática como dinámica, que complican notoriamente cualquier intento de 
resolución del problema. Segundo, el problema necesita o bien un término disipativo, 
o bien condiciories de contorno absorbentes, de lo contrario conduce a un problema 
hidr.odinámico incompletamente formulado, en el sentido de BirkhooP, porque no 
iricorpora el sentido de propagación de las ondas por gravedad sólo hacia corriente abajo. 
Los algoritmos más usados agregan un termino disipativo y son derivados del método 
de Dawson3. Si bien el uso de estos términos (también llamado "upwind" o "viscosidad 
numérica") es una técnica bien establecida en el contexto de flujos advect iv~sl~- '~,  
ciertos aspectos particulares de este problema hacen deseable la búsqueda de una 
solución alternativa vía las mencionadas condiciones de contorno absorbentes. Por 
ejemplo, el término disipativo usado es, básicamente, una derivada quinta según la 
línea de corierite, lo cual hace muy díficil la implementación en un contexto de malla 
no estructurada o estructurada pero curvilínea. 

En la ref.' hemos presentado un algoritmo basado en el método de los elementos 
finitos con condiciones de contorno absorbentes en el plano de salida que no necesita 
el agregado de términos disipativos. Este procedimiento tiene la ventaja de que 
permite utilizar mallas más acotadas en el sentido longitudinal, las curvas de resistencia 
presentan picos mejor definidos y la resistencia puede ser calculada a partir del flujo 
de morriento en el plano de salida. Esto último tiene la ventaja, entre otras, de qiic 
asegura una resistencia positiva4. 

Uri punto clave de las condiciones de contorno absorbentes es que un cierto número 
de condiciones es "relajado" a la salida del dominio y un número igual de condiciones 
es agregado a la entrada del dominio aguas arriba. Si bien el sistema resultante es 
bien condicionado, esto trae inconvenientes a la hora de resolver el sistema ya que esto 
implica un "corrimiento" de la diagonal principal de la matriz del sistema, con lo cual 
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se pierde la simetría de la matriz y existe la posibilidad de que aparezcan pivotes nulos 
durante la factorización. Este trabajo está orientado a la resolución de estos problemas. 

Ecuaciones de gobierno 

Consideremos el flujo alrededor de una embarcación moviéndose a velocidatl 
constante en un canal de sección constante, la cual, por simplicidad, supondremos 
que es un rectángulo de profundidad H y ancho Ly como se muestra en la Figura 1. El 

Ix=x,,t 

Figura 1. Descripción geométrica del problema 

fluido a ser modelado ocupa la región 0 que está limitada por las paredes y el fondo 
del canal Cch, las superficies de entrada y salida Ci,/,,,, la superficie mojada del casco 
Cship y la superficie libre Cfree. Las ecuaciones de gobierno son 

A @ = O  para x en R 

a,, = o  en Cfree + Cch + Cship 

1/21V@I2 + g q  = 1/2uW2 en 

@ = U,x en Ci, 

C.C. de radiación en z ~ t  

( l a  - e) 

La ecuación de Laplace ( la )  proviene de suponer que el flujo es irrotacional e 
incompresible. La condición de contorno de deslizamiento usual ( lb)  es utilizada en 
las paredes del canal, el fondo y la superficie libre. La ecuación (lc) es la "ecuación 
dinámica de superficie libre" y proviene de aplicar la ecuación de Bernoulli (incluyendo 
un término hidrostático gz, q es la superficie libre). Esta condición se lineariza 
usualmente bajo ciertas suposiciones, a saber: que el barco es delgado, lento o sumergido 
p r~ fundamen te~ ,~ .  Las "condiciones de contorno de radiación', deben permitir el flujo de 



energía eri forma de ondas desde adentro hacia afuera a través de E,,,. Por el contrario, 
corno las ondas de gravedad no se propagan hacia aguas arriba desde el barco hasta 
Ei,, la condición de contorno allí puede ser simplemente que el potencial se aproxinie al 
no perturbado (Id). Nótese que, el tratamiento diferente entre Cin y E,,, es el único 
elerriento que rompe la simetría x -+ -x y asegura la propagación de las olas en la 
dirección físicamente correcta. Otra forma de lograr esto es por medio del agregado de 
"upwind" o "disipación numérica". 

En la teoría de barco lento el potencial se descompone en una parte quc corresponde 
al fiiijo basico Qo, también llamado "flujo de cuerpo doble" (double body flow), y un 
potencial de "perturbación de ola" 4 (ref.5) 

La gran ventaja de esta descomposición es que las ecuaciones de gobierno para 
arribos flujos se restringen al dominio Ro donde la superficie libre Cfree ha sido 
recrriplazada por su posición no perturbada Cfreeo, la cual corresponde al plano z = 0. 
El potencial básico Qo satisface la ecuación de Laplace con condición dc contorno de 
deslixamierito en la superficie libre no perturbada. Como ésta es un plano, simplemente 
actúa con10 un espejo y el problema es equivalente al de un cuerpo acotado que 
se obtieno reflejando ("doblando") el casco con respecto a la superficie libre. No 
detallaremos aquí las ecuaciones de barco lento para Qo y 4: las cuales pueden ser 
corisultadas en las refs. l 1 5 > ' .  

Lejos del casco (tanto aguas abajo como aguas arriba) el potencial básico debe 
aproximarse al flujo uniforme + U,x y las ecuaciones de gobierno para 4 son 

en Ro 

4,n = 0 en Ech 
4 = O  en Cin (3a - e) 

4,n + K-' 4,,, = O en Ein 
c.c. de radiación en E,,, 

que son, básicamente, las ecuaciones para barco delgado. K = um2Ig es el 
número de onda característico. En las secciones siguiente nos basaremos en éstas para 
desarrollar la condición de contorno absorbente DNL. Sin embargo, hacemos hincapié 
en que las ecuaciones que gobiernan el flujo en la región cercana al barco son las de 
barco lento. 

Discretización parcial 

Haremos primero una discretización parcial de esta PDE (ecuación en derivadas 
parciales) en la dirección transversal (y) y en profundidad (2) en las regiones alejadas 
'21 > L, donde son válidas las aproximaciones (3). La discretización parcial se basa 
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Y +?Y- - Channel typical section 

Figura 2. Discretización parcial del problema en y-z. Malla no estructurada sobre la 
sección típica 

en definir una malla de elementos finitos 2D en la sección típica (ver Figura 2) y 
reemplazando 

xsla,b 

d(x, Y, z) " &(x, y, z) 4 k  (x) Nk (Y i Z) 
k = l  

(4) 

donde Nslab es el número de nodos en la sección típica y Nk(y, z) la función de 
interpolación 2D del método de elementos finitos. Reemplazando este desarrollo en 
la ecuación de Laplace (3a), integrando por partes y usando la condición de superficit: 
libre se obtiene el siguiente sistema de ODE's (ecuaciones diferenciales ordinarias) 

donde 

donde #(x) es el vector de potenciales nodales, M ,  K son las matrices de elementos 
finitos para el operador identidad (matriz de masa) y el operador de Laplace y Cy, 
es la sección típica del canal. La matriz de masa modificada M incluye la "matriz de 
masa de superficie" Mfree. M y Mfree son matrices de masa definidas positivas, K es 



semi-definida positiva y todas ellas son simétricas. M es simétrica, pero debido al signo 
negativo que afecta a Mfr,, en (6c) no tiene signo definido. 

La condición de contorno absorbente DNL 

El sistema (5) se desacopla en una serie de ODE's escalares si hacemos el cambio 
de variables U = S-'$, donde S es la solución del siguiente problema de autovalores 

con A una matriz diagonal. Denotamos por I $ ~  la k-ésima columna de A, esto es el 
k-ésimo autovector y X k  = Akk el correspondiente autovalor. Debido a las propiedades 
de M y K ( K  es simétrica y definida positiva y M es simétrica) puede mostrarse que 
tal descomposición es posible y que S y A son reales. Suponemos que los autovalores 
están ordenados en forma ascendiente. Un cierto número Ni,, de ellos son, en general, 
negativos y son los responsables, veremos más adelante, del fenómeno de la resistencia 
de ola 

X k  < O; para 1 5 Ic 5 Ni,, (modos no viscosos) 
X k  > O; para Ninv + 1 5 k < Nslab (modos viscosos puros) (8) 

Llamaremos modos no viscosos y viscosos según X k  sea mayor o menor que 0. En 
general puede verse que el número de modos no viscosos es igual al número de nodos 
en la superficie que hay en la sección típica del canal. Como es usual para este tipo de 
descomposición, los autovectores son ortogonales con respecto a ambos M y K 

La ecuación para cada componente Uk de U es 

y su solución general para x < -L es 

~ ; P + ~ + Z / L ~ X  Up- -i/Lkx. + b k  e 
e-p"; por Ni,, + 1 5 k 5 Nslab 

donde pk = m. Un desarrollo similar es válido para x > L pero con otros coeficientes 
que denotaremos por a;'""', bao""'. Para tener una solución acotada para los modos 

UP- - 
- O y ak - O, entonces viscosos debemos tener que a?"' - 

Estas son las condiciones de contorno abosrbentes apropiadas para los modos viscosos 
puros. Sin embargo, no se puede aplicar el mismo criterio para los modos no viscosos 
ya que estos no decaen ni crecen para x + f cm. No obstante, un análisis detallado 
desde el punto de vista físico muestra que la disipación viscosa tiende a desplazar los 



autovalores desde el eje imaginario puro hacia el semi-plano R e { z )  < O. Esto significa 
que debemos tener que b:up = O, de manera que las condiciones de contorno apropiadas 
son 

uk = uk,, = O en x = xin, k = 1 , .  . . , N~~~ (13) 

Las ecuaciones (12,13) representan un conjunto de 2Nslab condiciones de contorno que 
cierran el sistema de ecuaciones de gobierno (5). Las condiciones de contorno absorbente 
son una técnica muy conocida en el contexto de otro tipo de ecuaciones de ondas como 
la ecuación de Helmh~ltz '~.  Las presentadas aquí son completamente absorbentes para 
el problema de flujo potencial con superficie libre, en el sentido de que la solución 
es (por construcción) independiente de  la posición del contorno donde la condición es 
impuesta. Este resultado es muy fuerte y, en nuestro conocimiento, aún no ha sido 
reportado algo equivalente en la literatura. 

Forma discreta de las condiciones absorbentes 

De (13) se deduce que en xi, se puede también imponer una ecuación similar para 
los modos no viscosos similar a la que vale para los viscosos puros 

Uk, , -pkUk = O ,  e n x  =x in ,  para k = 1, . . . ,  Ninv (14) 

Esto es un poco arbitrario porque en realidad podemos reemplazar en esta ecuación 
pk por cualquier otro número, pero para fijar ideas y mantener la misma forma que 
las ecuaciones para los modos viscosos, elegimos esta forma. Entonces, juntando estas 
ecuaciones con las de (12) para los modos viscosos 

donde IAl = diag{l X1 1 ,  . . . , I  XNSiab 1). Volviendo a la base de las + 

donde 
G = S (Al S-' 

Ahora hacemos una discretización completa de las ecuaciones, suponiendo que la malla 
en z es de paso constante x J = xi, + ( J  - 1 ) h  y sea +J el vector de potenciales en 
la capa J-ésima. Suponiendo una discretización por elementos finitos en x de (5), la 
ecuación para la capa J es de la forma 

con 
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Con respecto a la condición de contorno absorbente la posibilidad más inmediata es 
hacer una discretización de primer orden, del primer término en (16). Sea j = 1 la 
primera capa de la malla, entonces 

Ec. (21) se obtiene de (20) multiplicando por ATA. Esto es para obtener un sisterria 
sirribtrico, como veremos después. Esta discretización es de primer orden en Az.. 
También se puede encontrar una aproximación de segundo orden añadiendo una capa 
ficticia $O en x = -&, usando una aproximación centrada para la derivada primera 
eri (16) y agregando la ecuación de gobierno (18) para la capa J = 1. Otra posibilidad 
es suponer que (16) es válida en todo el primer elemento unidimensional x l  < x < 22 e 
integrar el sistema de primer orden. Finalmente, otra posibilidad es repetir un análisis 
como el hecho en el apartado anterior, pero ahora directamente sobre las ecuaciones 
discretas (18). En la práctica hemos adoptado esta última posibilidad ya que es 
corripletamente absorbente a nivel discreto. Esto es, la solución es independiente del 
agregado de más capas de nodos'. No entraremos en detalles sobre eso aquí, de todas 
forrrias, todas las variantes dan una expresión como la (21), donde F es A por una 
cierta función (en el sentido matricial) de G .  Por supuesto, para calcular tal función 
matricial debemos hacer una descomposición en autovalores y autovectores de G ,  pero 
de (17) que los autovectores son los mismos que los del problema (7) y los autovalores 
son los valores absolutos de los X k .  

Uo=cnst U&cnst Ug=cnsf 
struct. non struct. struct. 

Figura 3. Malla no estructurada con capas estructuradas a la entrada salida 



El sistema discreto para una malla como la mostrada en la Figura 3 es de la siguiente 
forma 

D 4 = b  (22) 

donde 
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La malla tiene m capas estructuradas a la entrada y a la salida (en la figura m = 3). 
Para estas capas el sistema de ecuaciones es tridiagonal por bloques, con matrices 
constantes A y B. Denotamos por el vector con los potenciales de los nodos que 
están en la parte interior no estructurada, y la matriz correspondiente a este bloque 
la denotamos por DnS. Las ecuaciones para la primera capa a la entrada y la últirna 
a la salida 41,, 4:,, son diferentes por las condiciones de contorno absorbentes. La 
primera línea de D representa la condición de contorno absorbente (21) a la entrada. 
Finalmente, la última línea representa la versión discreta de la condición (12) para los 
modos viscosos a la salida y también la primera de las condiciones (13) a la entrada. 

De la observación de la estructura en bloques del sistema se desprenden tres 
incovenientes para la resolución numérica. El bloque Ci en la esquina inferior izquierda 
hace imposible la resolución del sistema como una matriz banda, sin embargo, usando 
un resolvedor que tenga en cuenta el perfil activo de la matriz, esta modificación sólo 
representa un pequeño incremento en memoria. Efectivamente, un análisis detallado 
muestra que sólo Ni,, de las filas de C1 tiene elementos no nulos. El incremento en el 
perfil activo es entonces del orden de Nin,Neq, donde N,, = 2rnNslab +N,, es el número 
total de ecuaciones y N,, el número de nodos en la parte no estructurada de la malla. 



Asintóticamente, esto no es de importancia ya que la memoria total requerida para 
almacenar la matriz es 2NslabNeq (suponiendo que el ancho de banda es en promedio 
Nslab, en general es mayor ya que la malla se refina cerca del barco). El cociente 
entre ambos es Ninv/(2Nslab) , pero como mencionamos anteriormente, el número de 
autovalores no viscosos es igual al de nodos de superficie, de manera que Ninv/Nslab N 

número de nodos en profundidad, y entonces, este incremento se hace despreciable a 
medida que se refina. 

El segundo inconveniente es que el sistema deja de ser simétrico, lo cual representa 
el doble de memoria requerida. Finalmente, los elementos diagonales de las ecuaciones 
adicionales correspondientes a los modos no viscosos (esto es, las Ni,, primeras filas de 
la última fila de bloques en (24) son nulos, con lo cual es muy probable que aparezcan 
pivotes nulos durante el proceso de factorización, en el caso de resolver con un método 
tipo banda o de perfil activo. Estos dos inconvenientes si representan un problema y a 
continuación veremos como podemos resoverlos, al menos parcialmente. 

Con respecto a la simetría notemos que, salvo la última fila de bloques, el resto 
es simétrico. Esto se desprende de que A y B son simétricas (ver (19) y (6)).  Con 
respecto a la parte no-estructurada DnS, puede verse que ésta también es simétrica, 
esto se debe a que tanto el laplaciano (3a) como el término de superficie libre para 
la aproximación de barco lento son operadores simétricos1. Con respecto a la primera 
fila de bloques, veremos en la sección siguiente que F es simétrica. Finalmente, en el 
apartado siguiente veremos que, mediante una apropiada manipulación algebraica, el 
sistema puede ser resuelto factorizando sólo la parte simétrica de la ecuación. 

Simetría de la matriz absorbente 

Mostraremos en esta sección que la matriz absorbente F = -A(I  + h G )  es 
simétrica. Efectivamente, veremos primero que G puede ponerse como un polinomio 
en M- 'K. Consideremos el polinomio 

tal que mapea los Ak en / A k  1 ,  es decir 

Es bien sabido que esto puede lograrse con un polinomio de grado menor o igual que 
Nslab - 1. Consideremos ahora JI(M-~K). Primero veamos que, por (7) 



de manera que 

y ahora basta con recordar que, por (19), A es una combinación lineal de M y K, y 
entonces por (21) F es una suma de términos de la forma M ( M - ~ K ) ~  y K ( M - ~ K ) ~ .  
Pero es sencillo ver que cada uno de estos términos es simétrico 

M(M-IK) = K = simétrica 
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y similarmente para los términos de la forma K ( M - ~ K ) ~ .  Lo cual completa la 
demostración. 

Para cada modo no viscoso hemos reemplazado una de las condiciones (13) por la 
combinación lineal (14). Si pudiéramos reemplazar la restante condición en x = xin por 
una condición como la (14) pero en xout, entonces podríamos repetir la primera fila de 
bloques el proceso hecho con la última y el sistema sería simétrico. Esto no lo podemos 
hacer pero sí podemos agregar tales ecuaciones introduciendo incógnitas auxiliares 

Uk,z + pk Uk = qk, en x = xout, para k = 1,. . . , Ninv (30) 

Junto con las ecuaciones para los modos viscosos (12a) se puede llegar a una expresión 
similar a la (21) pero con un término adicional 

donde Sinv es una matriz de Nslab x Ninv con los autovectores no viscosos. El sistema 
final queda como 



donde 
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D44 = 

- ~ - l  A 0 . . .  - 

A -2B A O . . .  
O A -2B A O 

1 D1lS j 
. . .  O A -2B A O 

O A -2B A 
L A F -  

'(1~éq-Nslab) xNinv 
= [ S*,, 1 

D77$=[(S-1)ln~ o ~ i l , , X ( ~ e s - ~ s i a b ) l  

b 
b = [  ] 

0~1nv x 1 

(s-'),~,, es una matriz de N,,, x Nslab con las N,,, filas de S-' correspondientes a los 
rnodos no viscosos. (Estos son los nutovectores a izquierda de M - I K . )  

Ahora el bloque D4$ es simétrico, y en vez de factorizar todo el sistema es más 
converiiente resolverlo por separado de la siguiente forma 

4 = ~ 4 4 - l  b - (~44-lD47,)~ (34a. O) 
[DQ$ (D$$-~D~Q)]J  = D Q ~  ( ~ 4 4 - l b )  

Primero se calcula y factoriza D4$. D4$ es simétrica, pero de signo indefinido, y ticrie 
la estructura de una matriz estándar de elementos finitos, por lo cual se le puede aplicar 
alguno de los métodos típicos como "skyline" simétrico. Después, el vector D@+-lb y 
la matriz D ~ ~ - ~ D + , ,  son calculados. Esto significa N,,,, + 1 retrosustituciories con la 
matriz previamente factorizada. Reemplazando estos valores en (34b) se obtiene un 
sistema de N,,, x N,,, para J. Este sistema es resuelto y 4 se obtiene de (34a) como iina 
combinación lineal de ~ 4 4 - l b  y las columnas de la matriz D ~ ~ - ~ D ~ , , ,  con coeficientes 
dados por las componerites del vector J. Hemos llamado a este método de superposición. 

El costo computacional de este método es de factorizar una vez la matriz DQ4, que 
tiene la estructura de una matriz estándar de elementos finitos, simétrica pero de signo 
indefinido y N,,, + 1 retrosustituciones. Consideramos que desde este punto de vista 
cste resultado es óptimo. Sin embargo, veremos que si bien la matriz total del sistema 
(32) es en general no singular y bien condicionada, el bloque D4#, es singular para un 
cierto conjunto de valores discretos del número de Froude. 
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. . 
ffx) 

. . . . . . . . . . .  . . .  . . . .  . . .  . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . .  . . .  . . . . . . . . .  . . . . . . . .  . . .  . . .  . . . . . . . .  . . . . . . . .  
: .: . . . . . .  

]=O 1 2 3 N-1 N 
X 

, . a , . , . -  e - -  . , " " " "  . 
x=o x= 1 

Figura 4. Decripción del problema ID para las ecuaciones modales 

Resonancias espúreas 

La matriz que es factorizada D++ corresponde a un problema similar al original, 
pero donde hemos desplazado las condiciones de contorno desde aguas arriba hacia 
aguas abajo. Esto hace que el sistema pueda estar mal condicionado cuando el dominio 
entra en resonancia. Esto puede verse más fácilmente en un ejemplo sencillo que consiste 
en resolver el siguiente problema de condiciones iniciales (ver Figura 4) 

q5,xx + k2+ = f (x) para O < z < 1 (35) 

con condiciones iniciales 
34 d = - = O ,  en x = O  
da (366 

Esta ecuación corresponde a una simplificación de la ecuación para cada uno de los 
modos no viscosos. Si esta ecuación es resuelta por elementos finitos centrados, el 
hecho de tener dos condiciones de contorno en x = O y ninguna en x = 1 hace que 
la matriz resultante no sea simétrica. Obviamente esto no tiene importancia en el 
presente caso donde el problema puede resolverse de izquierda a derecha como si z 
fuera el tiempo. Pero tratando de emular el problema de la resistencia de ola, tratamos 
de resolverlo modificando las condiciones de contorno como 

4(0) = O, en x = O 

4 ,  + (1 - 4 = 1 en x = 1 (37) 

Al cambiar una de las condiciones de contorno desde x = O a x = 1 el problema 
ha cambiado a uno de valores de contorno para la ecuación de Helmholtz. /3 es un 
parámetro real que nos permite pasar de condiciones de contorno tipo Dirichlet ,í3 = O a 
condiciones tipo Yeumann para ,í? = 1 y q es la incógnita adicional. Como el problema 
es lineal en q la solución general es de la forma 

4 = 60 + ~ ( 4 1  - 40) (38) 

donde $0 y q51 se obtienen resolviendo (35) con condiciones (37) y 7 = 0 , l  
respectivamente. Para obtener el valor de q imponemos la primera de las condiciones 
(36) de donde 

q = -  40,x (0) 
41,x(O) - 40,X(O) 

(39) 
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Hemos resuelto el problema para N = 20 para más de 1000 valores de k distribuidos 
logarítmicarriente entre k = 0 , l  y k = 41,7. Para cada valor de k hemos calculado el 
número de condición del sistema sin modificar (35), (36) y el del sistema modificado 
(35), (37) con /3 = 0 (Dirichlet) y ,L? = 1 (Neumann). Los resultados se muestran en un 
gráfico semilogarítmico en la Figura 5. Ambas versiones del sistema modificado (con 
,L? = O y 1) se vuelven singulares para cierto conjunto discreto de números de onda k, 
mientras que el sistema original está "razonablemente" bien condicionado. Recuérdese 
que el operador de Laplace ID tiene un número de condición cx h-2, en particular 
para esta malla su número de condición es N 161. Estos números de onda, para los 
cuales ambas versiones del sistema modificado son singulares, coinciden salvo errores 
de aproximación con los modos propios del problema para las condiciones de contorno 
correspondientes. Por ejemplo, para ,L? = 0 los modos propios se producen cuando un 
número entero de semi-longitudes de onda entran en el dominio, es decir (ver Figura 6) 

y los modos correspondientes son 

Para estos valores de k el denominador en (39) se anula. Mientras tanto, para ,L? = 1 
(condición de Neumann en x = 1) las singularidades se producen cuando un numero 
impar de cuartos de longitudes de onda entran en el dominio (ver Figura 7) 

Para k Ñ 40 existe una transición del sistema de ecuaciones, por la cual los modos 
discretos pasan a ser "evanescentes" en vez de oscilatorios. Esto ocurre cuando 

que en este caso corresponde, efectivamente a k > 40. En este rango las ecuaciones 
cambian completamente de carácter y ambas versiones del sistema modificado pasan a 
tener un condicionamiento muy bajo, mientras que el esquema original pasa a tener un 
número de condición que tiende rápidamente a infinito. Esto correspondería en nuestro 
problema a números de Froude muy bajos, donde algunos autovalores no viscosos pasan 
a ser viscosos, sin embargo, en nuestro método este cambio de carácter no afectaría, ya 
que automáticamente, si un modo pasa de no viscoso a viscoso entonces no se hace el 
pasaje de la condición de contorno de aguas abajo a aguas arriba. 
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Figura 5 .  Número de condición para la ecuación moda1 ID  con el sistema original y el 
modificado con condiciones de contorno Dirichlet o Neumann aguas abajo 

Figura 6. Modos propios del problema 1D con condiciones 
Dirichlet /Dirichlet 

contorno 

Figura 7. Modos propios del problema ID con condiciones de contorno 
Dirichlet /Neumann 



Extensión al problema de resistencia de ola 

En el caso del flujo con superficie libre el parámetro k debe asimilarse al número 
de onda característico del flujo K = g/~,2 oc F F 2  y este ejemplo nos permite extraer 
las siguientes conclusiones: 

Para flujo 2D (por ejemplo, el cilindro sumergido), es de esperar que el sistema 
modificado sea singular para un conjunto discreto de valores de Fr. Este conjunto 
debería mantener, aproximadamente ~ ~ r - ~ = c t e ,  es decir que este conjunto debería 
ser más denso hacia F'roude bajos. 

En 3D, cada modo no viscoso genera su propio conjunto de valores donde el sistema 
modificado es singular, de manera que es de esperar que este sea más denso al refinar 
transversalmente. 

Si bien el cambiar el valor de ,B altera la posición de los puntos singulares, la 
situación no mejora. Experimentando con diferentes ,6 se observa que el conjunto 
de valores singulares se va desplazando con ,B pero no hay ningún valor de ,B que 
los elimine. Si bien hemos intentado evitar el problema de los modos singulares, 
parece ser que el hecho de "cambiar de lugar" las condiciones de contorno, lleva 
indefectiblmente a la aparición de  modos singulares. 

En la práctica el problema de los modos singulares no ha ocasionado inconvenientes. 
Hemos computado los números de condición para cada Fr en los diferentes 
problemas y si bien presenta un comportamiento como el descrito, es díficil (a 
menos que se hagan barridos muy "finos" en el número de Froude) que un punto dcl 
barrido se de tan cerca de una singularidad como para que el número de condición 
sea demasiado alto y esto afecte la precisión de los resultados. En el caso de que esto 
acarreara problemas se podría cambiar la condición de contorno que fue elegida. 
Esto corresponde a reemplazar los pr, por otra cosa en (14) y (30). 

Parece ser que aumentando la longitud del dominio de resolución hace más 
"denso" el conjunto de puntos singulares. Esta es otra razón (además del costo 
computacional) para tratar de acotar lo más posible la malla en la dirección 
longitudinal (eje x). Recordemos que, bajo ciertas condiciones, por ejemplo perfil 
delgado, el método propuesto da soluciones que son independientes del punto 
donde se corta la malla, mientras esto sea fuera de la zona donde se produce la 
perturbación (la zona donde está el casco). 

EJEMPLOS NUMÉRICOS 

Método de superposición. Casco de la serie Wigley 

Considerenios el casco Wigley modelo 1805 A a F'r = 0,5. El cálculo se hizo sobre 
una malla estructurada de 51 x 14 x 14 nodos (longitud/profundidad/manga) y se 
encontraron 14 modos no viscosos, ya que como mencionamos, en general hay tantos 
modos como nodos haya según la manga. En la Figura 8 vemos la contribuciones de 
los diferentes modos (las diferentes columnas de D @ ~ - ~ D @ ,  en (34a) usados para el 
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cálculo de la resistencia. Han sido ordenados de acuerdo al Ip31 es decir, con respecto 
al número de onda. Así j = 1 es el de mayor longitud de onda (menor k J )  hasta llegar 
a j = 14 que es el de menor longitud de onda (mayor k3). En la ref.4 demostramos que 
la resistencia puede ser calculado a partir de la amplitud de las componentes de ola 
que son emitidas hacia aguas abajo. En la figura se puede observar la contribución a 
la resistencia al costado de cada modo. 

# Mode % Drag 

]=14 1 5% 

1'13 1 1 0% 
]=12 08% 

]=11 04% 

]=lo o 1% 

/=9 o 1% 
/=e o 4% 

/= 7 1 0% 

j=6 1 7% 

]=4 ;j 3 7% 
]=5 1 1 8% 
]=3 1 '  1 '1 '58% 
/=2 " i i  ; ,!; ' j  395% 

' e / I ' "  ' 
]=1 , , N 32 5% 

Figura 8. Modos usados en la superposición para el Wigley 

Finalmente, en la Figura 9 vemos las curvas de elevación de la superficie para líneas 
aproximadamente paralelas a líneas de corriente y en la Figura 10 la curva de resistencia 
en función del Froude, donde notamos la buena resolución de los máximos secundarios, 
incluso para Froudes tan bajos como 0,12. 



Figura 9. Elevación de la superficie sobre (cuasi) líneas de corriente 

O 0.2 0.4 0.6 

Figura 10. Curva de resistencia para el casco Wigley 
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Cilindro sumergido en un canal 

Este problema es 2D y consiste en un cilindro sumergido a una profundidad f  
(referida a su eje) de 4 veces su radio b (ver Figura 12). La profundidad del canal es 
H = 2 f .  La malla (ver Figura 11) es básicamente una malla tipo "O" alrededor del 
cilindro con dos capas adicionales estructuradas a la entrada y a la salida. La malla 

Figura 

Figura 12. Curva de resistencia sobre un cilindro sumergido 

básica contiene 10 elementos en la dirección radial y 40 en la circunferencial. A esta 
malla básica se le han agregado dos capas de elementos a la entrada y a la salida 
que es la parte L'estructurada" necesaria para aplicar el método. El Fr se refiere a la 
profundidad, es decir, Fr = U/&$ y el coeficiente de arrastre ha sido adimensionalizado 



y norrrializado como 

El factor ( f /b )3  hace que la curva de resistencia sea independiente del diámetro del 
cilindro en el límite b/ f « 1 (dipolo sumergido). El cálculo de la resistencia se realizó 
para 500 valores de Fr entre 0 ,5  < Fr < 1, y al mismo tiempo calculamos el número de 
condición de la matriz D ~ ~ ( D ~ ~ - ~ D ~ ~ )  en el sistema (34b) (ver Figura 13). 

Figura 13. Número de condición para el problema del cilindro sumergido 

Vcrrios que el número de condición presenta una serie de picos que indicar1 iin 
corijmito discreto de números de Froude para los cuales el sistema se hace singiilar. 
A pesar de esto la curva de resistencia no presenta ningún tipo de irregularidad, lo 
cual es una señal de que estos picos en el número de condición no llegan a afectar la 
precisión del método, al menos no dentro de los parámetros en que hemos realizado cl 
experimento (grado de refinamiento y tipo de la malla, rango de números de Froude, 
etc.). Para números de Froude muy bajos (Fr < 0,6) el número de condicióri crece 
y, a partir de cierto valor los resultados dejan de tener sentido. Todavía no tenernos 
una explicación satisfactoria para este comportamiento, pero de todas formas deberrios 
recalcar que los valores del rango de valores de Froude para los cuales obterierrios 
resultados satisfactorios con este método supera ampliamente el que se obtiene con los 
otros métodos con los que hemos experimentado (fundamentalmente paneles+Dawsori 
y FEM+Dawson). 

CONCLUSIONES 

La condicióri de contorno absorbente DNL para el problema de resistencia rio 
requiere ningún tipo de término disipativo y permite el cálculo de la resistencia eri 
base al flujo de momento por ondas de gravedad a la salida del dominio de cálculo. 
Esto permite obtener curvas de resistencia con picos bien definidos y garantiza que 
la resistencia es siempre positiva. Sin embargo las condición de contorno absorbcnte 
implica el pasaje de un cierto número de condiciones de ecuaciones correspondientes a 
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las condiciones de contorno aguas abajo hacia el plano de entrada aguas arriba. Esto 
afecta notablemente el sistema de ecuaciones de manera que, además de perderse la 
simetría de la matriz, el sistema puede tener pivotes nulos. El método propuesto 
permite la resolución del sistema de ecuaciones factorizando una matriz simétrica 
similar a la que se obtiene para un problema de elementos finitos estándar. De esta 
forma el costo asociado a la resolución de este problema es similar al de un problema 
simple como el operador de Laplace, por ejemplo. La matriz a factorizar puede ser 
singular para un cierto conjunto finito de números de Froude, como ocurre con la 
ecuación de Helmholtz en una cavidad cerrada para las frecuencias que corresponden a 
los modos resonantes de la cavidad. 
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