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RESUMEN

Se presenta una teorfa general para el andlisis dindmico de vigas de seccién abierta de
pared delgada tomando en consideracién la deformabilidad por corte, la no uniformidad de
las propiedades seccionales transversales y la existencia de un estado arbitrario de tensiones
iniciales.

El presente enfoque, ¢l cual se basa en una formulacién variacional general de la teoria de
la elasticidad, permite determinar en forma unificada la ecuacién variacional unidimensional de
movimiento as{ como las relaciones constitutivas para las resultantes de tensién. Posteriormente
se determinan las ecuaciones diferenciales de movimiento.

Se desarrolla una formulacién de elementos finitos basada en la presente teoria, la cual es
usada para la determinacién de frecuencias naturales de vibracién. Se realizan determinaciones
independientes mediante una solucién analitica exacta de las presentes ecuaciones diferenciales.

Se realizan ejemplos numéricos para poner de manifiesto la importancia de los efectos
considerados, asimismo como para mostrar la precision del elemento propuesto.

DYNAMICS OF SHEAR DEFORMABLE THIN WALLED OPEN BEAMS
SUBJECTED TO INITIAL STRESSES

SUMMARY

A general theory for the dynamic analysis of thin walled open beams taking into account
shear deformability, variable cross-sectional properties and initial stresses is presented.
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The present approach, which is based on a general variational formulation of the theory
of elasticity, allows the determination, in a unified fashion, of the governing unidimensional
variational equation of motion of the beam and the constitutive relations for the stress
resultants. The motion differential equations are then obtained.

It is developed a finite element formulation based on the present theory, which is used for
detemining natural frequencies of vibrations. Independent determinations are performed for
simply supported thin walled open beams by means of an analytical solution of the present
differential equations.

Numerical experiments are done to show the importance of the considered cffects and to
assess the accuracy of the proposed finite element.

INTRODUCCION

El comportamiento estatico y dindmico de vigas de seccién abierta de pared delgada
(VAPD) es de gran interés debido a que tales elementos son utilizados frecuentemente
cn la construccién metdlica y aeroespacial por requerimientos de ahorro de peso. Por
otra parte, son usados como modelos basicos de ciertas estructuras especiales tales como
nucleos de edificios y cascos de barcos.

Estos elementos se hallan sujetos a considerables tensiones longitudinales
producidas por el alabeo torsional no uniforme. Este hecho fue senalado
primeramente por Timoshenko! al analizar la estdtica de vigas I doblemente simétricas.
Varios desarrollos posteriores®® convergen en la teoria de Vlasov! que modela el
comportamiento estdtico y dindmico de vigas de pared delgada de seccién abierta
de forma arbitraria. Kste modelo ha sido utilizado en diversos problemas dindmicos,
asimismo como en problemas de inestabilidad eldstica’S.

La teoria de Vlasov no considera la flexibilidad de corte de la viga. Sin
embargo, este efecto conjuntamente con las inercias rotatoria y de alabeo pueden
tener importancia al analizar el comportamiento dindmico de vigas cortas o cuando
es necesario considerar modos superiores de vibracién. Esto es perfectamente conocido
para el caso de vigas planas’.

Los trabajos teniendo en cuenta los efectos mencionados en el comportamiento
dindmico de VAPD son ma&s bien escasos. Bishop y Price® desarrollan un modelo que
considera los efectos de corte e inercia rotatoria asociados con el desplazamiento lateral
de acuerdo a la teoria de Timoshenko para vigas planas. Esta teoria fue implementada
computacionalmente mediante el método de elementos finitos®. Un interesante enfoque
ha sido presentado recientemente por Ambrosini, Riera y Danesi!®, quienes consideraron
el cfecto de inercia de alabeo ademés de los efectos de corte e inercia rotatoria asociados
con el movimiento lateral. El método de integracién numérica propuesto por ellos
permite el andlisis dindmico de materiales viscoeldsticos lineales.

Los trabajos sefialados anteriormente no contemplan la deformacién de corte
debida al alabeo torsional. Los primeros estudios teniendo en cuenta este efecto
estuvieron restringidos a vigas de secciones I, U y V'»'?. Para el caso de secciones
arbitrarias existen segun el conocimiento de los autores tan sélo tres trabajos que lo
consideran'®1415,

No obstante ninguna de las investigaciones citadas analiza el caso de barras
flexibles al corte sometidas a un estado de tensiones iniciales. Con el propdsito de
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solucionar esta situacién en el presente articulo se presenta una teoria general para
la dindmica de VAPD que considera la flexibilidad de corte, la no uniformidad de las
propiedades seccionales transversales y la existencia de un estado arbitrario de tensiones
iniciales. La formulacién tedrica se basa en dos ecuaciones variacionales generales de la
dindmica tridimensional de un cuerpo eldstico en las cuales el tensor de tensiones y el
vector de desplazamientos son funciones variacionalmente independientes. Mediante
una adecuada adopcién de estas funciones se determinan la ecuacién variacional
unidimensional de movimiento y las ecuaciones constitutivas para las resultantes de
tensién. Posteriormente se obtienen las ecuaciones diferenciales de movimiento.

La teoria propuesta es utilizada para el andlisis de vibraciones libres. Se desarrolla
una solucién general computacional mediante una formulacién de elementos finitos
basada en la presente teorfa. Las funciones de forma son elegidas de manera tal de
evitar el efecto de bloqueo por corte. Por otra parte, se obtiene una solucién analitica
exacta para la determinacion de frecuencias naturales de VAPD uniformes simplemente
apoyadas.

Se presentan ejemplos numéricos con el propdsito de ilustrar acerca de la influencia
de los efectos considerados y también de demostrar la precision del elemento propuesto.

TEORIA

Formulacién variacional

Se considera un cuerpo eldstico isétropo sujeto a un estado estdtico inicial de
tensiones 7;; y desplazamientos v; generado por cierta distribucién de fuerzas externas.

Un sistema de fuerzas incrementales de volumen F; y de superficie T; (sobre la
superficie S7) que se aplique a continuacién sobre el cuerpo produce una distribucién
de tensiones incrementales o;; y de desplazamientos incrementales ;.

El comportamiento dindmico resultante puede ser adecuadamente descrito por
medio de las ecuaciones variacionales

0%u; _
~/V O’z‘jéei]’dv + /V Tij&/)ijdv — /V Fi — paTzz (5uidV — o Ti(S’LLidS = (10,)
oW, .. .
/V €ij — —a—a—; do;dV =0, 4,j=u=,y,2 (1b)

siendo

1

1 1
€ij = 5(%‘,;‘ +ujs), Vi = ukgugg, We(oi) = _Z_E(Uii)2 + 15 0% (2a,b,¢)

donde z.y,z son coordenadas cartesianas, ¢ coordenada temporal, W, energia
volumétrica complementaria incremental, &;; y 4;; componentes lineales y no lineales,
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respectivamente, del tensor de deformaciones incrementales de Green-Lagrange, p
densidad del material, £ médulo de elasticidad, G médulo de elasticidad transversal y
1 coeficiente de Poisson. Ha sido empleada la convencién de suma de Einstein. Estas
ecuaciones pueden ser obtenidas naturalmente a partir del principio de Reissner’®. Es
inmediato notar que la primera de ellas corresponde al principio de D’ Alembert de los
trabajos virtuales, mientras que la segunda constituye la ley de Hooke expresada en
forma variacional. Debe reconocerse que 05 y u; son variacionalmente independientes,
estando el vector de desplazamientos sujeto a la restriceidén

du; =0, (u;=1u;) en Su (3)

Se supone que el cambio de configuracién generado por ¢l campo de desplazamientos
iniciales es despreciable de manera tal que pueda describirse la geometria del cuerpo
en la configuracion no deformada.

Procedimiento de unidimensionalizacién

Se considera a continuacién una viga de pared delgada como la mostrada en la
Figura 1 donde 7 y Z son los ejes principales, ¥ y z los ejes paralelos a los primeros
teniendo su origen en el centro de corte SC definido de acuerdo con Vlasov y yg ¥ 20
las coordenadas del centroide medidas con respecto a SC. Se define también un sistema
auxiliar curvilineo s, n. La geometria de la linea media de la seccién se define mediante
letras mayusculas Y (s), Z(s) (0 Y(s), Z(s)).

Con el propédsito de formular una teoria dindmica unidimensional de¢ vigas se utiliza
el procedimiento de Kantorovich!” para “unidimensionalizar” las ecuaciones generales
tridimensionales (1). Para ello es necesario efectuar ciertas suposiciones con respecto
a las distribuciones de tensiones y desplazamientos sobre la seccién transversal de la
viga. Estas pueden realizarse a partir de las hipdtesis que se exponen a continuacién:

a) La seccién de la viga es indeformable en su plano aunque es libre de alabear fucra
de éste.

b) Se supone que el tensor de tensiones resulta de la composicién de dos estados.
El primero de ellos es el estado de torsién pura de Saint Venant y el segundo
corresponde a un estado membranal (uniforme en el espesor).

Luego los desplazamientos son adoptados en la forma,

o = <(2) = 0,(2)7 - 0y (2)7 + 0(x) wls) + [wly, 2) —wls) 5o (4a)
uy=n(z) o)z, . =E(e) + Blaly (4,0)

donde ¢ es el desplazamiento axial centroidal, n y £ los desplazamientos transversales
del centro de corte, ¢ es la rotacion torsional, 6, y #, denotan rotaciones alrededor
de los ejes principales centroidales § y %, respectivamente, w(s) denota la coordenada
sectorial definida de acuerdo a Vlasov, s la coordenada curvilinea mostrada en la Figura
1, € una funcién que describe la variacién de alabeo a lo largo de la viga y w(y, 2) la
funcién de alabeo de Saint Venant.
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Para, el caso de una viga de pared delgada puede expresarse con suficiente precisién

w(y, 2) — w(s) = l(s)n (5)

donde n es la coordenada curvilinea mostrada en la Figura 1, mientras que I(s) denota
la distancia desde el centro de corte a la normal a la linea media de la seccién en el

punto considerado, y es considerada positiva cuando el versor n gira en forma horaria
alrededor de SC.

(©) Q)

O centroide, SC centro de corte, s,n coordenadas curvilineas, 7, £ desplazamientos
transversales del centro de corte, ¢ rotacién torsional

Figura 1. Geometria del elemento estructural analizado

Debe notarse que los desplazamientos transversales dados por (4b) y (4c¢)
corresponden a la hipdtesis de indeformabilidad de la seccién transversal en su plano y
coinciden con la adopcién de Vlasov. En cambio el desplazamiento longitudinal dado

por (4a) es mas general que su correspondiente segin la teoria clasica de Vlasov y
coincide con éste si se imponen las restricciones

_ o _ % _9¢
0. = oz’ Oy = ox’ 0= Oz (6)

De todas maneras éstas no son aqui consideradas.
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Reemplazando las expresiones (4) en la (2a) y transformando tensorialmente al
sistema (z,s,n) puede determinarse la deformacién lineal de distorsién en la linea
media de la seccién como

ezs(z,8,0) = % [(32 - 93> cos{o) + (2—5; - 0y> cos(ag) + (—3% - ) r] (7)

donde

cos{ag) = — —Z—+Y —

ds’ ds ds (8a,5,c)

COS(O’,l) 1= d—s,

dY dz ( ay dz )
r =

cos(awy) y cos{ag) son las componentes del versor director correspondiente a la
coordenada curvilinea s. Los primeros dos términos en la expresion (7) corresponden al
efecto de corte asociado al movimiento lateral, mientras que el dltimo término puede ser
considerado como el efecto de corte asociado al alabeo no uniforme. Puede observarse
que ¢l hecho de no imponer las restricciones (6) implica que, a diferencia de la hipétesis
simplificativa de Vlasov, la deformacién de distorsién en la linea media de la seccidén
no se anula.

Por otra parte, las componentes no nulas del tensor de tensiones incrementales son
adoptadas en la forma

B(z)

(z)  My(z)_ M.(z)

Ovz = = 3= + ?y "2 T, v+ *Cw—w(é’) (9a)
s = T o) = B () - Ly (0 o DTl oy

siendo

Aols) = /Osw(s)ds; As(s) = /OSV(S)ds; Myls) = /:'Z(s)ds (10)

donde N(z) es el esfuerzo normal, My(z) y M,(z) los momentos flectores con
respecto a los ejes centroidales ¥ y z, respectivamente, B(z) el bimomento, Ty, ()
¢l momento flexotorsional, Qy(z) y @, (z) los esfuerzos de corte en las direcciones y y 2
respectivamente, M, (z) el momento torsor total, (M;--7),) el momento torsor de Saint
Venant, A el drea de la seccion transversal, I, y I, los momentos de inercia principales
con respecto a § y z, respectivamente, C,, la constante de alabeo y J la constante de
torsién. Debe observarse que estas expresiones cumplen con la hipétesis b) sefialada
anteriormente.

Las tensiones de corte en el sistema x,y, 2 se obtienen inmediatamente mediante
la transformacién tensorial

Oy = Ozs COS{01), Ozz = Ozs COs{02) (11a,b)
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El campo tensional adoptado es estaticamente compatible y coincide con el de la
teoria de Vlasov, aunque aqui los esfuerzos se mantienen como funciones independientes,
Su relacién con los desplazamientos generalizados viene dada por (1b).

La sustitucién de las expresiones (4), (9) y (11) en (1) permite, luego de integrar con
respecto a las variables y y z, obtener nuevas ecuaciones variacionales unidimensionales
cuyas funciones incégnitas vienen dadas por los desplazamientos generalizados y los
esfuerzos (o resultantes de tensién) s, 6y, 0., 6, n, &, ¢, N, My, M,, B, Qy, Q., T,
y M.

Ecuaciones constitutivas para los esfuerzos

Reemplazando las expresiones (4), (9) y (11) en la ecuacién (1b), de acuerdo a
lo explicado en la seccién anterior y reconociendo la independencia variacional de los
esfuerzos, es posible arribar a las siguientes ecuaciones constitutivas

N = EAS—;; M, = —EI %i M, = —E{Z% (124, b, ¢)
B= EC’w%; M, Ty = GJ‘;—i (12d, €)
gf 0 =RuTw+ Raan@y + Ru3)Q: (12f)
g—z =0, = RonyTw + RpanQy + Bi3Q: (12g)
% —0y = Rz 1yTw + RzoyQy + B3 3)Q (12h)

donde

Ruy = —— [ Ads; c_["
(1,1) — G—C’,{%/O w853 8(1,2} = 8(2)1) = mfo /\w)\zds;

e m 9 e m .
Ran = gp /0 Mds;  Ras = Rg,y = —GC - / Awhyds; (130 — f)

e m s
R(3,3) = G—Zg/() >\de§ R(2 3) = R(3 2) = GI T / )\ Ands;

Si el espesor e resultara ser una funcién de s, las expresiones (13) son todavia
aproximadamente validas con tal de considerar ¢l espesor promedio.

Estas mismas ecuaciones constitutivas han sido halladas por un camino menos
directo que el presente por Capuani et al.'®. Por otra parte, para el caso de barras
sin torsién fueron recientemente obtenidas'®'® relaciones equivalentes a éstas, si se
considera 8 = ¢ = 0. En los ejemplos analizados en estos tltimos trabajos es posible
notar que el efecto de los términos fuera de la diagonal en las expresiones (12f-h) es
pequeno excepto tal vez para vigas muy cortas cuya seccién transversal presente gran
asimetria, o al considerar modos de vibracién muy altos. De todas maneras en estos
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casos podria también ser de importancia la deformabilidad de la seccién transversal en
su plano aqui despreciada. En consecuencia puede proponerse una versién simplificada
de las relaciones (12f-h) la cual no tiene en cuenta el acoplamiento de corte dado por
los coeficientes fuera de la diagonal. Esta puede ser escrita como

o (-9 -0 (8-0): aon (-0
T, = GKy (5 -0): Q=6 (GL-0.)s @ =GK. (5 —6.) (abo)
donde

1 1 1
i GKy, = ;. GK, =
R Y7 Rpg) ° " Rag)

Si la seccion es doblemente simétrica, las expresiones (14) son exactas. La
conveniencia practica de utilizar la versién simplificada dada por estas ecuaciones es
doble, por una parte deben calcularse tres coeficientes de rigidez de corte en lugar de
seis, y por otra parte el sistema gobernante de ecuaciones diferenciales resultante (19)
se desacopla para la situacion estdtica sin tensiones iniciales de igual manera que en la
teoria de Vlasov.

Debe observarse que la presente formulacidn no requiere ¢l uso de factores de
correccién por corte ajenos a la teoria.

GKy =

(15a,b,¢)

Ecuaciéon variacional unidimensional de movimiento

Sustituyendo las expresiones (4), (9) y (11) en la ecuacién tridimensional (la),
integrando esta ultima con respecto a y y z y despreciando términos de orden superior
es posible llegar a

L+ Lgg+Ly+Lp=0 (16)
donde

e 0 (3) s (5) e (32 +54(2) (1)

+Q25(%—Gy)+Tw6(? 0) (x—Tw)cS(g—j)}d:c
(17a)
b= [ {50 (55) + (*>2+z(3—f) w20 (G006 -2 (3230 |+
= lﬂ (3) a3t s] + 4 W) 20 BT ()]s

B
+ Q% [ %, +¢>< 6”+zog¢’>de

+M35[a9 %Dy L (1 +a)8 89]+Q° [ %y, +¢<§ yoa¢)]+

(17b)
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Li = / { do 1, 8820 50, +zyaaf2y59 +Cy 32%9 +A§; (n — 208)0n-+
82
AL €+ )it + D~z = Ayt + 1.6)66 | do
(17¢)
L
Lp = /0 (~0u0s = 407 = Ga86 + a4 1,00, = 000~ medghdat

+ [Nog — M 80, — My66, + Bs0 + Q,0n + Q,06 + M0¢)%7¢

Los pardmetros que figuran en (17) tienen el siguiente significado: m,, my y
mg son los momentos externos por unidad de longitud con respecto a Z, ¥, z,
respectivamente, gz, gy y ¢, fuerzas externas por unidad de longitud en las direcciones
z, Y, %, respectivamente, b bimomento externo por unidad de longitud, I; momento de
segundo orden con respecto al centro de corte, N, M,, My, B, Q,, Q,, M, esfuerzos
incrementales externos actuando en los extremos y N, M7, M{, B®, @Y, Q2, T3, M
esfuerzos iniciales. También han sido definidos los coeficientes

- 1 Jag(y® + 2%)dA
o= (/A szsz> 0 B, = I (18a, b)

T

JaZ(y* +2%)dA 5 _ Jawy® +2%)dA

Debe notarse que Lk, Lixg, Ly y Lp representan los trabajos virtuales debidos
a los esfuerzos incrementales, los esfuerzos iniciales, las fuerzas de inercia y las fuerzas
externas, respectivamente.

La ecuacién variacional unidimensional (16) junto a las relaciones constitutivas
(12) (o su versién simplificada) constituyen las ecuaciones rectoras del comportamiento
dindmico de la viga de pared delgada en consideracién y son la base de la formulacién
de elementos finitos que se desarrolla més adelante.

By = (18¢,d)

Ecuaciones diferenciales de movimiento

Las ecuaciones gobernantes en forma diferencial pueden ser obtenidas mediante
la aplicacién del cilculo variacional a la expresién (16). Operando de esta manera se
llega a

ON 0%¢ 0 0g
S yLa (Q9 + Q%) =g, (19)
oM, d 0 03( 006y

G,
e — Qy+ pl s — QYo + M a_ — a—[( +a)M39,] = —m, (19b)
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9Qy o2 o_@ﬂ) 9 0, A0 5’¢ 0
G pAgln—a0d) 5 (NORD) + o[+ W0m0) 22 + 2 ) =
" (19¢)
oM, %0, Oag 000, O, oo (
97 - Q:+ply—% atz - Q-+ (1+a)M, 8 %(aMmHZ)J——my (19)
0. | , & 0 (00N D [0 o 108 D0,
g oA - o (V5 ) - g [0 N ] - @l = .
(19¢)
0B 0°6
9B 19f
5y~ Lt pCuzy =0 (19f)
OM, o (I, 3 [vof Is0¢ %3
e +PA7()‘£2‘ <Z¢—zo7)'+'90§> 8 {N (‘Z—a‘ w3, +z 205 >J+
9 0 0 0 ¢]__3 ( 03€> ( 0dn> _
- o |2 v 0, + B0 52 - (w2 (199
08 L\ _ 9 o 0( 0% @)_ﬂ 0
+Q (w5 ) - 9 @) + @2 (5~ 53) = 5 oot =
con las condiciones de contorno (en z = 0, L)
N-Q0.-Q¥W,-N=0 o d=0 (20a)
N———
~M,+(1+a)M2+M,=0 o d§0,=0 (200)
N ——
Qy+N"g” (Mg + N ) ¢ Q0¢ Q=0 o dn=0 (20¢)

My +aM{+M,=0 o §0,=0 (20d)
N——
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o¢ 0¢ _
0 0 0 0 _ —
QZ+N%+(MZ+NyO)5;+Qy</i—Qz_0 0 0=0 (20¢)
B-B=0 o 6§=0 (20f)
I;0¢ | 9¢ 377) < 9¢ O ) ( 9¢ 077)
0f:=s e R | 0 i 3 0 _
My + N <A0x+y08x e M ﬂz8x+(9x + M, ﬂyaw oz +

v

"

0 —
B 50 4+ Qo + Qe0)d-Ma=0 o 56=0

~

(20g)

Si se expresan los esfuerzos de acuerdo con las relaciones constitutivas (12a-h) (o
12a-d, 14a-c), éste resulta ser un sistema acoplado de siete ecuaciones diferenciales
cuyas incégnitas son los desplazamientos generalizados ¢, 6y, 6;, 6, n, { y ¢. Para
su mejor visualizacién han sido subrayados los términos correspondientes al efecto
del estado inicial de tensiones. Debe observarse que estas ecuaciones resultan atin
aproximadamente validas para vigas de seccién transversal variable, mientras las
direcciones principales no varien, con tal de tomar los pardmetros caracteristicos de
la seccién transversal como funciones de z.

Estas ecuaciones constituyen uno de los sistemas més completos para el
andlisis dinamico lineal de VAPD, teniendo como casos particulares a los modelos
correspondientes a las referencias?®~'%, complementando ademdas en varios aspectos
a las teorias propuestas en los estudios®®~15.

Puede demostrarse que cuando las longitudes de onda de los modos de vibracion
son muy grandes con respecto a las dimensiones de la seccién transversal (en el caso
estdtico cuando la viga es muy esbelta) las presentes ecuaciones son equivalentes a las
de Vlasov. Esto también puede ser observado mediante los resultados numéricos de las
frecuencias naturales determinadas en forma exacta, como se muestra mas adelante.

Es interesante mencionar las siguientes situaciones de desacoplamiento de estas
ecuaciones:

- Si no existen tensiones de corte iniciales, la ecuacién de movimiento axial (19a)
junto con sus respectivas condiciones de contorno resultan desacopladas del resto.

- En la situacién estatica cuando no existen tensiones iniciales resultan desacopladas
las respuestas axial (19a), lateral (19b y ¢ segun y y 19d y e segin z) y torsional
(19f y g), si son utilizadas las relaciones constitutivas (14a-c).

El sistema gobernante dado por (19, 20) es de utilidad para la obtencién de
soluciones analiticas exactas para ciertos casos particulares, como se muestra mds
adelante, asimismo como para la solucidn aproximada mediante métodos basados
en la formulacién diferencial tales como el de cuadratura diferencial®’, el método de
Ambrosini, Riera y Danesi'® y métodos de diferencias finitas.
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ANALISIS DE VIBRACIONES LIBRES

Solucién general computacional

Con el prop6sito de analizar el problema de vibraciones libres de una viga de seccién
abierta de pared delgada teniendo una vinculacién y un estado inicial de tensiones
arbitrarias se desarrolla a continuacién una formulacién de elementos finitos.

Se considera un clemento uniforme de dos nodos con siete grados de libertad,
en cada uno de ellos, correspondientes a los desplazamientos generalizados. Por
consiguiente el vector de desplazamientos nodales del elemento puede escribirse como

El campo de desplazamientos del elemento es interpolado mediante

¢ =ap+a1i; n=Dby+bi+byi?+ b3z’

b: )
0, = b + Xlz B 1 byF + 3037 £ = o+ 1+ oF? + 33
g N _ _ . » 22a - -
9y = ¢ + X22~i + 2¢oT + 3C3.T2; ¢p=dy+diT+ ngZ -+ d3.’B3 ( g)
3i

a3
0 == dy 4 N + 2doT + -3d3(13
donde los coeficientes a;, b;, ¢; v d; son funciones de tiempo indeterminadas, mientras
que

Tt

121, 12F 7
zzc" 2EI, _ 12EC, (230 — d)

X1 = GK 127 X2 = GK l27 X3 = -C;—leg

le denota la longitud del elemento.
Esta interpolacién, la cual puede ser considerada como una generahzacu)n de
aquella propuesta por McCalley y Archer®', produce
on 9. = Xibs, % , _ xes 0P, _ Xx3dy ,
R y= X2 0 go XS (24a -
oz 2 or 2 oz 2
Luego puede observarse que cuando x;(i = 1,2,3) tiende a cero, esto es cuando la
viga es muy esbelta, las expresiones (24) corresponden a las restricciones de la teorfa
de Vlasov (dadas por las expresiones (6)). Consecuentemente cste elemento reproduce,
en el limite, la mencionada teoria evitando el fenémeno de bloqueo por corte.
Los coeficientes a;, b;, ¢ y d; pueden ser expresados en funcién de los
desplazamientos nodales obteniéndose las siguientes relaciones

¢s=Nip; n=Nyp; 0,=Nzp; {=Nyp; 0, =Nsp; ¢=Ngp; 0=Nrp
(25a - f)

donde N;(i = 1 — 7) son matrices de funciones de forma de orden 1 x 14.
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Reemplazando las expresiones (25) en la ecuacién variacional (16) y ensamblando
de la manera usual puede escribirse
d’P

M——+(K+Kg)P =Q (26)

donde K es la matriz de rigidez proveniente de la expresién (17a), K¢ la matriz de
rigidez geométrica proveniente de (17b), M la matriz de masa proveniente de (17c), Q
el vector de cargas nodales equivalentes proveniente de (17d) y P el vector global de
desplazamientos. Se han empleado férmulas de cuadraturas gaussianas para cfectuar
las integrales pertinentes. A los efectos de determinar la matriz de rigidez geométrica
se han empleado los valores medios de los esfuerzos iniciales dentro de cada elemento.
No se brindan los detalles para la construccion de estas matrices globales a partir de
(16) y (25) ya que éstos son perfectamente conocidos?®®.

Ll presente elemento produce la teoria de Vlasov, como caso particular, imponiendo
valorcs muy grandes para las rigideces de corte (K, = Ky = K, = 10%%) en la matriz
de rigidez y I, = I, = C,, = 0 en la matriz masa.

Para el problema de vibraciones libres aqui considerado no existen fuerzas externas
(Q = 0) y entonces puede suponerse que

P = P* (27)

donde © = 27 f, siendo f la frecuencia natural en Hz.
La sustitucién de (27) en (26) lleva al problema de autovalores

(K +Kg) - Q*M|P* =0 (28)

La solucion de esta ecuacién produce las frecuencias naturales de vibracién f, y
las correspondientes formas modales.

Siguiendo a Bazant y El-Nimicri®?, esta formulacién puede extenderse para analizar
vigas con variacién general de las propiedades seccionales transversales, pérticos y
vigas curvas, debiendo en estos casos transformar los vectores de desplazamientos
generalizados y las matrices de rigidez y de masa a un sistema de referencia global,
ya que los centros de corte y de gravedad y las direcciones principales y longitudinales
de los distintos elementos no serdn coincidentes. Fsto serd mostrado en un trabajo
posterior. De todas maneras en el caso de vigas rectas de seccién transversal suavemente
variable el presente enfoque es directamente aplicable, mientras los ejes principales sean
invariables.

Solucién analitica para las vibraciones libres de vigas simplemente apoyadas

Se considera una VAPD uniforme de longitud L sin tensiones de corte iniciales.
Como se ha sefialado para esta situacién la ecuacién para el desplazamiento axial ¢
(19a) resulta desacoplada y su solucién es bien conocida. Por lo tanto, en lo que sigue
se presenta solamente la solucién para el movimiento flexo-torsional (ecuaciones 19b-g).
Se adoptan las condiciones de “apoyo simple”

08, _ ... 9y 00
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Es inmediato observar que las condiciones de contorno (29) son satisfechas tomando
soluciones en la forma

p=abul@) 0 m=ahi@ S0 E=ah@ 00
0 = a2Cn(z) B(2); 0, = asCn(z) B(1); 0y = asCn(z) B(t)
donde

Sp(z) = sin <n%1:> ;. Cn(z) = cos <%rz) i B(t) =cos(2nft) (n=1,2,...)
(3la —c¢)
Las o;(i = 1,...,6) son constantes y f es la frecuencia natural (¢cn Hz).
Sustituyendo las expresiones (30) en las ecuaciones (19b-g), una vez que en éstas se
hayan recmplazado las relaciones constitutivas (12), y factoreando se-llega a un sistema
algebraico de la forma

6
S[Ai; — @nf)’Bijla; =0; i=1,2,...,6 (32)
7=1
donde A y B son matrices simétricas de 6 x 6. En el caso de utilizar las ecuaciones
constitutivas simplificadas (12a-e, 14a-c), las componentes no nulas de estas matrices
vienen dadas por

nm\ 2 I
Ay = () 16U + Ku) + N3 + M3G. + M6, + 5]

n
Aig = Az = —GKy <“L‘7£>

2 2
nmw nm
A1,3 = A3,1 = — <-—Z—_j—) (Mg + NOZO); A1’5 = A5,1 = (z"> (MS + Noyo)

2 2
Aoy = (”%) ECy < GKu; Ay (GK, + N°) (T)

nm . (nm\? (33)
Asy: Az =—GKy - ) Asq = EI, A +GK,
2
Ass - (GK, + N°) (%) i Asg = Ags = —GK, (%)

n\ 2

A6,6 = .EIy <17> + GK,; Bl,l = pIs

Biz = B3y = —pAzy; Bis= Bsy = pAys; Bap=pCy

By — pA; Bya=pl,;; Bss=pA; Bsg=ply

La solucién del problema de autovalores (32) para distintos valores de n permite

determinar las frecuencias naturales y sus correspondientes modos de vibracién. Otras
soluciones analiticas como las desarrolladas en las referencias™?* son casos particulares
de la presente.
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EJEMPLOS NUMERICOS

Con el propésito de ilustrar acerca de los efectos considerados se obtienen las
frecuencias naturales para algunas situaciones en vigas I y U (Figura 2). Se adoptan
las ecuaciones constitutivas (12a-e, 14a-c) para las determinaciones numéricas (éstas
son exactas para la seccién I y aproximadas para la seccién U). La precision del
enfoque numérico propuesto se estudia por medio de la comparacion entre los presentes
resultados de elementos finitos con los obtenidos mediante la solucién analitica y con
valores disponibles en la literatura. Para el cdlculo mediante elementos finitos se utilizan
en todos los casos considerados 20 elementos. Las frecuencias correspondientes a la
teoria de Vlasov son determinadas mediante el presente algoritmo de la manera como
se ha explicado previamente. Tanto para la solucién analitica como para la numérica
se emplea el método de iteracién inversa para resolver los problemas de autovalores.

(Q)

‘Seccidn 1

/S -
[ LT (b)

5C L I h  Seccion U

Figura 2. Ejemplos estudiados

Como primer ejemplo se consideran vibraciones torsionales de una viga I libre de
tensiones iniciales con las siguientes caracteristicas (Figura 2); h = b = 60 cm, e = 3
cm, £ =2,10 x 10" N/em?, G = E/2,60, p = 7,83 x 1073 kg/cm?. Las primeras cinco
frecuencias naturales torsionales cuando la viga se encuentra “simplemente apoyada”
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(¢ = B - 0) se muestran en la Tabla I para h/L = 0,05, 0,10, 0,15 y 0,20. También
se muestran, a los efectos de comparacién, los resultados segtin la teoria de Vlasov.
Puede observarse que para h/L = 0,05 (viga esbelta) las determinaciones mediante la
presente teoria no difieren apreciablemente de los resultados de Vlasov. A medida que
se consideran longitudes de vigas mds cortas y modos superiores, los efectos de corte ¢
inercia de alabeo adquieren importancia.

Caracterfsticas: h = b = 60 cm, e = 3 cm, E = 2,10 x 10" N/cm?,
G = E/2,60, p=7,83 x 1073 kg/cm3

Casos: 1. Consideracién de efectos de corte e inercia de alabeo
II. Modelo de Vlasov
a) Método analitico, b) Método de elementos finitos

h/L Caso f fa f3 f4 fs
T La 11,08 35,00 73.20 124,60 | 187,30 |
0.05 Lb 11,08 35,00 73,30 124,70 | 188,00
ILa 11,10 35,40 75,50 131,40 203,30
ILb | 11,10 35,40 75,50 131,40 203,30 |
La 35,04 124,60 959,80 427 40 616,20
0.10 Lb | 3504 124,60 260,20 429,20 | 621,70
La 35,48 131,40 291,20 514,80 802,30
ILb 35,48 | 131,40 291,20 514,80 802,50
La 73,28 259,80 519,70 818,40 1135,70
0.15 Lb 73,29 260,00 521,10 824,10 | 1150,90
La 75,51 291,20 650,70 1153,60 1800,50
i ILb 7551 | 291,20 650,50 1153,80 1801,00
La 124,60 427 40 818,40 1243,50 1679,60
0.20 1b 124,60 427,80 | 821,60 1254,80 1707,50 |
ILa 131,40 514,80 1153,60 2048,10 3198,00
ILb 131,40 514,80 1153,70 2048,30 | 3198,80

Tabla I. Frecuencias torsionales de vigas I simplemente apoyadas (¢ = % =0)

Debe cobservarse que los resultados determinados mediante elementos finitos
muestran muy buena concordancia con las predicciones analiticas, siendo la maxima

diferencia del orden de 1 % aproximadamente.

En la Tabla IT s¢ muestran resultados de elementos finitos para otras condiciones de
borde. Como puede apreciarse, los efectos de corte e inercia de alabeo son mas notables
para el caso de vigas doblemente empotradas. Asi por ejemplo para A/L = 0,20 la
diferencia porcentual con respecto al modelo de Vlasov de las cinco primeras frecuencias
de vibracién es de 22, 46, 71, 96 y 120 %.
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C.B. h/L Caso f1 fo f3 fa fs
0,05 I 19,70 50,80 95,20 151,30 217,80
I 2000 | 52,60 | 10080 | 16490 | 244,90
0,10 I 70,10 178,40 322,60 492,00 680,20
B I 7440 | 20230 | 39430 | 650,10 | 969,90
0,15 I 14540 | 35220 | 61000 | 89830 | 1208,60
11 164,90 451,90 883,50 1458,80 2178,20
0,20 I 237,40 547,10 917,80 1321,90 1751,00
11 291,60 801,20 1568,30 2591,00 3869,90
0,05 I 14,80 42,50 83,90 137,80 202,80
11 14,90 43,50 87,60 147,60 223,60
0,10 1 50,80 151,00 291,60 461,10 651,50
B9 I 5260 | 164,80 | 340,70 | 580,40 | 884,20
0,15 I 106,70 306,80 566,90 862,30 1180,50
1I 115,00 367,00 762,50 1301,80 1985,10
0,20 I 178,30 489,90 871,60 1289,50 1729,70
11 202,30 650,00 1353,00 2311.,60 3526,30
0,05 I 5,63 22,30 53,00 97,30 154,00
I 564 | 22,50 5430 | 102,10 | 165,90
0,10 I 15,20 73,20 184,70 333,60 509,50
. I 1530 | 7650 | 20430 | 39570 | 651,20
0,15 I 2050 | 150,50 | 370,60 | 642,30 | 94550
1I 30,00 165,80 453,90 884,80 1459,90
0,20 I 4880 | 24720 | 586,50 | 980,50 | 1405,60
1I 50,10 290,60 803,40 1569,70 2592,10

Caracteristicas: h =b =60 cm, e = 3 cm, E = 2,10 x 107 N/cm?,
G =E/2,60, p=17,83 x 1072 kg/cm®

Casos: 1. Consideracién de efectos de corte e inercia de alabeo

II. Modelo de Vlasov

Condiciones de borde (C.B.): E—empotramiento (¢ = 6 = 0),
S—apoyo simple (¢ = B =0)
L-extremo libre (B = M, =0)

Tabla II. Frecuencias torsionales de vigas I con varias condiciones de borde
Como segundo ejemplo se analiza una viga 1 cantilever con las caracteristicas:

b=16,00m, h=3,00m, e =0,20m, E=3x10'° N/m?, E/G = 2,30, p = 2500
kg/m®. Este caso ha sido estudiado por Capuani, Savoia y Laudiero'®. Como puede
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observarse en la Tabla III, los resultados determinados por Capuani et al.'®, muestran
una muy pequeila diferencia con los presentes resultados. Esto era de esperarse ya que,
aunque los elementos desarrollados son diferentes, la presente teoria para el caso de
vigas libres de tensiones iniciales coincide con la de los investigadores mencionados.

También se observan en la Tabla III los resultados calculados en la referencial®

de acuerdo al modelo de Vlasov.

frecuencias debida a los efectos de corte e inercia de alabeo.

Nétese la gran disminucién de los valores de las

{ Presente Capuani et al.*® Capuani et al.'® Modelo de
enfoque 12 elementos 24 elementos Vlasov'®
f1 57,80 57,70 57,70 66,20
fa 252,10 252,20 250,40 384,90
f3 545,30 549,90 540,50 1064,30
 fa 842,10 857,60 832,70 2079,60
fs 1140,70 1167,20 1124,40 3433,80

Caracteristicas: h=3m, b —=6m,e=0,2m, L =15 m, 4
E =3x 10" N/m? G = E/2,30, p - 2500 kg/m?

Tabla III. Frecuencias torsionales de una viga I en voladizo de hormigén armado

Gendy y Saleeb'* | Noor et al.?® Noor et al.?® Presente enfoque
Elemento HMC2 | Modelo Viga | Modelo Lamina a) b)

f 11,42 11,38 11,42 11,43 - 11,39
fa 23,15 23,15 23,15 23,15 23,14
| f3 42,67 42,57 42,67 42,73 42,55
| fa 58,05 57,67 58,17 58,32 57,98
5 107,88 106,50 107,20 | 107,42 106,32
| Je 145,12 144,50 144,60 | 145,13 144,37
Caracteristicas: b = 0,0254 m, A = b/2 m, e = 0,000635 m, L = 1,016 m,

FE =6,985 x 10!° N/m?, G = E/1,5151, p = 2600 kg/m?

Casos: a) Modelo de Vlasov
b) Consideracién de efecto de corte e inercias rotatoria y de alabeo

Tabla IV. Frecuencias flexo-torsionales de una viga U en voladizo

A continuacién se estudian vibraciones acopladas de una viga de seccién U
empotrada libre. Los datos considerados son como sigue: E = 6,985 x 100 N/m?,
G = E/1,5151, p = 2600 kg/m3, b = 0,0254 m, h = b/2 m, e = 0,000635 m,
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L =1,016 m. Este ejemplo fue analizado por Gendy y Saleeb* para probar su elemento
finito HMC2. Una comparacién entre los resultados de las referencias!*?® y los aqui
determinados se muestra en la Tabla IV. La concordancia es muy buena. No obstante la
viga analizada es muy esbelta de manera tal que los efectos de corte e inercias rotatoria
y de alabeo no son muy notables en este ejemplo.

Seguidamente se analiza una viga U cuyas caracteristicas son (Figura 2): F : =
2,10 x 107 N/em?, G = E/2,60, p = 7,83 x 10" 3 kg/cm®, h = b = 60 ¢m, e = 3 cm,
L = 300 cm, 400 cm, 600 cm y 1200 cm. Para las condiciones de apoyo simple se
determinan frecuencias naturales mediante los métodos analitico y numérico. Las
frecuencias desacopladas (movimiento en el plano zy) no son consideradas. Como
se aprecia en la Tabla V, existe muy buena concordancia entre los resultados analiticos
y numéricos. La discrepancia con respecto a los valores segin el modelo de Vlasov
se hace mas notable a medida que disminuye la esbeltez y que aumenta el modo de
vibracién como era de esperar.

h/L Caso f1 f2 3 fa s
Ta 6,09 20,40 26,20 43,00 72,50
0.05 Lb 6,09 | 2040 26,20 43,00 72,70
a 6,13 20,90 27,00 45,40 79,60
TLb 613 | 2090 27,00 45,40 79,60
La 20,44 72,50 94,90 146,70 237,70
0.10 ILb 20,44 72,60 95,00 147,10 234,40
IL.a 20,94 79,60 106,30 177,30 314,00
II.b 20,94 79,60 106,30 177,30 314,10
la 43,03 146,70 191,40 278,00 417,50
0.15 Lb 43,03 146,80 191,50 279,30 421,90
IL.a 45,40 177,30 238,50 397,10 704,80
II.b 45,40 177,30 238,50 397,10 704,90
La 72,50 232,70 303,90 417,60 605,60
0.20 ILb 72,50 233,10 304,00 420,00 612,00
M.a 79,60 314,00 423,50 704.80 1251,80
II.b 79,60 314,00 423,50 704,80 1252,00

Caracteristicas: h = b =60 cm, e =3 cm, £ = 2,10 x 10" N/cm?,
G =E/2,60,p="7,83 x 107 kg/cm?

Casos: I. Consideracién de efectos de corte e inercias rotatoria y de alabeo
II. Modelo de Vlasov
a) Método analitico, b) Método de elementos finitos

Tabla V. Frecuencias flexo-torsionales de vigas U simplemente apoyadas
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Resultados de elementos finitos para otras condiciones de contorno se dan ¢n la
Tabla VI. De igual manera que en el caso de vigas I, la mayor influencia del corte y de
las inercias rotatorias y de alabeo se da en vigas doblemente empotradas.

CB h/L Caso f1 e 3 Ja s
1 0,05 I 11,40 2060 | 53,10 55,20 86,00
| u 11,80 31,50 60,20 | 61,00 100,10
0,10 I 40,30 98,70 | 163,50 | 177,60 254,90
EE Il 45,00 | 12310 | 239,90 | 240,60 | 396,90
0,15 I 80,10 | 183,80 | 289,50 | 319,10 438,70
I | 10040 | 27580 | 539,40 | 539,80 | 891,60
0,20 I 125,00 | 272,90 | 421,50 | 462,50 624,10
N 11 177,90 | 489,40 | 958,50 | 959,00 | 1584,10
0,05 I 8,40 24,80 38,80 48,90 79,40
I | 860 25,90 41,70 52,90 89,50
0,10 I 29,60 85,70 | 130,50 | 160,50 245,20
.S I | 31,50 | 100,10 | 16560 | 207,70 | 354,30
0,15 I 60,80 | 165,70 | 244,30 | 294,60 431,10
I | 69,70 | 22380 | 372,00 | 465,60 795,50
0,20 I 98,60 | 253,30 | 36640 | 434,00 618,80
J I 123,10 | 396,90 | 661,10 | 82680 | 1413,10
0,05 I 2,83 9,03 12,68 30,80 54,30
11 2,84 | 10,05 12,96 32,20 59,90
0,10 I 8,40 36,30 42,30 | 104,80 174,10 |
Bl | m | 850 38,40 4570 | 123,90 236,90
0,15 I 16,90 75,70 8570 | 201,00 314,90
I | 1740 8550 | 100,30 | 276,60 532,00
0,20 I 28,20 | 123,00 | 138,60 | 306,40 458,80
I 29,60 | 15540 | 176,60 | 490,30 | 945,00

Caracteristicas: h = b::60 cm, e =3 ¢cm, E = 2,1 x 107 N/cm?,
G = FE/2,60,p-:7,83 x 1073 kg/cm®

Casos: I. Consideracién de efecto de corte e inercias de alabeo
II. Modelo de Vlasov

Condiciones de borde (C.B.): E- empotramiento (¢ = 6
S--apoyo simple (¢ = B =
L-extremo libre (B = M, = My, = Q, =0)

Tabla VI. Frecuencias flexo-torsionales acopladas de vigas U con varias condiciones de borde
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Finalmente se analiza una viga simplemente apoyada idéntica a la del ejemplo
anterior sujeta a un esfuerzo axial inicial N = 2FI,/L?. En la Tabla VII puede
observarse el efecto rigidizador de este esfuerzo inicial. También se observa la excelente
concordancia entre las predicciones numéricas y las analiticas, siendo la mayor diferencia
del orden de 1 %. Debe notarse que a diferencia del efecto de corte, la influencia de los
esfuerzos iniciales afecta en mayor medida a los modos méas bajos.

h/L Caso f1 f2 f3 Ja 5
La 9,07 24,40 27,10 4750 | 77,30
0.05 Lb 9,07 24,40 27,10 47,50 77,50
ILa 6,09 20,40 26,20 43,00 72,70
La 33,70 90,20 98,60 167,20 | 256,20
010 | Lb 33,70 90,30 98,60 | 167,60 | 257,90
ILa 20,44 72,50 94,90 146,70 937,70
La 74,10 189,90 200,30 331,60 482,20
0.15 Lb 74,10 190,00 200,30 332,90 486,70
La 43,03 146,70 191,40 | 278,00 | 417,50
La 129,50 316,20 321,30 526,80 741,10
0.0 Lb 129,50 316,70 321,10 | 529,60 749,70
TLa 72,50 232,70 | 303,90 417,60 | 605,60

Caracteristicas: h = b =60 cm, e = 3 ¢cm, E = 2,10 x 107 N/cm?,
G = 1/2,60, p = 7,83 x 1073 kg/cm?

Casos: 1. Viga con esfuerzo normal N°
II. Viga libre de esfuerzos iniciales
a) Método analitico,b) Método de elementos finitos
Se considera efecto de corte e inercias rotatoria y de alabeo

Tabla VII. Frecuencias flexo-torsionales de vigas U simplemente apoyadas sometidas
a un esfuerzo normal inicial N° = 2 BI,/L?

CONCLUSIONES

Se ha presentado una teoria general para el andlisis dindmico de vigas no uniformes
de seccién abierta de pared delgada, tomando en consideracién la flexibilidad de corte
y la existencia de un estado arbitrario de tensiones iniciales.

El método de derivacién estd basado en una formulacién variacional mixta de la
teoria tridimensional de la elasticidad. Estas ecuaciones son unidimensionalizadas
mediante un procedimiento tipo Kantorovich. El presente enfoque permite la
determinacién unificada de las ecuaciones unidimensionales de movimiento y de las
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relaciones constitutivas en funcién de los esfuerzos (o resultantes de tensién) y de los
desplazamientos generalizados. Es importante notar que las ecuaciones constitutivas
obtenidas no requieren el uso de factores de correccién por corte ajenos a la teoria.

Las presentes ecuaciones constitutivas ponen de manifiesto ¢l acoplamiento entre los
esfuerzos de corte, el momento flexo-torsional y sus distorsiones generalizadas asociadas
para secciones asimétricas. De todas maneras en vista de que este acoplamiento es débil
se ha propuesto una versién simplificada no acoplada de estas relaciones constitutivas.
Actualmente se estd llevando a cabo una investigacién para evaluar la diferencia entre
estas dos versiones.

La presente teoria es mas general que las presentadas en las referencias en
cuanto a que aqui es tenida en cuenta la existencia de un estado arbitrario de tensiones
iniciales conjuntamente con la flexibilidad de corte y en cuanto al hecho de reconocer su
aplicabilidad al caso de secciones no uniformes. No obstante, los modelos mencionados
contemplan otros efectos, no considerados en este trabajo, a saber: la teoria de Muller
tiene en cuenta de una forma promediada la distorsién de la seccidén transversal, el
modelo de Gendy y Saleeb estd desarrollado para vigas curvas teniendo a las vigas
rectas como caso limite al considerar el radio de curvatura tendiendo a infinito y
la teoria de Capuani, Savoia y Laudiero es aplicable a secciones cerradas. Luego el
presente desarrollo tedrico complementa a los mencionados. El objetivo futuro de los
autores esta centrado en desarrollar una teoria unificada que contemple todos los efectos
sefialados.

El presente modelo fue implementado computacionalmente mediante una
formulacién de elementos finitos, la cual ha sido usada para la determinacién de
frecuencias naturales de vibracién. Se han realizado determinaciones independientes
mediante una solucién analitica de las ecuaciones diferenciales desarrolladas.

Los ejemplos numéricos realizados muestran que la influencia de la flexibilidad de
corte y de las inercias rotatoria y de alabeo sobre la dindmica de VAPD es notable al
considerar modos superiores de vibracién y aun para los modos méas bajos en el caso
de vigas con poca esbeltez. También presenta una importancia crucial la consideracién
de tensiones iniciales.

Las comparaciones numéricas efectuadas muestran la muy buena precisién del
elemento finito propuesto. Considerando la importancia de los cfectos estudiados y
el hecho de que el elemento desarrollado no es mucho mas complejo que un elemento
formulado segin la teoria de Vlasov, es que se recomienda su uso para el andlisis
dindmico de este tipo de elementos estructurales.

El presente procedimiento numérico puede ser adaptado para analizar problemas
de inestabilidad elastica, asimismo como para el andlisis estdtico geométricamente no
lineal.
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