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RESUMEN

Un problema clasico de la teoria de ldminas de Love-Kirchhoff (limina sin deformacién
transversal) reside en la correcta definicién de las condiciones de contorno estaticas. Después
de una serie de articulos principalmente dedicados a la presentacién de teorias de laminas
completas®™?, los autores exponen la obtencién de las condiciones de contorno asociadas a una
teorfa incompleta como la de Love-Kirchhoff, denominada CTO en el texto, a partir de una
formulacién energética consistente con los trabajos anteriores.

SUMMARY

A classical problem in Love-Kirchhoff shell theory stays in statical boundary conditions
definition. Following some papers mainly dedicated to the construction of complete shell
theories®”*, the authors show how to obtain boundary conditions consistent with an uncomplete
shell theory, as the Love-Kirchhoff theory, by an energy approach compatible with previous
work.

INTRODUCCION

' Las teorias matemadticas para €l andlisis de estructuras laminares suelen construirse
a partir de las ecuaciones de campo del continuo 3D, utilizando como sistema
coordenado el intrinseco al cuerpo, definido por su superficie de referencia X
—usualmente su superficie media, definida por los puntos equidistantes de las dos
caras externas de la ldmina (ver Figura 1)— y una direccién exterior a la misma'?,
o bien formulando directamente una teoria bidimensional asignando a la superficie
de referencia un nimero finito de vectores directores, usualmente uno solo®!®, que
completan la descripcién de la deformacién de ¥ proporcionada por el cambio de sus
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dos primeras formas fundamentales con el fin de cubrir la deformacion de la lamina
como sdlido.

Ambas vias pueden generarse a partir de una 1nica presentacién de las ecuaciones
cinematicas de la ldmina partiendo de una formulacion 3D en la cual los distintos
campos de variables geométricas se desarrollan en serie de potencias de 7, coordenada
exterior a ¥ que completa el triedro local'®. Cada uno de los factores asociados a las
sucesivas potencias de 7 aparece entonces como vector director segin la teoria directa.

Por este procedimiento puede construirse una familia jerarquica de teorias
laminares que denominaremos CTN'!, siendo de particular interés la CT1 por ser la
mas sencilla de las teorfas completas. Por teoria completa entenderemos aquella que
no introduce simplificaciones adicionales a la propia discretizacion del comportamiento
transversal de la lamina. En esta direccién los trabajos presentados por Moya'! y
Casanova'? exponen la incorporacién de este tratamiento al problema estatico con
material hiperelastico y elastoplastico respectivamente.

La principal ventaja del empleo de una teoria completa reside en que cualquiera
de las variables estaticas, o esfuerzos generalizados, que intervienen en el equilibriio
del cuerpo produce deformacién. Por lo tanto se pueden incorporar los esfuerzos
cortantes al conjunto de variables energéticas estaticas, y ninguna de las componentes
del tensor de deformaciones de Lagrange resulta nula. Esta posibilidad se desvanece
en la teoria clasica de laminas, basada en la hipdtesis de Love-Kirchhoff*. Ello induce
una serie de conocidas desventajas puesto que este modelo, que denominaremos en
lo sucesivo CTO, no permite reproducir deformaciones transversales y por lo tanto
los esfuerzos cortantes sélo pueden interpretarse como resultante de las tensiones
tangenciales transversales, pero no como variables energéticas, y en particular se deriva
una incompleta reproduccién de las condiciones de contorno en los bordes libres.

Fue Kirchhoff*® quien en 1850 presenté una primera prueba de la reduccién de las
condiciones de contorno en placas, introduciendo sus conocidas reacciones:

oM,
Vz = Q:c + "gy""y"
M,
Vo =Gy + azcy

como sistema estaticamente equivalente al formado por cortantes y torsores. En el
presente articulo se desarrolla una prueba completa de la consistencia de esta reduccién
de esfuerzos en el contorno con el modelo cineméatico CTO, utilizando para ello
argumentos energéticos. Se recurre al cédlculo de variaciones para obtener tanto las
conocidas ecuaciones de equilibrio de la ldmina de Love-Kirchhoff como la expresiéon
de las reacciones de Kirchhoff en un sistema curvilineo cualquiera, y en particular a
lo largo de la curva cerrada que delimita el borde de la l4mina sobre la superficie de
referencia.

Nétese que todos los cilculos se desarrollan en configuracién actual, o deformada,
por lo tanto los esfuerzos generalizados seran esfuerzos de Cauchy, o verdaderos, y las
ecuaciones de equilibrio obtenidas serdn directamente las requeridas para el analisis
no-lineal.
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MATERIA PRELIMINAR

Comenzaremos por derivar las ecuaciones de equilibrio interno y condiciones de
contorno de una ldmina B sometida a fuerzas conservativas en un sistema coordenado
convectivo %, a = 1,2, definido sobre la superficie de referencia de la lamina 2.

Usualmente esta superficie privilegiada coincide con la superficie media de la
ldmina, y las coordenadas #* se identifican con los pardmetros Gaussianos de ¥. El
sistema de referencia de las posiciones de los puntos materiales de la lamina en R?
se obtiene completando las coordenadas de superficie con una coordenada externa: 7,
y el contorno del volumen V ocupado por B comprenderd los puntos situados sobre
las caras inferior y superior de la ldmina definidas por n = a, 7 = b y denominadas
¥~, It respectivamente, y los puntos pertenecientes a la arista E, definida por el
cilindro n x 8%, n € [a,b]. 8% es la curva cerrada que define el contorno de B sobre
la superficie de referencia, luego X = ¥ N E. Todos estos conceptos geométricos se
representan en la Figura 1.

contorno de ¥°: 37X UEUE
espesor de 6 :h=b_a

Figura 1. Descripcién geométrica de la ldmina ' = {§*,7},a=1,2 ; i=1a3.

Las ecuaciones de equilibrio interno y condiciones de contorno pueden generarse
de forma cémoda y elegante a partir del principio de trabajos virtuales, expresién de
la condicién de estacionalidad de la energia potencial, la cual es necesaria y suficiente
para asegurar el equilibrio estatico del cuerpo en estudio. Para ello partiremos de
su expresién 3D, y mediante integracién sobre el espesor obtendremos su forma 2D
ya definida en las variables de superficie #*. El principio variacional mencionado se
escribe®!*:

1. .
§V = /( T bgF — p*b.6 )dV—-/ SpdA = 0 1
L\ 7=T 98— r'bdp ., 0P (1)

quedando recogidas todas las magnitudes empleadas en su definicién en la Tabla I. Sea
r(6*) el vector posicién de un punto de B perteneciente a la superficie de referencia, y
az la normal unitaria a Y. Tendremos entonces
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or

a, = — =r

« a0~ * (2)
a; X as

ag = ——
|a1 X a2|

a, son los vectores naturales del sistema coordenado 6 o velocidades de . La hipétesis
cinemadtica de Love-Kirchhoff (CTO) se escribird entonces:

p(6)) = x(6%) + na (3)

cualquiera que sea la configuracién de la lamina B. Sobre la base de esta hipétesis, la
evaluacién de los vectores naturales del sistema #* en cada punto de V es inmediata y
se incluye en la Tabla I. Nétese que el vector p — r, que define la posicién de un punto
de B respecto a X, vale nas, luego su mdédulo y direccién respecto a la superficie de
referencia permaneceran constantes cualquiera que sea la configuraciéon de la lamina
seguin establece la teoria de Love-Kirchhoff.

Recurriendo a las férmulas de transformacién de los elementos de volumen y area
contenidos en la Tabla I, la ecuacién de partida se convierte en:

&V = /{N"ﬁaa + M%.bag, + Q.?ag—p(ﬁﬁr + }13.6a3)}d2—
b))

_ / a.(6r + nbag)dA = 0 (4)
a8y

con las siguientes definiciones

N —. %/a T d’!} (5)1

1 b
M* = — T*d
\/E/.," n

Q = %/abwn

correspondientes a los vectores de esfuerzos generalizados, cuya interpretacién se
presenta en la préxima seccidn, p serd la densidad de masa de B por unidad de superficie,

(5)2,3

0 1
vy B, B las fuerzas mdsicas generalizadas por unidad de masa.

N b
pB = / pp™n" bdn
o (6)
p = / pp™dn; N =0,1
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Variable

Definicion

Expresion general

Expresién en el marco CTO

p(6)

Ti

Gag

vector posicion de los
puntos materiales

de la lamina en
configuracién actual.

vectores naturales del
sistema coordenado 6*.

vector de tensiones.
T‘dﬂ‘dok(i #£itk)
define la traccién total
actuante sobre el
elemento de drea definido
por los incrementos
infinitesimales d6 d§*.

fuerzas maésicas por
unidad de masa.

fuerzas de superficie
por unidad de area.

densidad de masa por
unidad de volumen
en configuracién actual.

tensor métrico del
sistema coordenado 6*.

determinante del tensor
métrico de {6*}.

tensor métrico del sistema
coordenado 8¢,
primera forma funda-

mental de I.

determinante del tensor
métrico de {8}

define la segunda
forma fundamental

de T.

define la tercera
forma fundamental

de T.

elemento infinitesimal
de volumen de V.

elemento infinitesimal de
superficie sobre X.

tensor laminar.

determinante del
tensor laminar.

- -
Tl = /gtTlJ gJ
T;j es el tensor de
tensiones de Cauchy.

97 = & &5
gt = |9."j|
Cap = a.8g

a = lagg|

bap = —8a-83 9 = 3.84,8

Cag = 83‘0‘.83# = bé.b,\p

dV = /g*dérdo?dn
dT = \/adé' d6?
uh =88 — by

p=ul=1-2nH + n*K

H y K son la curvatura
media y total de
T respectivamente.

{

Ba = HaBg
g; = a3

9ap = aap — 2nbap + M’cap
- -—

ggg =0

933 =1

Tabla I.

Definiciones basicas.
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La ecuacién (4) contempla el contorno 8V de lalamina en su totalidad. Siguiendo su
descomposicidn en caras inferior y superior y arista, expuesta en la Figura 1, la integral
correspondiente al trabajo virtual de las fuerzas de contorno q se descompone en tres
sumandos asociados respectivamente a ¥~, £t y E segiin la notacién introducida.
Cada uno de ellos lleva asociado un elemento de area cuya expresién puede darse en la
forma?:

d¥ " =p d¥
dT t = utdzT
dE = pgdsdn

con la siguiente definicién de los escalares u*, pg:

+
g
* -a_ 3 gi = lgi:ﬁl

g (1)

BE = /11— 20X%bapd8 + 7PA%capA8

| g:fﬂ| es el determinante del tensor métrico sobre las caras de la ldmina, y A* son las
componentes contravariantes del vector tangente a la curva X parametrizada en s,
longitud de arco:

dr 3 o d
A—E(s)zz\aa,/\_ds (8)

gaﬁ = 9;6|r;:a + a:a'aﬁ
(9)

935 = 9apln=b + babp

Establecidas estas relaciones geométricas sobre 3V, el principio variacional (4) se
convierte en suma de dos integrales:

§Y = / {N“.&aa + M®.6a, o + Q.62; — [(& + pﬁ) br+ (é; + pﬁ) .6a3] } ds—
p

- 1{9 E(Fo‘.ér + F.a,)ds = 0 (10)

La primera de ellas corresponde al trabajo virtual desarrollado por los esfuerzos
y fuerzas generalizadas sobre la superficie media de la ldmina, y la segunda integral
proporciona la reduccién al contorno 8T de la superficie media del trabajo virtual de
las fuerzas aplicadas sobre la arista E. Para la escritura de (10) se han empleado las
definiciones auxiliares siguientes:
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= ptt"qt +.p"aVq"
(11)

m2 oz

b
= / pen"qedn; N =0,1

Las ecuaciones anteriores muestran como se reduce a ¥ las tensiones actuantes
sobre las caras inferior y superior de 8, resultando unas fuerzas de superficie a y uno
momentos de superficie <11, asi como las tensiones aplicadas sobre E, arista de la lamina,
que se transforman en el marco de la teoria CTO en fuerzas y momentos por unidad

0 1
de longitud del borde 0% : F y F respectivamente.
Invocando el tecrema de Gauss, o teorema de la divergencia, la primera de las dos
integrales puede transformarse como sigue. La versién 2D del teorema de Gauss se

escribe?:
x
/z Y

/ % (Vav®) , ds

= ?{ v%nyds
oL

siendo n, las componentes covariantes del vector n, normal unitaria exterior de 0%
sobre X. La definicién de derivada covariante del sistema v* es:

(12)

(\/a_v"‘),a = v, + e ot (13)

oo L
e =
a

Vva

'S son simbolos de Christoffel de segunda especie de la superficie £(6%). La normal
unitaria n se relaciona con el vector tangente a 9 definido en (8) mediante la ecuacién:

Na = EapA® (14)
El sistema e,g es el tensor de permutacién, definido por el producto mixto:

Ea = (aaaﬁa3)’
€12 = —€1 = Va
€11 = €22 = 0

Aplicando directamente (13) a los sistemas N.6r, M.jaz obtendremos:

(N®- &r). VaN© . 6r),,

1
'\7‘5(
(M® - B3s)la = —=(v/aM" - b2o),

y derivando por partes en el segundo miembro resulta:
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(N®-6r)|a = N%¥q:6r + N*.da,
(15)
(M® - ba3)|la = M|, -bag + M- bazq

donde la definicién (13) se ha extendido a un sistema vectorial v* (basta sustituir en

esta ecuacién v*® por v*). Llevando (15) a (10) e invocando el teorema de Gauss se
obtiene finalmente:

0 1
8V = jiz[(N ng—F)-ér + (M na—F)-6a3] ds —

0 1
- /E{[N“Ia + (<°1+/>B)] -6r + [M"‘la + (a+pB) - Q] -6a3} g = 0
(16)
Con esta 1ltima ecuacién damos por concluida esta seccién dedicada a establecer las
ecuaciones bdsicas sobre las que se asienta el presente trabajo. No obstante, antes
de abordar el cuerpo de este articulo complementaremos la definicién de los esfuerzos
generalizados (5) con la expresién de sus componentes en la base natural a;. Utilizando

la definicién de T* dada en la Tabla I en funcién del tensor de tensiones de Cauchy se
obtiene:

b * . : 3
N* = / \ o T¥gidn = NPas+ N=%ay
b * .
M* = / \/g— T*gindy = M*Pag+ M*3as (17)
«a Va

b * .
Q = / V%Ts'gf dn = QPas+Q%a,

Con las siguientes definiciones de las componentes de los esfuerzos generalizados (basta
recurrir a la definicién de g} para teoria CTO, contenida en la Tabla I).

Sistema Componentes tangentes Componente normal
b b
N© NP = / s T dn N = / pT*3dn
a a
b b
M Maﬂ — / “”’gTa—yndn Ma3 — ”TaSndn
a a
Q b 3 3 b s
Q® = f pb TV dn Q* = [ uT%dn
a a

Tabla II.
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DEDUCCION DE LAS CONDICIONES DE CONTORNO
CONSISTENTES CON LA TEORIA CTO “

Para satisfacer el principio de los trabajos virtuales, cuya versiéon 2D queda recogida
en la ecuacién (16) referida al sistema coordenado 6, deben anularse los dos sumandos
del primer miembro de esta ecuacién escalar. La integral de superficie proporciona las
ecuaciones de equilibrio de la ldmina referidas a ¥ puesto que ha de ser nula cualesquiera
que sean las funciones de prueba §p (desplazamientos virtuales generalizados ér, a3
de la superficie de referencia). Se obtiene por lo tanto

N% + @ = 0 ( 8)
1
Mala + al = Q

donde q, = <01+ p]03 es la fuerza actuante por unidad de superficie, y q; = (11+ p]13 el
momento de primer orden medido en las mismas unidades, ambos vectores reproducen
la accién resultante sobre ¥ de las fuerzas de masa y las fuerzas superficiales aplicadas
sobre las caras ¥~ y £t de la ldmina. El sistema (18) proporciona 6 ecuaciones
escalares que involucran 15 incégnitas, de las cuales tan solo 13 son independientes
como se muestra a continuacién. Recurriendo a la Tabla II, las componentes tangentes
del vector Q pueden ponerse como:

@ = [ msTn = [ boean — 1 / " uTrdn
a a
donde se ha empleado la definicién del tensor laminar 5. Por lo tanto resulta
Q* = N2 -b5M™ (19)
y en forma vectorial:
Q-a* = (N*-bM")-a3 (20)

Ambas ecuaciones prueban que tan solo 13 componentes de esfuerzos generalizados son
independientes, pudiendo eliminar de (18); las componentes Q%, resultando:

\

Naﬂla_ngcd_*_qg -0

N3 4 bogN*P 4+ 35 = 0
> (21)
M8, +3 = NP

Masla_*_q:l; - 'Nas

J

Numerosos autores han propuesto ecuaciones equivalentes a (21), ya en componentes
prop q )
tensoriales!?1*¢ o fisicas!’. Por iltimo, el término N3 definido por
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N33 — Q3 _ baﬂMaﬁ

junto con la ecuacién asociada (21)4 suelen descartarse del sistema de ecuaciones de
equilibrio interno. Una justificacién de esta opcién puede esbozarse al estudiar la
traccién y momento resultantes sobre una determinada seccién de la ldmina, cuestién
que se aborda dentro de este apartado.

El restante sumando del primer miembro de la ecuacién (16) proporcionaré por su
parte la expresién 2D de las condiciones de contorno al exigir su anulacién. Para ello
procederemos en primer lugar a expresarlo en componentes tensoriales y a continuacién
realizaremos una transformacién de coordenadas que permita identificar los esfuerzos
generalizados actuantes a lo largo del contorno 9¥. Sea Isy la integral en cuestidn,
invocando (17) se llega a:

0 1
f { [(NPng — F#) 6r + (MPn, - FP) bag] -ag +
8%

0 1
+ [(N“sna - F¥) ér + (M*®n, — F?) 6a3] 'a3} ds =0

Los desplazamientos virtuales generalizados pueden expresarse a su vez en el
triedro local. Basta introducir la definicién del campo de desplazamientos de X, que
denominaremos d(6*):

d=r-R (22)

donde el vector posicién R define una configuracién de referencia de la superficie £(6),
usualmente su configuracién inicial (libre de tensiones y deformaciones). Por ser ag
perpendicular a esta superficie, y unitario se cumplira:

azg-ra, = 0 , azg-azg = 1
luego en virtud de (2);
bag-a, = —0r,-ag
(23)
683 -ag = 0

y puesto que dd = dr, resulta para Isy:

0
Isy = f {(N“ﬁna—-FB)6d-aﬁ+
ax

0 1
+ [(W*ng - F*) 5d — (MPn, - FP) 5d,,3]a3} ds =0 (24)
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Como puede observarse, en la ecuacién anterior intervienen exclusivamente la variacién
de los desplazamientos de X, éd, y su derivada respecto a las coordenadas de superficie,
4d g. Anotando que en el sistema local se cumple:

v = v,a% 4 viaz
(25)
ve = (valﬂ - baﬂ'vs)aa + (’03,;3 + bgv,,)as
tendremos para §d(6*):
6d‘aﬂ = 5dﬁ
6d'83 = 6d3 (26)

6dg-as = bdag+ b)od,

relaciones directamente utilizadas para expresar (24) exclusivamente en componentes
tensoriales:

Y

0
Ipy = ]f {(]V“ﬂna ~ FPY §dg + (N**n, — F3) 6dy —
8L .

1
— (M°Pn, — FP) adg,ﬂ} ds = 0
> (27)
Naﬂ — Naﬁ _ bgMa'y

R 0 1
FP=FP _WBF
7
La ecuacidn (27); esta referida al sistema coordenado §*, pero la integral que la define
ha de evaluarse sobre la curva cerrada 0X(s) donde s es el parametro longitud de arco.
Por lo tanto sobre el contorno de ¥ tendremos §* = §*(s) y puede entonces realizarse
el cambio de coordenadas unicamente valido en un entorno de cada punto de esta curva

definida por:

r(6%) = r(s) + vn(s) (28)
siendo n{s) la normal unitaria exterior a §X, cuyas coordenadas covariantes se definieron

en (14), y v es un infinitésimo: |v| < 1. En lo sucesivo las coordenadas curvilineas asi
. s PX )
definidas se escribirdn 6 :

(29)
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Se comprueba inmediatamente que este sistema es ortogonal, y que sus vectores
naturales son unitarios sobre 0%, por lo tanto las componentes de cualquier sistema
expresado en la base &, y evaluadas sobre el contorno de la superficie de referencia
coincidirdn con sus componentes fisicas. Los nuevos vectores base valen:

a. —_a_l:..—g—x_i_ d_n

M=% 8 TV

_ dr Or (30)
az~=a—§2=6—l]:n

La curva 0Y se definird ahora por 8 = 0. Las ecuaciones de transformacién de
coordenadas sobre la superficie I seran segin (28) y (29):

! 301 (951 (31)
Lo
86, 98 2
e invocando (30) se deduce directamente:

o6~

e
o6~ o (32)
— =n
a9

Estas ultimas relaciones nos permiten transformar cualquier tensor de superficie en los
puntos de la curva cerrada 3X. Previamente adoptaremos la siguiente notacién para
los desplazamientos virtuales éd:

dd=nu

resultando para los distintos érdenes de tensores implicados en la integral de contorno:

oo = 070
39" 86°
9> '
N® = 37 N (33)
89" _
Uﬁ = W u,y ]

donde M7 ... son las componentes de M7 ... en la base a,. Invocando (32), se obtiene
en cada punto de 9X%:
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M = XMUNR 4 X MPPP 4 n MPNE 4 o MPPnP
Na3 — Aale + naN23
ug = Agly + ngus

Llevando estas relaciones a (27) y utilizando las propiedades intrinsecas de los vectores
A, n (unitarios y ortogonales entre si) asi como la nueva definicién de éd resulta:

Ipy = f‘;z{(ﬁza — FYa, + (N2 - 7‘23)713 — (M? - ﬁa)ﬂm} g =0 (34)

Conviene realizar una interpretacién fisica de los distintos sistemas que contituyen
la dltima ecuacién presentada, con objeto de asignarles en sentido mds afin a los
conceptos técnicos de esfuerzos generalizados, como el de esfuerzos de membrana,
momentos flectores y torsores. Los sucesivos aspectos a destacar son:

(I) La integral Iyy ha quedado expresada en el sistema coordenado 8%, en el cual

8" coincide con la coordenada curvilinea s, longitud de arco de la curva X que
delimita el contorno de la superficie de referencia de la ldmina. Ademads, para el
célculo de esta integral todas las funciones que pertenecen a su integrando han
de tomar sus valores sobre esta curva. Este aspecto debe tenerse en cuenta para
el desarrollo de los cdlculos siguientes.

(IT) El sistema N definido en (5); proporciona directamente la traccién resultante
sobre una “a-seccién”de la lamina segin la definicién de T incluida en la Tabla
I. Una a-seccién comprende al conjunto de puntos de B tales que {* = C*tevs,
ny a # f}. Por lo tanto si el sistema de referencia adoptado es precisamente

67, las componentes de la traccién total a lo largo de 82(51) seran precisamente

las N'% resultando:

— componentes tangentes, o de miernbrana: N2t y A2,
- componente externa, o cortante: A 23
Todas ellas quedan representadas en la Figura 2.

(ITT)  El momento actuante a lo largo de una a-seccién seré:

m —‘/—5/"(7183)XT dn

:a3xM°‘

(35)

y si el sistema M® se expresa en coordenadas 8, las componentes del momento
actuante a lo largo de 3T(9") seran:
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m’ = M”(a, x&d,) + M*(a, xa,)
“ (36)
= —M*n + M®A

Por lo tanto M?*! definird el momento torsor y M?*? el momento flector a lo largo
del contorno de la superficie de referencia de la ldmina. También se han representado en
la Figura 2. En los comentarios anteriores no se incluye ninguna interpretacién de N**
y M3, Estas tltimas componentes de M® no intervienen directamente en el equilibrio
local de la ldmina como demuestra la ecuacién (19), y pueden omitirse en desarrollos
posteriores. Sin embargo Q@ y b3M?" tienen caricter de esfuerzo cortante en virtud
de esta misma ecuacién y de la interpretacién realizada del sistema A'**. M4s detalles
sobre otros aspectos de esta cuestién pueden hallarse en™"®.

W‘ 21 (%2'
mll

Figura 2. Interpretacién de los componentes de N®, M<,

Vamos a interesarnos-a continuacién por el tercer sumando de la integral de

contorno (34). Recordando lo expresado en el punto (I) anterior, podremos reescribirlo
como:

1 1 !
(M= — Foyg,, = % [(M" _ J-")Hs] — (M =P, T + (M - F)T,, (37)

Llevando (37) a (34) resulta:
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. . . . 1
Iz = foy {(N’“—}"’)ﬂa + (A/”-F)a,-(Mn—fz)m,z}da‘ =0
st = N2 + M,zxx (38)
PRRI R

puesto que la diferencial total obtenida al introducir la expresién (37) en Isx produce
un trabajo virtual nulo sobre el contorno cerrado d%(9'). El sistema de fuerzas por
unidad de longitud A% define los esfuerzos efectivos sobre el contorno. Las condiciones
de contorno se obtienen directamente de la ecuacién anterior. Se deducen condiciones de
contorno cinematicas en aquellos puntos de 3% donde estan restringidos los movimientos
por las condiciones de sustentacién de la estructura, y condiciones de contorno estaticas
o de tensién impuesta, en aquellos puntos de X sobre los que actian fuerzas efectivas
1

F% 0 momentos F?. Tendremos por lo tanto:

(I) sobre 0%, : %; =0, Ty, =0

(II) sobre 8%, : N* = F*' M*» = 7 (39)
oY = 0%, Ud%,

Nétese que el torsor no interviene en (II). Un caso particular de interés se presenta
cuando JY coincide con una de las coordenadas de superficie, pongamos 6#, sobre una
determinada longitud. En tal caso esta zona de la arista F de la lamina coincidira con
una a-seccién (a # ), y tendremos por lo tanto®:

ds = | /agﬂdOB
1 (40)

Nas = N©3 + Maﬁ’ﬂ
Ve

En (40); quedan definidas las reacciones de Kirchhoff de la ldmina CTO. Proporcionan
un sistema estaticamente equivalente al constituido por los cortantes N** y los torsores
M°B alo largo de la a-seccién y constituyen, junto con los esfuerzos de membrana Nev
y el flector M>*, el sistema de esfuerzos en el contorno consistente con la hipétesis
cinemdtica de Love-Kirchhoff (3). EI principio de Saint-Venant garantiza que las
condiciones de contorno asi formuladas conduciran a la solucién correcta en el interior
de ¥, produciéndose una alteracién de la misma al considerar puntos muy préximos a
0% (este fendmeno se conoce como efecto de borde de Kirchhoff).

CONCLUSIONES

El objetivo del presente articulo es doble: por una parte se pretende mostrar cémo,
recurriendo a técnicas variacionales ya empleadas en trabajos anteriores™*', se pueden
generar las condiciones de contorno formalmente consistentes con el modelo cinematico
adoptado para describir las deformaciones de la lamina en forma 2D, y ello aun en
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el caso de optar por una teorfa laminar incompleta como lo es la de Love-Kirchhoff
(CTO), puesto que es incapaz de reproducir la deformacién por cortante —ecuacién
(38)1—. Ademads, y este es el segundo punto tratado, este mismo aborde del problema
de equilibrio muestra cudles han de ser en tal caso las variables estaticas a computar
sobre el borde de la 1dmina con objeto de imponer satisfactoriamente las condiciones de
contorno, llegando asi a la definicién de las reacciones de Kirchhoff de la lamina CTO
en la ecuacién (38),:

A = N™ 4 M2

Esta ecuacién define el cortante efectivo a lo largo del contorno 9%(s). Su
particularizacién al caso de contorno coincidente con una de las coordenadas de
superficie se facilita en la ecuacién (40).
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