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RESUMEN

En el trabajo se presenta la formulacién de un modelo constitutivo capaz de simular, de
manera general, procesos elastopldsticos con grandes deformaciones. El desarrollo del modelo
se basa en la descomposicién multiplicativa del tensor gradiente de la deformacién F = F¢. F?.
Luego, la energia libre y las variables internas se escriben en la configuracién intermedia, en la
que se desarrolla el modelo. Mediante el empleo de la férmula de Doyle y Ericksen se obtiene la
expresién espacial del modelo. Finalmente se aplica el modelo general al caso de metales. En
este caso se utiliza a posteriori la hipdtesis de pequefias deformaciones eldsticas, tipica de estos
materiales. En otro trabajo que contintda y acompana al presente se trata la implementacién
numérica y se presentan ejemplos de aplicacién.

SUMMARY

In this paper a general finite strain elastoplastic constitutive model is presented. The model
is based in the multiplicative decomposition of deformation gradient tensor. Consequently,
the free energy function as well as the internal variables are written in the intermediate
configuration, where the model is derived. The spatial expression of the model is obtained from
the Doyle-Ericksen formula. Finally the general model is applied to the case of metals. In this
case the small elastic strains hypothesis, typical of this kind of materials, is used a posteriori. In
part IT of this work, the computational implementation is provided and numerical simulations
are studied.
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INTRODUCCION

La teoria de la Plasticidad constituye una herramienta fundamental para la si-
mulacién de procesos .de deformacién en sélidos, caracterizados por la aparicién de
deformaciones irreversibles. En la inmensa mayorfa de los casos, el inicio de
los fenémenos de plastificacién se produce para pequefios valores de la deformacidn,
pero el rango de deformaciones que debe ser considerado depende tanto del tipo de
material como del proceso de deformacién que se estudie. Asi, en materiales frigiles
(hormigdn, cerdmicas, rocas, etc...), la rotura se produce para pequefios valores de
la deformacién y el comportamiento pldstico de interés puede ser modelado mediante
modelos elastopldsticos con pequeiias deformaciones. La utilizacidn de materiales mas
dictiles, como el acero, en ciertas aplicaciones como las de la Ingenieria Civil limita,
por consideraciones constructivas, el rango de deformaciones utiles o de servicio a
pequeiios valores, con lo que de nuevo pueden modelarse con la teorfa de pequefias
deformaciones. En otros casos, sin embargo se utiliza un material diictil en procesos
en los que se producen grandes deformaciones; tal es el caso del acero en numerosas
aplicaciones de la Ingenieria Mecdnica (procesos de conformado de metales, analisis de
problemas de impacto) cuya importancia hace necesaria la consideracién no sélo de
grandes desplazamientos sino también de grandes deformaciones en ¢l sélido analizado.

La extensién de la Teoria de la Plasticidad en pequefias deformaciones a los casos de
deformaciones finitas se inicia, esencialmente, con los trabajos de Green y Naghdi * que
han sido continuados hasta nuestros dias por numerosos autores =%, configurando un
entorno consistente en el que situar un modelo elastoplastico de grandes deformaciones.

En este trabajo se presenta un modelo de dicho tipo desarrollado por el primer
autor en su tesis doctoral ¢, que sigue, en lineas generales las propuestas de Simo y
Ortiz 3~° cuyas caracteristicas mds importantes son:

¢ Descomposicién multiplicativa del tensor gradiente de la deformacién. Esta hipéte-
sis cumple el rol de la clasica descomposicién aditiva de los tensores de deformacién
tipica de la teoria de pequeflias deformaciones, que puede recobrarse para el pro-
blema de grandes deformaciones mediante una adecuada definicién de los tensores
de deformacién eldsticos y plasticos (Simo y Ortiz ?)

e Utilizacién de una ecuacién constitutiva hipereldstica para el calculo de la
respuesta elastica. Frente a otras alternativas, del tipo hipoeldstico de amplia
utilizacion en la préctica 7, la consideracién de ecuaciones constitutivas hiperelasti-
cas resulta plenamente consistente con la termodindmica de los sélidos deformables.
Ademas presenta importantes ventajas de tipo computacional al ser la cinemética
totalmente explicita *, que se emplea sin necesidad de recurrir a costosos esquernas
de integracién ”.

¢ La novedad introducida en por el primer autor en su Tesis Doctoral 8, y discutida en
otros trabajos previos 87!, consiste en utilizar a posteriori la hipétesis de pequetlas
deformaciones eldsticas. Esta idea junto con el empleo de un algoritmo de integra-
cién de la ecuacién constitutiva elastopldstica, del tipo predictor elastico-corrector
pldstico™®'!, permite la generalizacidn del cldsico algoritmo de retorno radial al caso
con grandes deformaciones.
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CINEMATICA

La cinemética del problema elastopldstico con grandes deformaciones es quiza uno de
los aspectos mds controvertidos del tema. En el trabajo se parte de la nocién de la
configuracién intermedia, que conduce a la clasica descomposicién multiplicativa del
tensor gradiente de la deformacién F en sus componentes eldstica y plastica *:

F = F¢ F? (1)

Tensores de Deformacién

Esta descomposicién multiplicativa no es incompatible con otras aditivas, como
p )
puede verse en diferentes referencias *>%'*~'%. Luego, en la configuraciéon original °€) se

define la componente pléastica del tensor de Cauchy-Green derecho CP mediante:

CP = FPT FP (2)

De manera andloga a la definicién del tensor de Green Lagrange E = %(C - Q),
se define su componente pldstica:

B = (C"-G) 3)

donde G es el tensor métrico en la configuracidén material. Luego en dicha configuracién
resulta la descomposicién aditiva del tensor de Green Lagrange E = E® + EP 12, En
el Cuadro 1 se resume la cinemitica en la configuracién original.

C? =FP* .G . F?

Eezé(C —CP)

1
Ef =5 (C" -G) (4)
B =2(C-G)

E =FE° + FE?

Cuadro 1. Tensores de deformacion en la configuracién original °2.

Calculando el push-forward ¢, * de los tensores de deformacién en la configuracién
original °), se obtienen los tensores de deformacién en la configuracién deformada Q.
Operando de manera andloga se obtienen los tensores que caracterizan la cinematica
en la configuracién intermedia ‘Q¢, sélo que en este caso se emplea el push forward
plastico ¢§. Una discusién detallada del tema puede encontrarse en el trabajo de Simo
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y Ortiz 3, en la tesis doctoral del primer autor °, y en los trabajos de Kleiber ¥**. La
cinemética de la configuracién intermedia '2¢ se indica en el Cuadro 2.

C :F6T~g-F6
wl=prT.g Frt
% :%(a_e)
_ 1 -

E' =2 (G ¥
~ 1 - _

E =3(C -G)
E =E° + EP

Cuadro 2. Tensores de deformacién en la configuracién Intermedia ¢,

El tensor G indica el tensor métrico en la configuracién intermedia. El tensor P2
se denomina tensor plistico de Finger, v g es el tensor métrico espacial. Los tensores
E°, E, y E” indican al tensor de deformacién y a sus componentes eldstica y plastica
respectivamente.

En la configuracién deformada *§) se definen el tensor de Finger b, su componente
elastica b* 1, el tensor de Cauchy Green izquierdo #*¢. El tensor de deformacién de
Almansi e, asi como sus componentes eldstica y pldstica e® y €, se obtienen a partir de
los tensores definidos anteriormente y del tensor métrico espacial g, como se muestra
en ¢l Cuadro 3.

1
€ i _ be—l
e 5 (g )
1
V4 _ = be--l b—l
& =1 )
1
== bt
e 5 (9 )
e =¢e° + €

Cuadro 3. Tensores de deformacién en la configuracién deformada Q.
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La deduccién de estos tensores se encuentra detallada en trabajos previos de los
autores 8-1°, La relacién entre los mismos se muestra en la Tabla I, y se ilustra en la
Figura 1 819,

Q) tQe tQ
C=F"gF C = F¢"gF° g
CP = FPTGF? G (°)7! = (F°) "G(F*)™!
@ L ¢t® :
G —  (BP) = (FP) TG(FP)' — b '=FTGF™
PRI _ . $*© _
E=3;(C-G) — E=3(C-(")7) — e=1i(g-b")
—p —_ — e\—1 -1
E? = }(C? - G) E' =1C-()7") e’ = () —b7)
E° = i(C - C?) E°=4(C-G) et =g - (697
E=E°+ FE”? E=E+E e=¢e°+é€P

Tabla I. Relacién entre los tensores de deformacién.

/
\

°Q

FP

[T €zl

Figura 1. Cinemadtica del continuo elastopléstico.
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Observacién 1 La relacién entre los tensores CP y b° !, presentada en
el Cuadro 3 resulta fundamental en la deduccién de la implementacién

numérica del modelo que se discute en la continuacién de este trabajo
16

¢*

Pu

-

Derivadas de los Tensores de Deformacién

En la definicién de la regla de flujo del modelo, y también en la expresién
incremental del mismo resulta necesario emplear los tensores denominados usualmente
en la literatura como tasas o velocidades de deformacién. En la configuracién original
Q) la geometria permanece fija y puede emplearse directamente la derivada material
para obtener la variacién temporal de los tensores de deformacién.

Sin embargo tanto para la configuracién intermedia 'Q}¢ como la configuracién
deformada *Q) es necesario tener en cuenta el cambio en la geometria del problema,
y para ello deben utilizarse derivadas objetivas. FEn este trabajo se emplea la derivada
de Lie L, *°, y cuando corresponde la derivada pldstica de Lie LP. De esta manera
en la configuracién intermedia se obtienen los tensores D = L2(E), D° = LP(E®), y
D” = LP(EP). En la configuracién deformada resulta: d = Ly(e), d® = Ly(e®), y
d? = L,(€eP). Las relaciones entre los tensores velocidad de deformacién se indican en
la Tabla II.

o0 tQe t0)

E E:Lg@}: d=L,(e) =

= :{(C+LIC+TLy,) = L(F®)""(C + LZC + CL,)(F°) "
. e @*(P) e —e é*(e)
E «— D =LHE")= — d°=L,(e®) =

= §(§+ LTE° +E°L,) = (FE)—T(§+ LIE° + E°L,)(F)™
. #(p) «(e) 7
Ef ¢—-—> D’ = Lg(ﬁp) = ¢_> 4P — L,(e?) =

= (LG +GL,) = (F°)""(L;G + GL,)(F*)™
E=E+E D=-D'+D" d=d°+d°

Tabla II. Relacién entre los tensores tasa de deformacion.
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Observacion 2 La derivada EP se puede reescribir en funcién de la
derivada. C? de la componente pldstica del tensor de Cauchy Green
derecho ¢. Este es uno de los resultados mas importantes de la
cinemaética del problema porque relaciona la componente pldstica del
tensor velocidad de deformacién d” en la configuracién deformada tQ,
con el cambio del flujo pldstico C? en la configuracién original €2,. La
relacién entre los tensores d? y CP se expresa mediante operaciones de
push-forward ¢, y pull-back ¢* ©:

¢ *
C? 2 dP
2,

MODELO CONSTITUTIVO EN LA CONFIGURACION INTERMEDIA

En este punto se formula el modelo constitutivo capaz de describir el
comportamiento de sdlidos elastopldsticos con grandes deformaciones. El desarrollo
del modelo cumple con los postulados de la mecénica no lineal de los medios continuos,
y en consecuencia debe satisfacer el Principio de Objetividad, Simetria Material, la
Segunda Ley de la termodindmica, etc.. Ademds el modelo se desarrolla en el contexto
de la Teoria de la Plasticidad con variables internas.

Funcién de Energia Libre

La definicién del modelo parte, de manera consistente con la cinemética adoptada,
de la. descomposicién multiplicativa del tensor gradiente de la deformacién F = F*¢ F?,
Consecuentemente el modelo se escribe en la configuracién intermedia. Para ello se
propone la siguiente funcién de energia libre:

¢ = o(F,F?, &) (4)

en donde & es un conjunto de variables internas que tiene en cuenta la distribucién
de defectos en la red cristalina o dislocaciones "~*® y sus movimientos, que gobiernan
la propiedad del material que se conoce mds ingenierilmente como endurecimiento.
Teniendo en cuenta la descomposicién multiplicativa del temsor gradiente de la
deformacién puede escribirse F¢ = F¢(F, FP), y la ecuacién (4) admite el siguiente
caso particular:

¥ = ¥(F° a) (5)

La introduccién de la hipdtesis de elasticidad desacoplada '° permite expresar a la
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energia libre como la suma de dos componentes:
U = ¢+ §? = §¢(F°) = P(a) (6)

La sustentacién fisica de esta hipdtesis se basa en que los niveles de energia necesarios
para distorsionar la red cristalina, que es la responsable de la deformacién eldstica, son
diferentes de los niveles de energia necesarios para el deslizamiento intercristalino.

Fluencia y Potencial Plastico. Variables Internas.

La funciones de Potencial y Fluencia Plasticas se escriben en el espacio de
deformaciones. Con el fin de satisfacer el principio de equipresencia la funcién potencial
se define empleando los mismos argumentos de la funcién de energia libre y asf resultan:

G==G(F¢,&a) F=F(Fa) (7

En el contexto de la descomposicién multiplicativa la regla de flujo se define
mediante la evolucién de la componente plastica del tensor gradiente de la deformacién
F?. El tensor gradiente de velocidad pléstico LP -= FP . FP~’ ticne una interpretacién
+ fisica muy clara como puede verse, entre otros autores, en los trabajos de Asaro 7 y
Kroner y Todosiu '®. La Figura 2, segiin Asaro *7, ilustra la cinemética de un sélido
cristalino, y la deformacién debida un deslizamiento cristalografico.

Figura 2. Cinemdtica de un solido cristalino *7.
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El movimiento del cristal puede expresarse en funcién del vector unitario s* que
indica la direccién del deslizamiento y de su reciproco m!, para cada sistema elemental.
La velocidad de deformacién plastica, o velocidad de deslizamiento de las dislocaciones
puede expresarse en funcién de la velocidad de deslizamiento de cada sistema elemental
4 mediante:

n
¥ Z"y s'@m' (8)

i=1
El tensor gradiente de velocidad plastico admite la descomposicién en una
componente simétrica, el tensor velocidad de deformacién plastica intermedia DP
y una componente antisimétrica llamada velocidad de rotacién plastica WP. Una
simplificacién usual en este caso consiste en despreciar la componente antisimétrica

de la regla de flujo, es decir imponer W? = 0, y la ecuacién (8) se escribe:

P = pP (9)

Esta hipétesis simplificativa tiene el inconveniente de que la regla de flujo define la
posicién de la configuracién intermedia salvo una rotacién. Como el trabajo se reduce a
modelos isétropos esta simplificacién no acarrea inconvenientes, ya que los mismos son
independientes de las rotaciones. La regla de flujo se relacionard posteriormente con
la. funcién potencial pléstico y con la ecuacién constitutiva. Las leyes que gobiernan el
cambio o la evolucién de las variables internas & se definen en funcién de la regla de
flujo mediante un conjunto de tensores H adecuados:

& H(Fe &) D (10)
_ Las leyes de evolucién de las variables internas se indican genéricamente mediante
(.). Las variables internas pueden ser escalares, con lo cual la derivada material resulta
objetiva, o tensores de segundo orden, para los cuales resulta deseable que la ley
de evolucién sea una derivada objetiva. Una manera de conseguir este propésito es
emplear la derivada pldstica de Lie LP(.) en la configuracién intermedia, o la derivada
de Lie L,(.), en la configuracién deformada. Si se sigue este camino, entonces se
acepta implicitamente la existencia de una variable interna tensorial definida en la
configuracién original A con una ley de evolucién del tipo A = H(FP,A) ***. Las
variables internas tensoriales A y ¢l tensor H, deben definirse respetando la fisica del
problema.

Restriccién impuesta por Objetividad

A los elementos del modelo constitutivo definidos anteriormente hay que imponerles
la restriccién que surge del principio de Objetividad ?*?%, y las ecuaciones (6-7) se
reescriben ®, con F¢* = F° Q.

e (Fe (11)
G = G(E°,A) (12)
F=F((E°),A) (13)

I
<
&
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La hipdtesis de elasticidad desacoplada permite escribir el lamado Segundo tensor
de Tensiones de Piola-Kirchhoff en la configuracién intermedia S en funcién de la
componente elastica del tensor de deformacién en la configuracién intermedia: § =
S(E®). De esta manera la funcién potencial se puede escribir en el espacio de tensiones
como:

G=G(B(EY),B) F=F(5(EY A (14)

La regla de flujo dada por la ecuacién (9), puede escribirse en funcién del potencial
plastico definida por la ecuacién (12) mediante:

_ 8G(S,A)
D? — 1
% 55 (15)

que a su vez permite reexpresar la ley de evolucién de las variables internas A mediante:
A « H(S,A)D? (16)

Si la variable interna A tiene caracter tensorial su ley de evolucién viene dada por

LE(A).

Calculo de las tensiones y del tensor de Elasticidad tangente.

Empleando la nocién de hiperelasticidad las tensiones se calculan a partir del
Potencial hipereldstico definido por la ecuacién (11) segun:

OV¢(E®)
OE°

El tensor de elasticidad tangente en la configuracion intermedia resulta a partir de
la ecuacién(17):

S = Po (17)

2Qel 7
2¢ 820 (E°)

=p,——— 18
p05E6®8Ee ( )

Observacidén 3 Es importante destacar que los resultados dados por las
ecuaciones {17-18) se han obtenido imponiendo a la expresién general
dada por la ecuaciones (4) o (5):
o Hipdtesis de Elasticidad desacoplada
e Restriccién de Objetividad

La restriccién debida a la simetria material debe cumplirse para
modelar correctamente el material que se estudia, pero no constituye una
restriccién constitutiva para los resultados obtenidos. Sin embargo la
simplificacién consistente en despreciar la velocidad de rotacién pléstica,
restringe los materiales admisibles al caso is6tropo.
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Tensor Tangente Elastoplastico.

Imponiendo la condicién de consistencia plastica de manera objetiva, para lo cual
se emplea la derivada pldstica de Lie resulta °:

~ B 8—€:Ae}®{ﬂe:8—q ~ o
IP(8) = |A° - 3§F e 95" \.D IP(8)= A:D (19)
%Aﬁ_‘_ﬂ

Desigualdad de Clausius-Duhem. Disipacién Plastica.

Finalmente queda por verificar que el modelo cumple con la segunda Ley de la
Termodinamica. Para ello se escribe en la la configuracién intermedia la desigualdad
de Clausius:

5:D = pol >0 (20)
y de acuerdo con la hipétesis de elasticidad desacoplada resulta:
8:D — p, (¥4(E*) + ¥P(R)) > 0 (21)

Teniendo en cuenta la descomposicién aditiva del tensor velocidad de deformaciones
en la configuracién intermedia D = D°® + D” (ver Tabla II) la ecuacién (21) se puede
reescribir como:

n

H(D° + DP)— p, (U%(B%) + ¥7(A) > 0 (22)

e e
La derivada ¢(E°) se expresa en funcién del tensor E segiin ¥¢(E*) = %E—Z

E°. Para un movimiento eldstico la configuracién intermedia permanece fija y resulta
= = . — el p° -
Df = E°. Luego la derivada buscada se escribe U¢(E®) = a\IlaElg ). De.

_ 8U(A)

La derivada WP(A) 5

las fuerzas termodindmicas P = {B;, ...,Pn}, conjugadas a las variables internas A
mediante: ¥P(A) = P:A.

A partir de este resultado la ecuacién (22) se reescribe, reagrupando términos como:

. (1_&, puede expresarse en funcién del conjunto de

(S'—po(\ile(Ee)):De + 8§:DP+P:A>0 (23)

Para un incremento arbitrario de la variable libre D, el primer término de la
Desigualdad:

S' - po\ile(Ee)
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expresa la ecuacién constitutiva y es por lo tanto una igualdad. Luego el término
asociado al cambio de las variables internas conduce a la Disipacién plastica DP:

DP= 5. DP+ P:A> (24)

Observacién 4 Es importante destacar que el argumento del
primer término de la disipacién es el flujo pldstico definido a
priori. FEste resultado muestra que la ecuacién constitutiva verifica
o satisface la Segunda ley de la termodindmica. Sin embargo para
justificar el resultado que refleja la ecuacién (17) es suficiente emplear
consideraciones de equilibrio de energia **, es decir la Primera Ley. En
los 1ltimos afios algunos autores * obtienen el flujo pléstico y la ecuacién
constitutiva utilizando directamente la desigualdad de Clausius-Duhem.
Esta técnica bien puede considerarse como una forma alternativa de
realizar el cdlculo. En este dltimo caso el flujo plastico se identifica a
posteriori por inspeccién del primer término de la ecuacidn (24). Cabe
mencionar que esta metodologia es valida para problemas asociados. En
cambio el camino seguido en el trabajo es general.

A partir de las definciones de los elementos que caracterizan el modelo, y luego
de imponer las restricciones y simplificaciones antes mencionadas, en el Cuadro 4 se
resume la expresién del modelo en la configuracién intermedia.

E=E+FE
. OVe(E®)
S= pp —="
Po —5Te )
¥>0 F<0 4F=0
oG
BP =442
95
DP=8:D°+P:A>0

Cuadro 4. Expresién del Modelo en la Configuracién Intermedia.

MODELO CONSTITUTIVO EN LA CONFIGURACION DEFORMADA

En este punto se deduce la expresién espacial del modelo & partir de los resultados
obtenidos en la configuracién Intermedia. Con este motivo se emplea la férmula de
Doyle-Ericksen 2*

Para obtener el tensor de tensiones de Kirchhoff en la configuracién deformada se
parte de la funcién de energia libre dada por la ecuacién (9), que se expresa en funcién
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de argumentos espaciales mediante:

\i/e(Ee) — ‘ile(FeT R ee . Fe) — ,(ze(ee,Fe) (25)
teniendo en cuenta que mediante la la regla de la cadena resulta ?8:
0% (eF, F°) 0Te(B°) -
3 — Fe . AY . FeT 26
Oe® oE° (26)

El push-forward eldstico de la ecuacién (17) T = ¢¢S permite obtener, teniendo en
cuenta la ecuacién (26):

. ove(E®) per _ 0e (e, F)
DE® TP T e
con lo que se ha obtenido un resultado alternativo al dado por la ecuacién (17), solo que
expresado en funcién del tensor eldstico de Almansi e, en la configuracién deformada.
En este punto es muy importante destacar que el empleo de la férmula de Doyle-
Ericksen obliga a incluir a la componente eldstica F€ como argumento de la energia
libre, que resulta entonces una forma particular de la misma. Si no se incluye al tensor
F*¢ como argumento de la energia libre, entonces no es posible garantizar objetividad.
Calculando el push-forward eldstico de la ecuacién (18) se obtiene el tensor de
elasticidad tangente espacial a® = ¢£A°:

T=¢°8 = p,F* (27)

82¢e( ee, Fe)
Oe® ® Je’
Para satisfacer el Principio de Equipresencia es necesario también incluir a F€

como argumento de las funciones de Potencial Plastico y de Fluencia, ademés de las
tensiones 7 y de las variables internas a. Luego se define:

€ __
a® = po

(28)

9% g(r,a,F°) (29)
fE fr e F) (30)
Este requisito puede interpretarse a partir de la regla de flujo. Para ello recordando

que % o dP y que g—CS—; o« D?, imponiendo que el multiplicador 4 sea el mismo en

las dos configuraciones y teniendo en cuenta, que las componentes plastica del tensor
velocidad de deformacion en las configuraciones intermedia y deformada satisfacen la
relaciéon d? = ¢¢ D” resulta:

09 . oG

or  *oS
para que esta igualdad se verifique es necesario que las funciones de fluencia y potencial
respondan al formato de las ecuaciones (29) y (30).

En la deduccién del calculo del tensor de tensiones de Kirchhoff mediante la férmula

de Doyle-Ericcksen, no se ha tenido en cuenta la restriccidon que significa la simetria
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material. En este caso la dependendencia de F°¢ se debe tener en cuenta mediante
F¢* = F¢.Q, con @ € G, donde G es el grupo de simetria del sélido. Si el sélido es
isétropo resulta G = ©, donde © es el grupo ortogonal completo. Luego, a partir de la
descomposicién multiplicativa F€ = V¢ - R®, y haciendo @ = ReT, la dependencia de
F* se expresa mediante el tensor de estiramiento izquierdo V¥, o bien mediante otro
tensor simétrico derivado del mismo como el tensor izquierdo de Cauchy-Green eldstico
b#°, 0 bien mediante el tensor eldstico de Finger 4*~!. De esta manera la funcién de
energia libre y las funciones de fluencia y potencial plastico resultan:

¥ = ¢°(e’, b1) + ¥P(a, b°77) (31)
g=9g(r, e, (32)
f = f(Tsa7 be—l) (33)

El tensor de tensiones de Kirchhoff y el tensor de elasticidad tangente se escriben
en este caso:

By° (e, b°71)

Oef (34)

T= p

82¢e(ee’ be—l)
det ® Oet

€ _
(2]

(35)

Observacién 5 Es importante destacar que los resultados expresados
por las ecuaciones (34-35) se han obtenido a partir de la expresién
general dada por la ecuaciénes (4) o (5), empleando las siguientes
restricciones o hipdtesis:

e Flasticidad desacoplada
e Objetividad
¢ Formula de Doyle-Ericksen

e Simetria Material

La expresién espacial del tensor tangente elastoplastico a se obtiene calculando el
push-forward eldstico de la ecuacién (19), con lo que se obtiene en la configuracién
espacial

of . .. 99
{81"“ }@{a ‘87'}
of . 99
or 8T

Ly{r)=|a®— :d Ly(t) = a:d (36)

+H
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La disipacién pléstica se obtiene mediante un razonamiento andlogo al de la
configuracién intermedia, y en este caso se expresa mediante:

pPrdP + pa>0 (37)

donde p = ¢¢ P resultan las fuerzas termodindmicas conjugadas a las variables internas
espaciales a@ = ¢SA.
La expresién espacial del modelo se reume en el Cuadro 5:

e=¢e°+é€f

ef e pe—1
L Oge(en, b

oee
¥>0 f<0 4f=0
Og
p 2,0
d 787’

PP =1:d’P +p:ax>0

Cuadro 5. Expresién del Modelo en la Configuracién Deformada.

APLICACION AL CASO DE METALES

Para muchos materiales de interés practico, como los metales, las deformaciones
eldsticas son pequeflas, el tensor F® se aproxima a la unidad, y los tensores
b°! y b*c tienden al tensor métrico espacial g. Para este caso la distincién entre
las configuraciones intermedia y deformada carece de importancia. En las ecuaciones
(29-33) ya no hace falta incluir el tensor 5.

Ademds, como las deformaciones eldsticas son pequefias, es suficiente con
caracterizar la componente elastica de la funcién de energia libre mediante una funcién
cuadritica del tensor eldstico de Almansi e® y de las constantes del material A y p
segun:

e 11 e\2 e e
wzp— ix\tr(e) + w(ef:ef) (38)
o

8-10 como una alternativa a los modelos

que ha sido empleada por los autores
neohookeanos utilizados por otros autores *~°. :

El modelo es asociado, y para este caso resultan, en la configuracién deformada
tQ, g = f,y laregla de flujo es proporcional a la normal al criterio de fluencia en el
espacio de tensiones de Kirchhoff. Se adopta para caracterizar la plasticidad un Modelo
de Von Mises o J2 23, y el invariante J2 se escribe como:

7

J2 =tr (7‘ iy “gikgjl) (39)
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en donde se ha simplificado la expresién general al recemplazar a 4*~! por g y el criterio
de fluencia resulta:

fr,#) = J72(0) - | 2o(@) (a0

El endurecimiento adoptado en este caso es isétropo, y la componente pldstica de
la funcién de energfa libre que gobierna el endurecimiento resulta una funcién de la
deformacién pléstica efectiva eP:

PP = P () (41)

donde la deformacién pléstica efectiva es un escalar que se define mediante: &’ = dP :
d?.

En este trabajo se emplean dos tipos de endurecimiento. El caso més sencillo
modela endurecimiento isétropo lineal, y para este caso la tensién de fluencia uniaxial
viene dada por:

oy = Oyo + HEP (42)

en donde H es el pardmetro de endurecimiento.
Para este caso la componente pldstica de la energia libre resulta:

1.
PP = §He§ (43)

y es inmediato observar que la fuerza termodindmica conjugada de &P es la tensién de
fluencia oy.
Ademads del caso descrito se emplea una funcién de endurecimiento no lineal:

oy =a(b+c )" (44)

en el que a, b, ¢y n son constantes que dependen del material.
Para este caso la componente pldstica de la energia libre se escribe:

WP = c(+—{~1) (b+ ¢ &7y (45)

Debe mencionarse que este modelo, en ausencia de plasticidad, es capaz de modelar
problemas con grandes desplazamientos pero pequefias deformaciones. Esta limitacién
se debe al tipo de funcidén de elegida para modelar la energfa libre eldstica ¢. Este
hecho no invalida de ninguna manera la formulacién general ya que las simplificaciones
se han introducido a posteriori, luego de obtener las expresiones generales del modelo,
y no como una hipétesis de partida.



UN MODELO ELASTOPLASTICO CON GRANDES DEFORMACIONES 121

CONCLUSIONES

En el trabajo se han presentado los elementos de un modelo constitutivo capaz
de tratar sélidos sometidos a grandes deformaciones. El modelo resulta totalmente
consistente con la Mecéanica de los medios continuos, y su deduccién se ha hecho de
manera general. _

Las hip6tesis mds importantes del modelo propuesto pueden resumirse en el empleo
de una forma cuadratica para la funcién de energia libre eldstica, escrita en funcién del
tensor eldstico de Almansi, y en la omisién del tensor eldstico de Finger en la definicién
de la energia libre dada por ecuacién (38). Estas simplificaciones, que se realizan a
posteriori de la formulacidén general, se basan en la evidencia reconocida que los metales
poseen pequefias deformaciones eldsticas. '

En ausencia de plasticidad, el modelo es capaz de tener en cuenta problemas de
elasticidad con grandes desplazamientos, pero no puede simular problemas eldsticos con
grandes dformaciones debido a las hipdtesis realizadas.

El modelo resultante posee una estructura bastante simple, que se asemeja a la de
la plasticidad con deformaciones infinitesimales. Esta caracteristica resulta muy util
a la hora de desarrollar la implementacién numérica del modelo, que se discute en la
parte II de este trabajo.
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