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SUMARID

Apresenta-se neste trabalho uma formulagio Lagrangeana total para andlise nio-linear
geométrica de estruturas de cascas utilizando-se elementos finitos tridimensionais degenerados.
A geometria do elemento é representada pelas normais e coordenadas dos nés da superficie
média. O campo de deslocamentos permite a consideragao de grandes rotagdes, e é descrito a
partir das translagdes dos nés da superficie média e de duas rotagées das normais em torno de
eixos locais. Emprega-se um esquema de transformagio seletiva destas rotagdes para o sistema
global de referéncia, o que possibilita a anilise de estruturas definidas por superficies poliédricas.

SUMMARY

A total Lagrangian formulation for geometrically non-linear analysis of shell structures
using three-dimensional degenerated elements is presented. The geometric definition of the
element is given by the normals and coordinates of the mid-surface nodes. The displacement
field allows the consideration of large rotations and, is described by the translations of the mid-
surface nodes and two rotations of the normals about local axes. A selective transformation
scheme of the rotation, from local to global axes, is employed in order to extend this procedure
to the case of shell structures defined by folded surfaces.

INTRODUGCAO

A andlise nao-linear geométrica de cascas desempenha um papel de grande interesse
dentro da engenharia. Apesar da extensa literatura disponivel sobre o assunto, é ainda
uma area de intensa atividade no desenvolvimento de novas formulages mais simples
e, consequentemente, de menor custo computacional. Dentre os intimeros trabalhos
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publicados nos 1ltimos anos, s3o exemplos de pesquisa neste sentido os trabalhos de
Surana', Oliver?, e Hsiao®.

Apresenta-se neste trabalho uma formulagio Lagrangeana total para gran-
des deslocamentos/rotagdes, utilizando-se o elemento tridimensional degenerado
inicialmente proposto por Ahmad*. Partindo das hipéteses de que a normal & superficie
média permanece reta, e que as deformagdes em sua diregdo sido despreziveis, o campo
de deslocamentos é descrito através de trés translagdes e duas rotagdes.

A consideragao de eixos locais para defini¢do destas rotagdes torna-se um problema
no caso de superficies que ndo sejam totalmente suaves, tais como cascas constituidas
por superficies poliédricas. Por outro lado, a inclusdo do sexto grau de liberdade®
através de transformagao das rotagbes locais para o sistema global de referéncia traz
evidentes prejuizos numéricos, principalmente em se tratando de andlises ndo-lineares,
onde a introdugao de rigidez ficticia® pode retardar, e até mesmo impedir a convergéncia
do método de resolugido das equagdes de equilibrio. Para contornar este problema,
adota-se um esquema de transformagao seletiva que possibilita a andlise de qualquer
tipo de superficie. Exemplos numéricos mostram as potencialidades e caracteristicas
do elemento.

GEOMETRIA E CAMPO DE DESLOCAMENTOS

Discretizando-se a superficie média através de elementos curvos (Figura 1), o vetor
r de coordenadas globais de um ponto da casca pode ser aproximado por,

T n n
r=|y| = N:(&,n)r; + gzh;Ni(E,n)ni (1)
2z =1 =1

4 Vi 4 . - PP - t
onde n é o nimero de nés do elemento, Ny, Hi,x; = (2: ¥ %)t e n; = (ng; ny, ny,)
representam respectivamente as fung¢des de interpolagdo , espessura da casca vetor de
coordenadas, e vetor unitdrio normal & superficie média correspondentes ao né i. &, 7
e { sdo as coordenadas naturais do elemento.

/

X

(o) (o>

Figura 1. Elemento tridimensional degenerado de 8 néds: (a) coordenadas globais; (b)
coordenadas naturais.
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A representagdo do campo de deslocamentos baseia-se nas hipéteses de que a normal
a superficie média da casca permanece reta e que as deformagSes em sua diregao sdo

depreziveis.
O deslocamento u = (u v w)* de qualquer ponto da casca é entdo unicamente
determinado pelos deslocamentos nodais w; = (w; v; w;)® da superficie média e a

diferenga An; entre os vetores normais unitirios n; da configuragao indeformada e
n! da configuragido deformada,

u n n }
u= (o] =Y Mg nui + 5 3 kil m)An; (2)
w =1 =1

O vetor An; pode ser expresso® em termos dos angulos a;, B; e dos vetores unitarios
= ¢ . — tom. — ¢ :
L = (Io; Iy 12,)t, m; = (mg; my, m;,)t e n; = (ng; ny, n,,)", que formam o sistema de
eixos ortogonais z’,y’' e z/, como mostra a Figura 2,

Ang,
An; = | Any, | = senaq; cos §;1; — senaysenfim,; + (cos o — 1)n; (3)
Ang,

;
e

Figura 2. Rotagio da normal em um né genérico <.

Matricialmente, a expressio (2) pode ser escrita na forma,

n
u= E N;p; (4)
=1

com,
N, 0 0 ShN; 0 0
N;={0 N, 0 0 SmN: © (5)
0 0 N 0 $hiN;
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pi = (w v; w; An,, Any, Ang) (6)
Representando a rotagio da normal do né i através do vetor §;, de componentes

Bz1 € by (Figura 2), obtém-se as seguintes relagdes,

4;| =; = 02( + 02,, 1/2 7.a
z' y‘

021 =8,; = e cos B; (7.5)

|0y:| =t9y§ = aysenf; (7.¢)

As relagdes acima permitem reduzir a cinco o nimero de incégnitas nodais,

‘ a; = (u,- VU Wy 02: 0y£)‘ (8)
Substituindo as relagdes (7) em (3) pode-se escrever,

senq; sena,

An; = f1L — 6, m; + (cosa; — 1)n; (9)
e, no limite, quando «; tende a zero,
An; =0y - 6,m; (10)

Observe-se que esta 1ltima expressio fornece o campo de deslocamentos quando
sdo consideradas pequenas rotagdes,

n C n
u= Z N;u; + EZ h,-N;(Oz:l,- - Byém,-) (11)
=1 =1
DEFORMAGOES

Considerando-se as diregdes ortogonais z’,y’ e 2’ definidas pelos vetores unitdrios
1= (I, 1.}, m = (m, my m;)* en = (n, n, n,)}, sendo n a normal em qualquer
ponto de uma superficie (= constante (Figura 3), as componentes de deformagao sdo
dadas pelo tensor de Green,

€= (Gzr €y Vary Yo'z "}'y:z:)t = € + € (12)
sendo,

D
:\

QJJQJ
g"m
23]
< =.n
Q0
e‘s

w

(13)

€ =

@
s"&

<
+ o+ o+

|Q>Q>
S N

-~

D
N\

8y’ |
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Ly Q! 1oy Bl
3" + (%%)2 ()
1 0u y2 v \2 w \2
AL
_ u Ju v’ Qv w’ Jw
“= |50y T ooy T 82" Gy (14)
ol 9! | B/ 9! | Ou' Bu’
0z' 97 ' 92' 87 ' 9z’ 87
bu'ou | 0v 00, u' bu’
y' 87 " 8y’ 07 ' Oy 87

N

Figura 3. Sistema local de referéncia.

A parcela ndo-linear do tensor de Green pode ser escrita matricialmente na seguinte
forma,

1
612’2-Ag (15)
com,
o ! 1 1
0o 0 0 Zu Gy Bu oo o o
_ |1 od Y fw' Hd G Hw

A= 537' W a—yr oz’ oz oz 0 0 0 (16)

u' v Ow' ou' Ov Gu'

G Jm Gh 0 0 0 G Oy Gy

0 0 0 Ou! O Juw' G G Ow'

07 07 97 9y 8y 9y
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t

Gu' 8v' dw' B’ Bv' Bw' v’ BV’ dw’ ] (17)

Como as matrizes de rigidez sdo obtidas através de integragdes envolvendo as

expressdes acima, as derivadas globais dos deslocamentos u devem ser transformadas
em derivadas locais dos deslocamentos locais u’ = (1’ v’ w')" através da relagéo ,

ou' 9w’ du v O
pEE) ek
u v w _ u Jv Jw ¢
o/ oy oy |~R\oy oy o |® %)
ou 9 O Qu Qv Juw
o7 97 8 0z 9z 0z
sendo R a matriz de rotagéo ,
. L, 1
R = [mz my mz] (19)
ny Ny N,

As derivadas globais sdo obtidas a partir de derivagdo no sistema de coordenadas
naturais,

du Qv fuw u Qv Quw
du dv Ow — 3! du v Jw 20
oy oy 9y |=V |on on o (20)
du v Jw du Ov Jw

Na equagao acima J é a matriz Jacobiana,
Jz
o€

J = Oz

an
oz
a¢

(21)

NesleNe
AR AR

Considerando-se agora as relagdes (18),

~—~

19), (20) e (21), pode-se escrever,

€ = ZBo‘p; (22)
=1

g=) Gip: (23)
i=1

O Apéndice I mostra em detalhes a obtencdo das matrizes By, e G;. Substituindo
(23) em (15) obtém-se,

1,
& =2A) Gipi (24)

=1
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e somando (22) e (24) chega-se & expresséo final do tensor de Green,

n

1
€= (Bo, + 3A Gip: (25)
i=1

Tomando o vetor de deformagGes na forma incremental, obtém-se a expressio,

= 1 1
fe=> Bobpi + 50Ag+ ;ASg (26)

=1

Observando-se que A g = Adg, e que devido a linearidade de Gy, a primeira
variag¢do de g é dada por,

6g = Z G;&p,’ v (27)

=1

a equagdo (26) pode ser reescrita na forma,

e = ZBO'ﬁp; + Z AG;ép; = Z(Bo,- + AG;)ép; (28)
=1 =1 =1
com, |
6’0,' 6
Sw; v; .
ép; = J(An,.) = C;ba; = C; Sw; (29)
s 80,
6(Any,) §6.,
| §(An,,) %

A matriz C;, que contém as derivadas de p; em relagdo as incégnitas a;, pode ser
vista no Apéndice II.
Finalmente, a substituigdo de (29) em (28) permite escrever,

n n
b€ =Y (Bo; + AG;)C;fa; = ) B;fa; (30)
=1

=1

onde,

B; = (Bo‘. + AG;)C,’ (31)
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TENSOES

As tensGes correspondentes ao tensor de Green de deformagdes sio dadas, na
formulagdo Lagrangeana total, pelo segundo tensor de Piola-Kirchhoff,

g = (oziov) thy: Tzizl Ty;z;)t (32)

onde z',y' e 2’ sdo os eixos locais definidos na Figura 3. As relacdes constitutivas sdo
utilizadas na forma incremental,

§a = Dée (33)

onde D é a matriz eldstica para material isotrépico’, linear, uma vez que nio se trata
de ndo-linearidade fisica no presente trabalho.

EQUACOES DE EQUILIBRIO

O sistema discreto de equagdes algébricas ndo-lineares representativo do equilibrio
da estrutura é dado pela expressio,

¥(a) =P(a)-R(a) =0 (34)

onde y(a) é o vetor de forgas residuais, P(a) sdo as forgas internas, e R(a) é o vetor
de forgas externas nodais equivalentes.

Assumindo-se que as forgas externas sejam conservativas, o vetor R se torna
independente dos deslocamentos nodais a. Para cada nd i, pode-se escrever,

vi(a) = '/;chrdv _R;=0 (35)

Na formulagio Lagrangeana total, as integrais referem-se ao volume da
configuragao indeformada da estrutura. Utiliza-se o método de Newton-Raphson para
a resolugdo do sistema de equagdes (34), onde cada iteragio corresponde a,

Aa™ = - K7} (a")(a") (36)
a"t! =a" + Aa" (37)

sendo Kr a matriz de rigidez tangente da estrutura.
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MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE

A submatriz de K7 que relaciona os graus de liberdade dos nés i e j € obtida
através da expressdo,

_ 0¢i(a)
KT.',' (a) - 38,' (38)

Da primeira variagdo da equagdo {35) obtém-se,
5i(a) = / §Blody + / Bisodv = 3 Kr,ba; (39)

j=1

Utilizando-se as equagdes (30) e (33), a segunda integral da expressdo acima pode
ser escrita na forma,

/ Bisodv =Y [ BIDB;dva; = 3 K éa; (40)
v j=1 v ;=1
com,
Kf; = / B!DB;dv (41)

Tomando-se a primeira variagdo de By,

6B; = 6[(B0i + AG,‘)C;] =§AG;C; + (Bo'» + AG,’)(SC,' (42)
e substituindo na primeira das integrais de (39), chega-se ao resultado,
/6Bfadv = /(GgC,-)téAtordv+ /6Cf(Bo‘. + AG;)'odv (43)
Tendo em conta que,
§A'e = S6g =S ) _ G;C;ba; (44)
i=1
onde,
0'3113 Tziyils Tzlzils
S = Tzlle;; (7le3 TylzII3 (45)
Tzlzllg Tylle3 0
pode-se escrever que,
/ (GiC)'A%edo = 3 [(GiCi)!S(G5C;)dvsa; = 3 KY 6a; (46)

=17 j=1
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K = / (GiC:)'S(G;C;)dv

(47)

Por outro lado, a segunda integral do lado direipo da equagdo (43) pode ser escrita

na forma,

[ 6C4(Ba, + AGiYady = Y Kb

i=1

onde KJ? é dado pela expressdo (ver Apéndice 1),

4 805 t
K7 = , By (Bo; + AG;)'adv
Como consequéncia da relagao ,
t
%% = se 1#£]

tem-se que,

K?=0 se i#j

Com o resultado acima, a expressio (49) se reduz a,

0 00 O 0
0 00 O 0
KZ=/000 0 0
0 0 0 Hy; Hp
0 0 0 Hy Hjy
onde,
[0 ]
0
Ct
o | = [ 2% B,, + AG:) odv
080'. ¥
1111 g
[ Hy
0 1
0 t
0} = g?@&+AGJMv
Hiyz v 7y
[ H3z

Finalmente, pode-se escrever,

1yl o
Kr; = K;; + K:’; + K}

(48)

(49)

(50)

(51)

(54)

(55)
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- TRANSFORMACAO DAS ROTAGOES

A matriz de rigidez tangente da equagdo (55) corresponde as incégnitas nodais a,
com u;,v; e w; referentes ao sistema global de coordenadas, e as rotages 0,2 e 0y£
definidas em torno dos eixos locais z’ e y’, orientados segundo as diregdes dos vetores 1;
e m; tangentes a superficie média. A definigdo de eixos locais para representagio das
rotagdes implica na condigdo de que a superficie seja suave, de modo que os eixos
locais de dois elementos adjacentes sejam coincidentes. Do contrério, as contribuigdes
individuais dos elementos nio seriam somadas corretamente.

No entanto, este problema pode ser contornado transformando-se as rotagdes locais
em rotagbes em torno dos eixos globais de referéncia,

0,,:, My, my, my | [0
oy,’- =L L Iy Oy (56)
0 Ng; Ny Ny 02

Na transformagdo acima, somente duas rotag¢des sdo linearmente independentes
e, consequentemente, uma das rota¢des globais deve ser eliminada. Dependendo da
posigao da normal, trés casos distintos podem ocorrer:

12 caso. n,; £ 0

ozé _ [mai = myng /s, my —my gy /g ] [ e, (57)
T ey =g Ly = Lny, [y Oy,

22 caso. n,; =0, ny, #0

[0"5] = [mzs — My Mg [Ty, Mg — my;-nz.'/ny;] [02;] (58)
0y§ le; = ly;-na; /1y, Ly — Uy, na [y, 02
32 caso. n;; =0, ny; =0, n,, #0
03:(» _ My — many g, my —mg g ng, ] [ 6y, (59)
oyf R A i = lg;nz /e, 02 .

Efetuadas as devidas transformacdes das rotagdes, a nova matriz de rigidez tangente
relacionando os nés 7 e j de um elemento é obtida segundo a relagio ,

K;','j = TfKTuTJ (60)
onde T; é a matriz de transformagéo das incégnitas do né i,

T; = [Ig ?\] (61)

A-submatriz A corresponde a uma das transformacdes definidas em (57), (58) e (59).
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Deve-se observar que, embora cada elemento contribua localmente sempre com duas
rotagdes por nd, pode acontecer que em determinados ndés haja a ocorréncia simultanea
das trés rotagdes globais 8,8, e @, como o caso ilustrado na Figura 4.

N

A DA
é.ﬂ-_»/.Ley; P S

|
, | / v /7
|

&
i i ™

Figura 4. Rotagoes globais.

Este esquema seletivo de transformagédo das rotagdes depende somente da geometria
da casca, sendo portanto de facil implementagdo computacional.

EXEMPLOS NUMERICOS

Com o objetivo de evidenciar o desempenho e as potencialidades da presente
formulagdo , sdo apresentadas a seguir algumas andlises de estruturas de vigas, placas
e cascas. S3o utilizados elementos de 8 nds, e as matrizes de elemento sao calculadas
através de integracio numérica de Gauss com 2 X 2 X 2 pontos de integragao .

Ezemplo 1

Neste exemplo, analisa-se uma viga em balango submetida a uma carga momento
na extremidade livre, como mostra a Figura 5. Utilizando-se uma malha de 4 elementos
obteve-se o grafico da Figura 6, relacionando o fator de carga f com os deslocamentos
horizontal e vertical da extremidade livre da viga.

Ezemplo 2

Este exemplo consiste na anlise de uma placa retangular em balango submetida a
uma carga concentrada na extremidade livre. A Figura 7 mostra a geometria da placa
e suas propriedades fisicas. Os resultados correspondentes a uma discretizagao de 3 x 4
elementos podem ser vistos na Figura 8.

Ezemplo 3

Considere-se a casca cilindrica da Figura 9. A casca é simplesmente apoiada nos
contornos longitudinais, e suas extremidades curvas sio livres. Devido & simetria do
problema, somente um quarto da estrutura foi analisado. A Figura 10 mostra os
resultados obtidos para uma malha de 2 X 2 elementos.
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o

——i oy

M = fm b b—

T .
1 -
}..___,

e
6 2
E = 30 x 10 lk/in
Y = 00
b = 10 in
n = 1.0 in
m = 654498.4595 v/in

‘ y

E / Cad
i/ 777,

(o)

Figura 5. Viga em balango: (a) geometria e propriedades fisicas; (b) malha de
elementos finitos.

Fator de carga

Surana [1]

Presente andlise

Deslocamento Gn)

Figura 6. Viga em balango: relagdes carga/deslocamentos.
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ST 7 E =12 x 10 KN/
= .

§ / Y = 0.3

i /

D
'. b a = 4 m
§ / b = 30 m
i
T
a

. _r h =04 m

W

/l Y
F I
| y
g / /
d / /f .
A
(o)

Figura 7. Placa em balango: (a) geometria e propriedades fisicas; (b) malha de
elementos finitos.

[} Hsioo [3]

-P (KND

.
-~ Presente analise

Deslocomentos (m)

Figura 8. Placa em balango: relagdes carga/deslocamentos.
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= 2540 mm

= 294 mm

12.7 mm

0.1 radians
310275 KN/mm
= 03

i

€V

(b)

Figura 9. Casca cilindrica: (a) geometria e propriedades fisicas; (b) malha de
elementos finitos.

KND

/
N

¢ Surana 1]

-p

-e- Presente andlise

Desiocamentos (mmd

Figura 10. Casca cilindrica: relagdes carga/deslocamentos.
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CONCLUSOES

Apresentou-se um procedimento para andlise ndo-linear geométrica (grandes
deslocamentos/rotagdes) de estructuras de cascas baseado na formulagio Lagrangeana
total. Mostrou-se que, para pequenas rotagdes, o campo de deslocamentos coincide com
aquele do elemento tridimensional classico’.

Apresentou-se também um esquema seletivo de transformagdes das rotagdes locais,
estendendo-se, assim, a utilizagdo deste tipo de elemento a problemas definidos por
superficies poliédricas. Os resultados obtidos mostraram a flexibilidade e precisdo da
presente formulagdo e sugerem a continuidade dos trabalhos no sentido de estendé-la a
problemas dindmicos com a consideragéo , inclusive, de ndo-linearidade fisica.

APENDICE I: MATRIZES B, EG;

Considerando-se o produto da matriz R da equagio (19) pelo inverso da matriz
Jacobiana definida em (21),

Cin Ci2 Cis
RI7'=|Cyn Cip Ca (62)
Cs1 C3 Cas
e as relagoes,
8N; 8N;
A =Cni—— 3¢ Clz——
aN; dN; h;
A =(Cui—%+ 3¢ - +CHWC+ 0131\7{)-:?l
ON; dN;
Az =Co1—+ 3¢ 0226_7;
ON; h;
Ay =(Co 3¢ —(+ 022 C+ CzaN)
ON; BN
As =Ca1—+ 35 + Cas—— 377
h;
As =(Can —a—{C + Caz—aTC + CasN;)?
as matrizes By, e G; correspondentes ao nd i sdo expressas por,
Byy Bi2 Bz Byy Byis Bie
By B3y Bzs Byy Bz Bag
Bo, = | Bsi B3z Bss Bss B3s Bsg (63)
By By2 Bs4z Baa Bas B
Bsy Bsz Bss Bss Bss Bse

com,
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By, = Aily;
Bz = Al
Bys = Asly;
Ba1 = Asmy;
B33 = Azmy;

Bas = Aymy;

Bj; = Asly + Aymg;
B3z = A3l; + Aym;
Bas = Agly, + Aamy;
By = Asly + Aing;
Bys = Asl, + Aing;
Bys = Agly + Azny;
Bgy = Asmg + Azna;
Bs3 = Agm, + Aszng;
Bss = Agmy, + Asny;

F Ay Ay
A1 My Al my
A1 Ny Al iy
Asly  Asl,

G; = | Azm, Asmy

A3Tl= A3ny
Asly  Asly
Asm, Asmy
A5 Ng As ny

Al Iz
Aim,
Alnz
A3Iz
Asm,
Azn,
ASIz
A5mz
A5nz

Blz = Ally
Bl4 = A2lz
Bie = Azl;

Bj; = Agm,

Byy = Agm,

By = Aym,

Biy = Asly, + Aym,,
B3g = Al + Aom,
Bjg = A4l + Aym,
Byy = Asly + Alny
Byy = Aglz + Aang
Byg = Agl; + Azn,
Bsy = Asmy, + Asny
Bsy = Agm, + Ayn,
Bsg = Agm, + Asn,

A, Agly Al
A2mz Azmy Ag m,
A2 Nig Az’ny A2 Ty
Ay Agdy A4,
Aymg, Agmy, Agm,
A4'I’l: A4ny A4 n,
Al,  Agly  Asl,
Aam, Asmy Aemz
Agn, Agny Agn,

APENDICE II: MATRIZ C;

Da variagao da equagdo (3) resulta,

§(An;) = (cos q; cos Bida; — senaisenf;653;) ki~

—(cos a;senfifa; + sena; cos B;63;)m; — sena;da;n;

Tendo-se em conta as relagdes,

§o; =cos B;60, + senfB; 60,

68; :%(cos Bi66,; — senf;80,1)

1

(64)

(66)

(67)
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a equagdo (65) pode ser reescrita matricialmente na forma,
86,
§(An;) = L | % (68)
66y
sendo os coeficientes da matriz L dados por,
Ly =erl; — eams + eqne
L1z =e3l; — e3m, + esna
L21 =€1Iy — e2my, + €4ny
Lzz :egly — €3My + €57y
L3 =e; lz —egm; + eqn,
L3; =ezl, — eam; + esn;
com,

sena;

sen®f;

ey =cosa; cos? B; +
i

sena;

ez =(cos a; — *)senf; cos f3;
Qag

sena;
e3 = cos a;sen’f; + —— cos® §;
Qg

e4 = — senq; cos f;
es = — sena;senf;

No limite, quando a; tende a zero, a matriz L fica reduzida a,
lz —My
L=\, -m, (69)
I, -m,

Considerando-se as equagdes (6), (8), e (68), pode-se escrever,

§p; = C;ba; (70)
o I, ©
Cx—[o 2] (11)

APENDICE III: DERIVADAS DA MATRIZ C;

Fazendo uso das relagdes abaixo, onde se omite o indice 2,

8 i)
6?!_ Baz’

g |1=3| 9
HH Bay’
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_ [ cos 3 senf ]

—asenf acosf

[m?:;} _J—l [3%]
il il
94, a8

0C;

Ou; = Ov; = Sw; =0

oc; [0 o

99, ~1° 3%:'.

= [s 4]

= BL

9, 0 39,1
3L11 _3611 aez ] 384
99 00 ° 86 =T Bg e
0Lz _dea; Jes = Des
90 80 99 =T g
OLu _de) _Bes . Oy
99 98 88 T W
6522 _%z 683 385
99 90 80 T e
OLar Qe ?_e_z ;2 364
99 68 ° 86 T B
0Ly Doy Doy des.
90 ~ 60 96 T e *
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COSs senoy;
ol
3

661

=3sen’0; cos §;
302, ﬂl IB‘I( a;‘ r a
des _ (cos a; senq;
80,  a a?

%

) — sena; cos® B;

(sen3ﬂ,- — 2senf; cos? Bi)-

— sena;senf; cos? §;

aa;: :(Co;a,' _ se:?ai )(c053 ,Bi _ 2sen2ﬂ,~ cos? ﬁi)—
- sena;senzﬂ; cos f;
Oeq — _ cos oy cos? f; — sena; sen?;
00, a;
Jes _(senai 0s a;)senf; cos B;
50, (o cosulsenbicos
Oer _ Oes
88, —36‘:;
Oez _ Oes
80, _39=;
g;;' =3senf; cos? Bi( co:ia,- - Se;l; £) — senaysen®p;
664 _ 665
80!’: _302:
26_5 = — COs a;senzﬂi _ senay cos? B;
60% o
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