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RESUMEN

En este trabajo se presentan formulaciones implicitas y explicitas para la resolucién
numérica del problema evolutivo de conveccién-difusién en 2-D, basadas en el método de las
caracteristicas. Se aborda un estudio comparativo sobre el comportamiento numérico de las
distintas formulaciones propuestas. Se realizan diferentes aplicaciones numéricas utilizando
varios indicadores de error para la resolucién del problema mediante el método de elementos
finitos adaptativo de refinamiento de mallado. Para la obtencién directa de la solucién
estacionaria se combinan las técnicas adaptativas con el método de la difusién artificial. Este
trabajo estd basado en el estudio desarrollado en [13].

SUMMARY

In this paper implicit and explicit formulations are developed for numerical solving of
the evolutive convection-diffusion problem in 2-D, based on the characteristics method. A
comparative study about numerical behavior of these formulations is showed. Numerical
applications are solved using several error indicators for adaptive finite element methods of
mesh refinement. These techniques and artificial diffusion method are combined to get directly
the stationary solution. This work is based on the study developed in [13].
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INTRODUCCION

En los ultimos afios se ha dedicado un considerable esfuerzo al estudio de la
estimacién a posteriori del error en los cilculos realizados mediante el método de los
elementos finitos; ver por ejemplo Babuska y otros®*, Zienkiewicz y otros’*?. Ello
abre la posibilidad de modificar (refinar) automaticamente el tipo de aproximacién
inicialmente adoptada, a fin de mejorar la calidad de la aproximacién. Estas técnicas
reciben el nombre de adaptativas, y se pueden clasificar en tres tipos, segiin el método
utilizado para conseguir una mejor aproximacién que la inicial:

a) Disminuir el didmetro de los elementos mediante una particién de éstos; técnica
de refinamiento de mallado (h-convergencia).

b) Aumentar el grado de los polinomios de aproximacién mediante familias
Jjerdrquicas; técnica de refinamiento en p (p-convergencia).

¢) Modificar la posicién de los nodos conservando la topologia de la malla inicial;
técnica de movimiento de nodos.

Las técnicas adaptativas poseen un especial interés en la resolucién de problemas
en los que no se conoce a priori las zonas del dominio donde la solucién puede presentar
singularidades. El método adaptativo de refinamiento de mallado es el utilizado en este
trabajo, aplicindolo a la resolucién numérica del problema evolutivo de conveccién-
difusién en 2-D. .

Uno de los puntos fundamentales en un método adaptativo es la estimacién del
error global y también el disponer de indicadores de error que nos sefiale, mediante una
determinada estrategia, donde refinar la malla.

En cuanto a la resolucién del sistema de ecuaciones asociado al método de elementos
finitos adaptativo se utilizan métodos iterativos implementados elemento a elemento
que permiten aprovechar la solucién obtenida con un mallado, como aproximacién de
partida para las ecuaciones correspondientes al mallado refinado. Por otra parte, los
métodos elemento a elemento evitan el ensamblaje de la matriz global, reduciendo
considerablemente la memoria necesaria y siendo su eficacia independiente de la
numeracién de los nodos; ver referencia [14].

En cuanto a la implementacién computacional de los métodos adaptativos, hay
que resaltar la necesidad de gestionar dindmicamente la memoria, ya que los vectores
generados a lo largo del proceso (tablas de coordenadas, de conexiones nodales, etc.)
van aumentando de dimensién.

FORMULACIONES IMPLICITAS Y EXPLICITAS DEL PROBLEMA

Consideremos el siguiente problema de conveccién-difusién definido en un dominio
2 bidimensional, de frontera T':

%%-fv-Vu——V-(KVu) =f (1)

siendo u = u(x, t) la solucién del problema, que puede ser por ejemplo, la temperatura
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o concentracién de un elemento de fluido en movimiento; ésta depende de su vector de
posicién, x = 2,1+ z,j, y del tiempo, t. El fluido que transporta la magnitud, u, posee
un campo de velocidades en régimen estacionario, v = v(x) = v,i+v,j. Consideraremos
el estudio del modelo lineal, donde la difusién de la magnitud, u, viene determinada

por K = K(x); f = f(x,t) son las fuentes externas. Suponemos ademas conocido el
valor inicial,

u(x,0) = uy(x) en (2)

y unas condiciones de contorno en la frontera I de 2, (I' = T'; UT'y, tal que 'y NI’y = ¢),
de tipo Dirichlet en I'; y de tipo mixta en I'y, de forma que el problema tenga solucién
dnica;

ulr, = 4(x) en Iy (3)

—K(x)-g—:t—l = h(x)u — G(x) en I' (4)

Desarrollaremos esta formulacién clésica utilizando el método de las caracteristicas,
para posteriormente mediante la técnica de los elementos finitos obtener la solucién
numeérica del problema evolutivo.

Si consideramos que los elementos de fluido se mueven a lo largo de las lineas de
corriente con una velocidad v, segin la trayectoria x(t) = 2,(t)i + z,(t)j, en dichos
elementos de fluido tenemos que:

du Ou Ou dz, Ou dz, du

@ "% e a Tama otV
y la ecuacién (1) puede escribirse:
du
i V- (KVu) = f en ) (5)

Un elemento de fluido que se encuentra en un instante ,, en un punto P, de posicién
definida por %, al trasladarse con una velocidad v, después de un tiempo At pasara a
la posicién P, definida por x, en el instante ¢,4,, tal que At =t 4, —t, y Ax =x—X.

Aproximando la derivada total de la magnitud u respecto del tiempo mediante la
expresion:

du u(X,tag) —u(k,tn) _ uP(x) —u(%)

dt — At At

y sustituyendo ésta en la ecuacién (5), segin una aproximacién de Fuler implicita, se
obtiene:

u™H(x) — AtV [Kx)Vu™(x)] = At fPH(x) + u(%) (6)
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La ecuacién anterior podria ser tratada mediante la técnica de los elementos finitos,
pero se nos plantearia un problema en cada paso de tiempo en la evaluacién de u™(%),
ya que tendriamos que buscar en qué elemento del dominio 2 discretizado se encontraba
el elemento de fluido en un instante anterior. Este proceso llevaria una fuerte carga de
tiempo de CPU, que se intenta evitar con el desarrollo que a continuacién se expone.
Pretendemos poner toda la ecuacién (6) dependiente sélo de lo que ocurre en el punto
P en todo instante. Para ello, comenzamos evaluando X supuesto conocido x. La
aproximacién escogida se obtiene por medio de un desarrollo de Taylor en torno al
instante t,4, de la posicién en que se encuentra el elemento de fluido, incluyendo los
términos de segundo orden. Para todo 7 = 1,2:

& = 2i(tn) = @ity — AL) =

diEi(tn_{_l) + Atz dziBi(tn_{_l)

— . — 3
= 2i(tnt1) — At 7 3 p + O(At?)
donde, al considerar un campo de velocidades estacionario,
dz;(t,
) = w
d*zi(tnt:) _ dv;(x) _ Ov; dz, Ov; dz,
dt? T dt T Oz, dt 9z, dt = v(x) Vu(x)

Con lo que nos queda determinado de forma aproximada #;, en funcién de lo que
sucede en el punto P, mediante la expresién:

& = z; — v(x)At + éEtiv(x)-V'vi(x) + 0O(Af) (7

de donde podemos obtener la expresion de Az; = z; — &;, que utilizaremos para
aproximar u™(X) mediante otro desarrollo, ‘

ut(%X) = u"(x — Ax) = v (z, — Az, , 2z, — Az,) =

62

2
_ g 3“ ) L 232 ”(x)
(x) - E Az;——— + 2A:c1A 3z,3:c2 .=E Az

+ O(|| Ax |I°)

Sustituyendo en la ecuacién anterior las expresiones de Az; obtenidas a partir de
(7), y despreciando a partir de los términos de tercer orden, resulta la expresién buscada
para aproximar u™(x), en funcién de lo que sucede en el punto x en el instante anterior
th:

2 au (x) At?

ut(x) = u(x) — Atz i(x) au (x)

E v(x) - Vuy(x)]

1=1
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Atz ZZ'D, (x)v;(x 86:8(:) + 0(At) (8)

i=1j=1

Finalmente, sustituyendo esta expresién en la ecuacién (6), obtenemos la
formulacién que nos aproxima implicitamente el régimen transitorio del proceso de
conveccién-difusién; de forma simplificada tenemos,

u™ — ALV KV = At PP 4wt — Atv-Vut 4

Ag? dur  Ag? 82un (9)
NI DAl el wD DR

donde todos los términos estidn evaluados en un mismo punto P, definido por x. El
dltimo término aportado en el segundo miembro equivale a una difusién artificial, y el
peniltimo aparece debido a que hemos realizado una aproximacién de segundo orden
de la caracteristica dada por la ecuacién (7).

A partir de la ecuacién (9), podemos obtener la siguiente expresién para evaluar el
régimen estacionario, haciendo que u™*! — u™ — 0, y por lo tanto u™ — u, siendo u la
solucién estacionaria del problema:

62

At Su At
~ V- [KVy] + v-Vu — - i(v-Vv;)a—zi 5 2

esta ecuacién es una aproximacién de primer orden, O(At), de la expresién (1) en
régimen estacionario (4% = 0).

Considerando funciones test, w = w(z,,z,), dentro del espacio de funciones
admisibles tales que se anulan en I'y, y teniendo en cuenta la condicién de contorno en
I';, dada por la ecuacién (4), se obtiene la siguiente formulacién variacional asociada a
la expresién (9):

/ u"lwdQ + At / KVu™ . VwdQ + At | hu"Mwdl =
Q Q |

= At / FrwdQ + / Cwd — At / (v-Vu")wdQ +
Q 0

At? ou™ (11)
+ 5 Z/‘}(V.Vv,)a? Z/ 52; 0, (v,v,w)dQ +
At?

Z / 9U” (wv;w)nidl + At [ Gwdl
Pz T; I,

Haciendo la restriccién local a un elemento 2, de frontera I'?, segun el método de
los elementos finitos, los términos af;, de la matriz elemental simétrica son:
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o, = /n DeidQ + At /n KV -VhdQ + At /r byl (12)
e . e 2

siendo 1; = ¥;(,, z,) la funcién de forma asociada al nodo i de Q,; y I'§ = I'* N T,.

Si en lugar de haber realizado una aproximacién de FEuler implicita en la
discretizacién temporal de la ecuacién (5), realizamos una aproximacién de Euler
explicita, la formulacién evolutiva (9) se transforma en:

u = AtV [KVU'] + At f* + ut - Atv-Vu" 4

Ag? dur  Af 8%un (13)
t L Vg ) g

que da lugar a la siguiente formulacién variacional:

/ W FlwdQ = At / KV - VwdQ — At [ huwdl + At / Guwdl+
(9] 1]

I I,

+At/ f"wd9+/ U"wdﬂ—At/(v-Vu wd9+——2/ vv, wdQ— (14)
Q Q O

At2 At?
Z/ . 3z; (v,vJ dQ+_Z/{‘2 v,v_, n;dl

siendo el correspondiente sistema elemental simétrico al igual que con la formulacién
evolutiva implicita. Ademds, si realizamos integracién reducida en el célculo de los
términos de las matrices elementales de la formulacién explicita, obtenemos un sistema
de ecuaciones diagonal; si en cambio, efectuamos integracién consistente, podemos
emplear un método iterativo, del tipo Jacobi, que utiliza la matriz diagonal obtenida
con integracién reducida, ver por ejemplo [16].

ESTUDIO NUMERICO DEL PROBLEMA EVOLUTIVO EN 1-D

Trabajamos con las formulaciones (9) y (13) como esquemas implicito y explicito, -
respectivamente. Dichas formulaciones particularizadas en 1-D, para coeficientes
constantes y sin fuentes externas, serdn el objeto de nuestro estudio, correspondientes
a la formulacién clésica:

du Ou 8%u -
5t 5 - Kaz =0 (15)

* Formulacidn ezplicita:

dzu” At?
n+ _ n ” —_
u"T = 4" + At K 1o + v? — Atw ) (16)
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* Formulacién tmplicita:

d?ynt? At ,dPu® du®
nt+1 — n = .2 —_ —
u At K—mm = 0+ i = At (17)

En cada una de estas formulaciones estudiamos diversas posibilidades segun el
tipo de integracién (reducida o consistente) que se realice sobre los términos u™! y
u". Exponemos a continuacién los principales resultados obtenidos sobre estabilidad y
consistencia, trabajando con una malla regular de elementos lineales de didmetro, h,
con dos nodos.

ESTABILIDAD

Realizamos dicho estudio en el sentido de Von Neuman, obteniendo las siguientes
cotas del nimero de Courant, C, en funcién del nimero de Peclet, P,,

C —_ ’UAt
A (18)

P.= %l
C<(F+0)" + (D% (19)

segun la formulacién e integracién que realicemos resulta:

A) FORMULACION EXPLICITA: m =1
A.1) Integracién reducida en u™t* yu™: p=1

A.2) Integracidn reducida en u™*' y consistente en u™: p = £
A.8) Integracién consistente en todos los términos: p = 31;-
B) FORMULACION IMPLICITA: ' m = 2
B.1) Integracion reducida en u™*t* yu™: p=1
B.2) Integracion reducida en u™t' y consistente en u™: p = %

B.3) Integracidn consistente en todos los términos: p = }

Se puede observar que fijado un determinado valor de la velocidad, v, y la difusién,
K, al ir disminuyendo el didmetro de los elementos, h, en los procesos adaptativos de
refinamiento de mallado, decrece el valor del niimero de Peclet local de los elementos
refinados; lo cual hace que en los esquemas explicitos sean necesarios nimeros de
Courant maximos muy bajos. En cambio, en los esquemas implicitos este efecto sucede
al contrario. Por esta razén desde el punto de vista de la estabilidad serdn mejores los
métodos implicitos que los explicitos, para ser combinados con técnicas adaptativas.
También se puede ver que los esquemas (A.1) y (B.1) para nimeros de Peclet altos
tienden a tomar una cota makima en el nimero de Courant igual a la unidad; los
correspondientes al (4.2) y (B.2) tienden a (2/3)'/?; y los estudiados en (4.3) y (B.8)
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tienden a (1/3)!/2. De todo lo anterior podemos deducir que el método que posee un
mejor comportamiento, en cuanto a estabilildad, es el (B.1).

CONSISTENCIA

Este anélisis lo realizamos comparando el orden de aproximacién de los desarrollos
de factores de amortiguamiento numéricos, G(&,,), de las formulaciones estudiadas
con el factor de amortiguamiento analitico, Ge(€x), asociados a un modo de Fourier
de ambas soluciones, de nimero de onda §,,. Este planteamiento para estudiar la
consistencia de un esquema numérico es empleado por Peraire, Zienkiewicz y Morgan'®.
Tal que,

Ge(€m) = Geln) = e (B +i0n)
donde,

211

"ZE"'h:m(i) Ty

Am

siendo ), la longitud de onda del modo de Fourier, y ¢ = A,n/h el niimero de elementos
del mallado que contiene la longitud de onda asociada al modo. Este valor aumenta a
medida que se realizan las etapas de refinamiento. Segun esto, tenemos:

) C C? [(C? c?
Ge(n) = 1-iCn - (F 7) "+ i (7 T) 7° + O(n%)

Comparando el desarrollo anterior del factor de amortiguamiento analitico, con los
numeéricos obtenidos en el estudio de estabilidad de las formulaciones, resulta que:

~ Para los esquemas (A.1), (A.3), (B.1} y (B.3):

G(n) = Ge(n) + O(n")

diremos, por lo tanto, que estos esquemas son globalmente exactos de segundo orden.

— Para los esquemas (A.2) y (B.2):

G(n) = Ge(n) + O(n*)

con lo que son globalmente exactos de primer orden.
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ESTABILIDAD DEL PROBLEMA EVOLUTIVO EN 2-D

Al igual que en el estudio realizado en 1-D trabajamos con las formulaciones (9) y
(13) como esquemas implicito y explicito, respectivamente, para coeficientes constantes
y sin fuentes externas, correspondientes a la formulacién clisica:

?9—1:+vVu—KAu:O (20)

* Formulacidén exzplicita:

8%um

t2
= w4 ALKAY - Aty Va4 S L g (2
* Formulacién implicita:
uttt — At KAy = 4 — At v-Vu"™ + Zvlv]a ax. (22)

Se comprueba que un modo de Fourier de la solucién analitica de la ecuacién (20)
es de la forma:

U = Fpeian-0nt) g-int (23)
donde:

(o = e 24

¥ €, = &ml + Eam] es el vector de onda, cuya direccién define la de propagacién del
modo.

Pretendemos realizar un estudio de estabilidad numérica para los esquemas a que
dan lugar las formulaciones explicita e implicita en 2-D, en los casos que se realice
integracién reducida o consistente en los términos u”t! y u™, correspondientes a los
apartados (A.1), (A.8), (B.1)y (B.3) del estudio realizado en 1-D. Excluimos por tanto
los esquemas surgidos de una integracién mixta en estos términos, correspondientes a
(A.2) y (B.2), que poseen un peor comportamiento en cuanto a consistencia, segin el
estudio en 1-D.

Un estudio general de estabilidad en 2-D seria muy complejo, dadas las miltiples
combinaciones de elementos que se nos pueden presentar en un proceso adaptativo. Por
ello, consideramos un caso particular; trabajamos sobre la malla regular de tridngulos
rectangulos que se representa en la Figura 1; se indica la numeracién de los nodos y las
dimensiones de los elementos. Comenzaremos exponiendo el estudio de la formulacién
implicita con integracién consistente en todos los términos, para posteriormente indicar,
de forma mas resumida, los resultados principales obtenidos para el resto de las
formulaciones propuestas:
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B ¢ Fe . O

6

Figura 1. Modelo de malla para el estudio de estabilidad.

I) Formulacion implicita con integracidn consistente en todos los términos:

Multiplicando toda la ecuacién (22) por la funcién base asociada al nodo 0, ¢o, e
integrando en el dominio {2 en la forma indicada, obtenemos el esquema en diferencias
a que da lugar el método de los elementos finitos:

h?
i__2_(6u;t+1 + uIH'l + u;t+1 + u;1+1 + u:t-H + u;z+1 + ug+1) +

+ At K(4u;‘+‘ - u;"H — u;“ﬂ - u:H-l - u;l+1) —
h2

h
= Atg o (2(uf —of) + U — o Hug - o) o (200 - ug) + o -l Ul - )] -

At? ,
= S (20— uT — ) + v — o D+ — w4 U — 207)+

+ 9 (2ug - uf — u)]

siendo u; ( = 0,1,2,...,6) la solucién numeérica en los nodos, y h el pardmetro de
la discretizacién. Sea v es el angulo formado por la velocidad v constante con el eje
2,. Considerando v = |v|, definiremos los niimeros de Courant y Peclet mediante (18).
Para realizar el anilisis de estabilidad introducimos un modo de Fourier genérico de la
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solucién numérica de la forma anéloga a (23), considerando valores numéricos de los
parametros. Si designamos,

i = cosv = —

v
0, = senv = e

v
Xk = sen {gmh

(k=1,2)

(e = cosgmh
x12 = sen ({im + &2m)h
<12 = COS(£1m+§2m)h

podemos obtener el factor de amortiguamiento numérico para el nodo 0, G(§,,), como
el cociente entre el modo de la solucién numérica en el instante t,4, y tn:
FB+G+ G+ C2) —C?[1— 602 — 03¢ + 6102(¢1 + G2 — Gz — 1))

G = -
() sB+G+E+H )+ ER-G-G)

(25)

i9_91(2X1 + x12 — X2) + 02(2x2 + X12 — X1)
3 ZB+G+ G+ )+ %(2—41 —(2)

Puesto que el estudio general de estabilidad para unas direcciones cualesquiera de
propagacion de la onda y de la velocidad es muy complejo, estudiaremos las condiciones
de estabilidad en dos casos que nos conducirdn a unos resultados de estabilidad bastante
interesantes comparandolos con los obtenidos en el estudio en 1-D. En ambos casos
consideraremos que la velocidad, v, posee una direccién cualquiera como hemos definido
inicialmente. Y en cuanto ala direccién de propagacién de la onda definida por el vector
de onda, §,,, se tratard en un primer apartado cuando el dngulo formado por §,, y el
eje z, sea nulo, y posteriormente el caso que este dngulo sea 3w /4.

I.1) Caso que {1 = € y €2 =0, V€ € RT:
Particularizando (25), podemos expresar el factor de amortiguamiento como:

l—qsenzfﬁ—issenfh

G = G(,0) = 2 26)

(€x) = G(E,0) e (26)
q = % + 2C2cos?v

siendo: s = Ceosy (27)

h~]

Il
Wit
|
~&
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Imponiendo la condicién de estabilidad, |G(€,,)|? < 1, obtenemos que es necesario:
1

1 + coslv E+_1_
Pe2 3 P,

Se comprueba ficilmente que esta cota sobre el nimero de Courant es mas favorable
que la obtenida en 1-D; salvo cuando » = 0 6 v = 7 (iguales direcciones de la velocidad
y propagacién), en cuyo caso coinciden las cotas en 1-D y 2-D.

L2) Caso que €1 =€ y am = —E, VEER™:

Particularizando (25), podemos expresar el factor de amortiguamiento de la misma
forma que (26), sélo que ahora tenemos:

1
c<
cos?v

(28)

g = 2 4+ 2C*1 - sen 2v)

s = C(cosv — senv)

(29)
p=3-%
de donde obtenemos como condicién de estabilidad:
1
1 4 1—sen2v\2 2
K e =y =
Cs 1 - sen 2v [(P3+ 3 ) +Pe] (30)
La cota m4s desfavorable en este caso se obtiene cuando sen 2v = —1, es decir,
v =37/4 6 v = —n/4, (igualdad en direcciones de la velocidad, v, y de la propagacién
del modo, definida por £,,), dicha cota es:
1 1\z 1
CL<|—=+-= — 1
_<P3+6) +Pe (31)

Si comparamos la cota anterior con la obtenida en el estudio realizado en 1-D,
resulta ser mas desfavorable en cuanto a la obtencién del paso de tiempo, At, el
resultado obtenido en 2-D, interpretando el pardmetro de la discretizacién, h, como se
ha definido en ambos casos para las expresiones de C y P,. Pero podemos comprobar
facilmente que si en la cota obtenida en 1-D considero como el paridmetro de la
discretizacién la longitud de los catetos dividida por v/2 (distancia maxima entre dos
puntos del elemento en la direccién de la velocidad y de propagacién), obtendria la
cota dada por (31). Esto mismo ocurria en el caso anterior en que la distancia maxima
entre dos puntos de un elemento en la direccién de la velocidad y de propagacién
(caso mds desfavorable cuando coinciden) era precisamente la longitud de los catetos,
y por ello llegabamos a la misma cota que en 1-D. De todo esto podemos intuir que,
para el modelo de malla representado en la Figura 1, el caso mas desfavorable sera
cuando las direcciones de la velocidad y propagacién coincidan con la de la bisectriz del
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segundo y cuarto cuadrante. Segin ésto, indicamos como cota mas desfavorable para
la formulacién (I) 1a dada por (31).

II) Formulacién implicita con integracion reducida en los términos u™*' y u™:

En este caso sélo vamos a exponer directamente los resultados principales obtenidos
para las direcciones de propagacién consideradas. Los calculos, que omitiremos, se
efectian siguiendo los pasos indicados en el apartado (I).

IL1) Caso que &1m =€ y E2m =0, VE€ RT:

C< - [(-1—+coszv>%+l] (32)

cos?v [\ P2

I1.2) Caso que {ym =€ y €am = —§, VEER™:
C<—2 (i+1 2)%+3 (33)
~ 1- sen 2y |\ P? T seney P,

La cota mas desfavorable en este caso se obtiene también cuando coinciden las
direcciones de la velocidad y de propagacion:

N

1 1 1
CL<|=+= — 34
= (Pz * 2) 2 (34)
III}) Formulacién explicita con integracién consistente en todos los términos:

II1.1) Caso que {1m =€ y 2m =0, V€ € Rt:

1
1 1 coslv\? 1
< — - 35
~ cos?v I:(Pez + 3 ) Pe] (35)
IIL.2) Caso que {um =€ y om = —€, VEER™:
1
1 4 1 —sen2v\z 2

<o (S i 2 36
C_l— sen 2v [<P3+ 3 ) Pe] (36)

Andlogamente se obtiene la cota més desfavorable:
c<(_1-+1)% &S (37)

“\P? 6 P,
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IV) Formulacidn ezplicita con integracion reducida en los términos u™*t! y u™:

IV.1) Caso que &y = € y €2m =0, VE € R™:

1
1 1 L \F 1
C< o [(P_ez + cos u) - E] (38)

IV2) Caso que §1m = Eylom=-(VEER™:

1
1 4 z 2
< — - = — S
C < T [(Pe'" +1 sen21/) Pe] (39)
La cota mas desfavorable es:
| 1 1\7 1
< | —4 ) - =
< <P3 + 2) = (40)

Se puede comprobar que con las tres formulaciones anteriores se presentan analogas
propiedades que en la (I).

INDICADORES DE ERROR

El estudio de la estimacién del error dependerd en general del tipo de problema
a resolver, y es un tema abierto en la actualidad. Autores tales como Babuska y
Rheinboldt®**** | o Zienkiewicz, Kelly y Gago''’'? han realizado un considerable esfuerzo
en este estudio, proponiendo estimadores de error para problemas en 1-D, y problemas
elipticos de segundo orden en general.

Nuestro problema de conveccién-difusién evolutivo que puede tener caréacter
hiperbdlico o parabdlico segiin que predomine mas o menos el término de conveccién
frente al de difusién, no esta claramente resuelto en cuanto a la estimacién del error;
salvo en el caso unidimensional, Szymczak y Babuska®®. Por ello, nuestro trabajo va a
ser enfocado en el anilisis de posibles indicadores de error ¢; que nos muestren de forma
efectiva los elementos que deben ser refinados en cada etapa del proceso adaptativo.
Fundamentalmente, consideramos cuatro indicadores:

o Indicador 1:

1
h? 2 hi Buh 2 :
PR L S N Y. e
€ [24 Kmin ﬂ'r * 24 Kpnin »A“,‘ [[ 8n]| ar

donde h; es el didmetro del elemento §; de frontera I';; K;, es el valor minimo de la
difusién K = K(z) en Q;; [[K aa—u#]] representa el salto de flujo de la solucién numérica

up = up(z), obtenida en la malla a refinar, en la frontera I'; de ©; ; » = r(z) es el residuo
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de la ecuacién. Este indicador de error fue introducido para problemas elipticos; ver
referencias [11] y [12]. Nosotros tomaremos:

r(z) = -V -(KVup) + v-Vu, — f

con lo que los indicadores de error en cada elemento serdn calculados en funcién del
error cometido en up(z) con respecto a la solucién estacionaria del problema planteado.

o Indicador 2:

1

h? 2 2
i = |—2i— [ rda
¢ [24 Kmin ; r }

Se considera este indicador para ver su comportamiento al tener en cuenta
exclusivamente la aportacién del residuo de la ecuacién.

o Indicador 3:

g = hi|v-Vuy|

Su valor es proporcional al residuo de la ecuacién en problemas estacionarios de
conveccién pura (o con fuerte conveccién con respecto a la difusién) sin fuentes externas.

s Indicador 4:

£ = h,’quhl

Nos mide la mdaxima variacién experimentada por la solucién numeérica en el
elemento Q;, ya que |Vuy| es constante en todo ©; al trabajar con elementos triangulares
de tres nodos, e interpolacién lineal.

En las aplicaciones numeéricas realizadas se compara el comportamiento de estos
indicadores; se puede adelantar que el Indicador 4 es el mds selectivo en cuanto a la
localizacién de las capas limites provocando mayores refinamientos en torno a éstas.

ESTRATEGIAS DE REFINAMIENTO

Una vez conocida la distribucién de los indicadores de error ¢; (¢ = 1,2,...,N),
siendo N el nimero de elementos de la malla M, estamos en disposicién de
determinar los elementos que deben ser refinados, utilizando criterios estadisticos de
dicha distribucién, o mediante la utilizacién de un pardmetro y € [0, 1], propuesto
por diferentes autores, véase por ejemplo Zienkiewicz y Craig'. Este valor se fija
normalmente a priori para todas las etapas del proceso de refinamiento, tal que se
refinan aquellos elementos cuyo indicador de error €; sea superior ‘o igual que ¥ veces
el valor maximo de los indicadores de los elementos de la malla.

Para la resolucién del problema trabajamos con elementos triangulares de tres
nodos e interpolacién lineal. Utilizaremos el algoritmo de refinamiento propuesto por
Rivara®®*®, que divide el tridngulo a refinar en cuatro subtridngulos introduciendo tres
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nuevos nodos en el punto medio de los lados, y uniendo el nodo situado en el lado
mayor con el vértice opuesto y con los otros dos nuevos nodos. Una vez refinados todos
los elementos que indique la estrategia, realizamos un refinamiento adicional segin la
técnica de Rivara para asegurar la conformidad del mallado.

APLICACIONES NUMERICAS

Nos planteamos la resolucién mediante el método de elementos finitos adaptativo,
utilizando las diversas formulaciones, del .problema modelo de conveccién-difusién,
definido sobre un dominio © bidimensional de forma cuadrada de lado unidad, ver
Figura 2, en el que existe un medio en movimiento con un campo de velocidades, v, -
representado en la Figura 3, de divergencia nula, cuyas componentes son:

v, = wa,(l—z,)(z, —0.5)

v, = wzy,(0.5—2,)(1— =)

(0,1) 2 (1,1)

(0,0) rt (1,0)
2z

Figura 2. Region de estudio y condiciones de contorno.

donde w es un pardmetro conocido que utilizaremos para tener la posibilidad de resolver
problemas con mayor o menor conveccién frente al término de difusién. Consideramos
que dicho medio posee una difusién K = 1, y que no esta sometido a fuentes externas;
f = 0. Definimos la frontera, I', de  como unién de tramos rectos disjuntos,
I' = T{ UT?2 UT} U T, tal que imponemos sobre éstos las condiciones de contorno
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Figura 3. Campo de velocidades (|v|max =w/8).

que se indican en la Figura 2, para todo instante ¢ > 0. Como condiciones iniciales
tomaremos: u(x,0) =0, Vx € Q.

Resolveremos este problema para distintos valores de w, utilizando diferentes
estrategias de refinamiento e indicadores de error. Nos planteamos la resolucién del
problema evolutivo y del estacionario.

Definiremos en todos los casos el mismo mallado regular de “partida”, con un
total de 9 nodos, 8 elementos y 16 caras. A partir de este mallado se realizardn una
serie de refinamientos autométicos de todos los elementos utilizando el algoritmo de
Rivara. Estos refinamientos se hacen para generar la malla “inicial” (regular) sobre la
que comienza la resolucién del problema mediante el método de los elementos finitos
adaptativo.

Todas las aplicaciones se han realizado con el cédigo NEPTUNO, ver [10], en un
VAX-11/750.

APLICACIONES AL PROBLEMA EVOLUTIVO

En este apartado se exponen las salidas grificas obtenidas en la resolucién del
problema modelo evolutivo, para w = 1000. Utilizaremos la formulacién implicita con
integracién consistente en todos los términos, teniendo en cuenta los resultados del
estudio numérico efectuado.

Se ha resuelto el problema mediante dos estrategias distintas. En ambos casos,
sobre el mallado de “partida” definido anteriormente, se efectian tres refinamientos
automaticos, utilizando el algoritmo de Rivara, para definir el mallado regular inicial
que posee 289 nodos. Llamaremos Malla 1 a este mallado; ser4 sobre la que comienza el
proceso de resolucién evolutiva realizando el nimero de pasos de tiempo que determine



552 R. MONTENEGRO, G. MONTERO, G. WINTER Y L. FERRAGUT

la estrategia ensayada. Posteriormente, se realizard un refinamiento de dicha malla,
construyendo la Malla 2 sobre la que se vuelve a repetir el proceso, hasta obtener el
numero de mallas deseado.

El problema fundamental que se plantea es la determinacién del paso del tiempo,
At, para que el proceso sea estable en todas las etapas de refinamiento. Para ello, se
trabaja con la cota mas desfavorable obtenida en el estudio de estabilidad realizado en
2-D; ver expresién (31), sobre la que puede actuar un coeficiente de seguridad, &, si se
desea

L

112
C<«k [—]
I
tal que tomaremos como paso de tiempo para cada malla:

1
At = & femmin [1]2

Iv]max 6

siendo Amin la longitud minima de las caras de todos los elementos de la malla,
¥ |V|lmex = 125 para esta aplicacién (w = 1000). Ambos valores son obtenidos
automaticamente para la determinacién de At, que puede o no variar en cada etapa de
refinamiento en funcién de la zona donde éste se efectiie, esto dependerd en definitiva
de si varia el valor de hp,;, de una malla a otra. En las aplicaciones numéricas expuestas
a continuacién se ha tomado £ = 0.9. De esta forma obtenemos para trabajar sobre la
Malla 1, At = 0.18371-1073. Asi calculamos répidamente un valor de At que puede ser
algo mas pequefio que la cota necesaria, pero evitamos realizar un barrido en todos los
elementos de la malla para obtener la cota mas desfavorable entre las cotas asociadas
a cada uno de los elementos, en funcién de su nimero de Peclet local.

* PROBLEMA MODELO EVOLUTIVO, w = 1000 :

a) Estrategia 1:

Sobre cada malla realizamos mil pasos de tiempo, trabajando con un total de
cuatro mallas; es decir, se efectiian solamente tres refinamientos adaptativos en toda la
resolucion. Se considera el indicador 1, tomando el valor del pardmetro ¥ = 0.8 para
indicar qué elementos se refinan. En las Figuras 4(a) y (b) se pueden ver las mallas
1y 4, y las curvas de isovalores de u en el interior del dominio para u = (1—5, %, .. .,%
en los tiempos indicados en cada malla. Se puede comprobar que la solucién para la
Malla 4 (Tiempo = 0.43238) es muy préxima a la estacionaria obtenida mediante el
método de la difusién artificial. Podemos indicar que el tiempo de CPU requerido para
refinar la Malla 1, determinar el nuevo paso de tiempo y crear los ficheros de resultados
es del orden de 0.27% del requerido para la formacién del sistema de ecuaciones y su
resolucién en los mil pasos de tiempo que se efectiian sobre dicha malla. En el resto de
las mallas sucede practicamente lo mismo.

b) Estrategia 2:
En este caso, sobre cada malla realizamos solamente trescientos pasos de tiempo,
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Figura 4(a). Malla 1 (Tiempo = 0.18371).
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Figura 4(b). Malla 4 (Tiempo = 0.43238).

trabajando con un total de veinte mallas; es decir, se efectiian diecinueve refinamientos
adaptativos en toda la resolucién del problema. Se utiliza el Indicador 4 y ¥ = 0.9. En
las Figuras 5(a) y (b) se pueden ver las mallas 2 y 20 y las curvas de isovalores de u al
igual que en la aplicacién anterior. Se observa que el niimero de nodos introducidos por
esta estrategia es mucho mayor que con la anterior, al ser el Indicador 4 mas selectivo
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Figura 5(a). Malla 2 (Tiempo = 0.08267).
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Figura 5(b). Malla 20 (Tiempo = 0.30361).

para localizar las capas limites (zonas de mayor gradiente) y realizar un mayor nimero
de etapas de refinamiento. La solucién obtenida en la Malla 20 (Tiempo = 0.30361) es
proxima a la estacionaria.
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APLICACIONES AL PROBLEMA ESTACIONARIO

En este apartado se exponen las salidas graficas obtenidas en la resolucién del
problema modelo, para w = 1000 y w = 10000, encontrando directamente su régimen
estacionario aplicando el método de la difusién artifical, ver por ejemplo Conde, Elorza,
Ferragut y de Vicente' o Raviart'”, combinado con técnicas adaptativas segin distintas
estrategias e indicadores de error.

* PROBLEMA MODELO ESTACIONARIO, w = 1000:

En este caso, a partir del mallado de “partida”, realizamos tres refinarmientos
automdticos utilizando el mallado “inicial” (regular). Sobre este mallado se efectiia
un total de cuatro etapas de refinamiento, tomando 4 = 0.4, trabajando con los cuatro
indicadores propuestos.

-~
h/ N
NZAN : AN :<
Ny N “ R
e
NN 4 u < J\>J{
“'/ K 5% % % E}y\/ﬂ\ K

Figura 6{a). Indicador 1, 3022 nodos, 4 refinamientos.

La Figura 6(a) representa el resultado cuando se emplea el Indicador 1, la malla
posee un total de 3022 nodos. En la Figura 6(b) tenemos el resultado para el Indicador
2, con 1801 nodos. En la Figura 6(c) para el Indicador 3, con 3521 nodos. En la Figura
6(d) para el Indicador 4, con 8409 incégnitas. Si tomamos como referencia de tiempo
total de CPU el resultado obtenido para que con el Indicador 4 se completen las cuatro
etapas de refinamiento, la aplicacién con el Indicador 1 se realiza en el 16.0%; la del
Indicador 2, al 6.4%; y la del Indicador 3, al 25.6%.

En [14] se realiza un estudio detallado de los métodos de resolucién de sistemas
utilizados para este problema, incluyendo informacién sobre tiempos de CPU, niimero
de iteraciones y espacio de memoria requerida. ‘
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Figura 6(b). Indicador 2, 1801 nodos, 4 refinamientos.
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Figura 6(c). Indicador 3, 3521 nodos, 4 refinamientos.

* PROBLEMA MODELQO ESTACIONARIO, w = 10000:

Esta aplicacién puede considerarse con un fuerte predominio del término de
conveccién sobre el de difusién; |V|max = 1250. En este caso realizamos el mismo
nimero de refinamiento automadticos que en la aplicacién anterior para definir el
mallado “inicial” (regular). Sobre este mallado se efectia un total de cuatro etapas
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Figura 6(d). Indicador 4, 8409 incog., 4 refinamientos.
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Figura 7. Indicador 4, 4770 nodos, 4 refinamientos.

de refinamiento, tomando ¥ = 0.3. En la Figura 7 se muestra el mallado final, con

4770 nodos, cuando utilizamos el Indicador 4; se dibujan las curvas de isovalores para
2 6
U=F Ty

<
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CONCLUSIONES

El trabajo realizado pretende demostrar la eficacia de los métodos de elementos
finitos adaptativos de refinamiento de mallado en la resolucién de problemas de
conveccién-difusién, aportando las siguientes conclusiones principalmente, en base a
las experiencias propias:

1) ElIndicador 4, que nos mide la méxima variacién experimentada por la solucién en
el elemento, es el mas sencillo de evaluar, y el mas selectivo de todos los estudiados
en cuanto a la localizacién de las capas limites, provocando mayores refinamientos
en torno a éstas.

2) En base al estudio de estabilidad realizado se puede concluir que, fijado un
determinado valor de la velocidad y de la difusién, al ir disminuyendo el didmetro
de los elementos en un proceso adaptativo de refinamiento de mallado, decrece
el nimero de Peclet local de éstos; lo cual hace que en los esquemas explicitos
estudiados sean necesarios niumeros de Courant maximos muy bajos. En cambio,
en los esquemas implicitos este efecto sucede al contrario. Por esta razén, desde
el punto de vista de estabilidad, serdn mejores las formulaciones implicitas que las
explicitas, para ser combinadas con técnicas adaptativas.

3) Las cotas de estabilidad mas desfavorables obtenidas en el estudio realizado en 2-D
se producen cuando la direccién de la velocidad del fluido y de la propagacién de
onda coinciden. Ademds resulta que estas cotas se pueden evaluar a partir de las
correspondientes en 1-D, si en lugar de considerar en éstas 1ltimas el didmetro de
los elementos, tomamos la méxima distancia entre dos puntos del elemento en la
direccién de la velocidad y de propagacion. De todo esto podemos intuir que la
cota mas desfavorable se obtendrd en funcién del valor minimo de las maximas
distancias entre dos puntos de un elemento sobre cualquier direccién.

4) Los esquemas implicitos y explicitos obtenidos en 1-D a partir de integracién mixta
en los términos u™t! y u™ son globalmente exactos de primer orden. En cambio, el
resto de los esquemas estudiados son globalmente exactos de segundo orden.

5) Sera de interés elaborar un algoritmo de desrefinamiento, con vista a ser aplicado
principalmente en problemas evolutivos, evitando de esta forma el disminuir
excesivamente el paso de tiempo a medida que se refina, por cuestiones de
estabilidad, y el conservar nodos no necesarios en otro instante. Se piensa en
dos posibilidades basadas en crear una malla més “grosera” que nos aproxime la
solucidn en el instante anterior con una cierta aproximacién impuesta a priori, con
el fin de tomarla como malla de partida para el calculo de la solucion en el instante
siguiente. Una de ellas intenta eliminar elementos teniendo en cuenta las secuencias
de creacién de todas las mallas. La otra posibilidad seria partiendo de una malla
regular “grosera”, utilizar el propio algoritmo de refinamiento teniendo en cuenta
la diferencia entre la solucién interpolada en dicha malla y la solucién numérica
obtenida en el instante anterior con una malla “fina”.
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