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RESUMEN

Se desarrolla en este primer artfculo, la formulacién tedrica para el estudio tridimensional de
cuerpos sometidos a acciones de contacto-impacto. Después de desarrollar las ecuaciones bdsicas de
equilibrio, se estudian las ecuaciones constitutivas utilizadas. El elemento usado es el hexaédrico de
ocho nodos, del cual se establecen algunas propiedades, que serdn de utilidad para la integracién
numérica. En un artfculo posterior, se desarrollard el algoritmo de contacto-impacto estudiado, asf
como varios ejemplos.

SUMMARY

In this first part of the paper, we develop the theoritical formulation for the tridimensional study
of bodies under contact-impact actions. After developping the basic equilibrium equations, the consti-
tutive equations used are studied. The element used is the hexaedric with eight nodes, from which are
established some properties that will be necessary for the numerical integration. In the second part of
the paper, we shall develop the contact-impact algorithm studied before, as well as several examples.

INTRODUCCION

Previamente al desarrollo de la tecnologfa informatica, la tinica herramienta disponi-
ble para la resolucion de problemas de contacto-impacto era la teorfa de Hertz. Dicha
teorfa, ya cldsica dentro del campo de la elasticidad, exigfa un importante ntimero de
restricciones, de entre las cuales cabe destacar la hipotesis de elasticidad lineal, asf
como la aproximacién de las zonas de contacto por superficies de segundo orden.

Aun con tales hipotesis la solucién de problemas de contacto e impacto era en
muchas ocasiones imposible de alcanzar en forma analftica, y en los casos, extremada-
mente simples, que tal solucion podfa obtenerse, la hipoOtesis de material eldstico
conducfta invariablemente a resultados con elevadas tensiones. Tales dificultades fueron
en parte resueltas con la aparicién de los ordenadores y los modernos métodos numeéri-
cos de célculo.

El origen de los métodos numéricos aplicados a problemas de contacto-impacto se
encuentra en las primeras soluciones obtenidas por diferencias finitas sobre problemas
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de propagacion no lineal de ondas, aplicados especialmente en el dmbito de la tecnologia
militar. Tales estudios fueron conducidos principalmente por Wilkins®, Maenchen y
Sack? y Noh?®.

Las primeras aplicaciones del M.E.F. a problemas de propagacion no lineal de ondas
se atribuyen a Constantino*, Oden®, y posteriormente a los estudios de Key®, Wilson”
y Belytschko® 9.

Cronol6gicamente el primer método que se desarroll6 para la representacién de las
zonas de contacto-impacto es el debido a Hughes et al.}°, llamado método de las
restricciones nodales (“nodal constraint method™), en el cual se establecen las condicio-
nes discretas que deben cumplirse en las zonas de contacto, zonas que quedaban
representadas por un aparejamiento de nodos pertenecientes a ambos sélidos. Posterior-
mente Hughes, Taylor, Sackman y Curnier'®:*2 | perfeccionaron dicho método generali-
zdndolo a problemas tridimensionales, e introduciendo las fuerzas de friccion y el
contacto nodo-elemento.

Posteriormente se han desarrollado algoritmos numéricos mds precisos y rapidos,
como el método de las penalizaciones (“Penalty method”) debido a Halquist?3-6
método que se ha empleado en el presente estudio.

ECUACIONES BASICAS DE EQUILIBRIO

Figura 2. Elemento finito tridimensional
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Considérese el solido tridimensional de la figura 1, dividido en elementos finitos
(fig. 2), que en el instante inicial ¢, ocupaelvolumen V_,y que en un instante cualquiera

de la deformacion ¢ ocupa el volumen V. Definamos en dicho sélido el siguiente
conjunto de coordenadas:

—Un sistema de coordenadas intrinsecas. ;éo‘ § definido en el dominio de cada elemento.

—Un sistema de coordenadas globales 3X" g las cuales hacen referencia a la posiciéon
de un punto cualquiera en el instante ¢.

X' = X\ N, 8%

— Un sistema de coordenadas globales §x£$ " que indican la posic:ian de cuialqvuier
punto en el instante ¢.

xt = xi N, (£

siendo’N (Ea) lés funciones de forma del elemento.

Llamando 7* a una velocidad virtual, la ecuacién de equilibrio para cada elemento,
en el s6lido inicial y en el deformado, se escribe respectlvamente

/«pv*. adv+ /g:L*dV = / PTE BdV + / v* g ida
v ' Ve Vg | i

e Vg

- ' g o ~
/oso"v*.zz'dVo + /OT: G*7,) dv, = /owo 7* 5 dy; +.»/-xz:vﬁ*5~;51?,1v.d,:-4;;.
o
v v v v
e e e €

Siendo

T el primer tensor de Piola-Kirchoff
g ¢l tensor de tensiones de Cauchy
L el tensor gradiente de velocidades

y haciendo 3* = v% N,
se obtiene la ecuacion dindmica de equilibrio

L +T, =P, + B, ()

siendo para cada componente

I = (/ @NANI;dV)a; = (/O«p"NANB av, ag) )

. N N, N
T = i S gy - a 204 :/}*““—AdV 3
i /véo = [T = [T % O
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Pl = N, t'da = / N, T* d4 (4)
v, auz

Ve

B, = /sqNA b AV = /O‘P"NAb"dV; (5)

Como puede observarse, las expresiones anteriores estdn escritas en coordenadas
cartesianas o intrinsecas. Debido a condicionantes de rapidez de cdlculo, es preferible
utilizar un sistema cartesiano para representar el estado actual y trabajar con ambos
—dependiendo de la ecuacion constitutiva utilizada— en el estado inicial.

Procediendo al ensamblaje de elementos, la ecuacion de equilibrio (1) se escribird:

M,

a

» X% + T, = F, (6)

ECUACIONES CONSTITUTIVAS UTILIZADAS

Los problemas de impacto, son bdsicamente problemas dindmicos con grandes
deformaciones. A fin de conseguir una correcta modelizacion, se han usado tres tipos
de ecuaciones constitutivas:

a) Ecuacién constitutiva hipereldstica:

SIJ - CIJKL EKL (7)

o en coordenadas intrinsecas

A = oTAQm EQn

en donde S™ es el segundo tensor de Piola-Kirchoff, C*’*% es el tensor de elasticidad
dado por

CIJKL — )\61J BKL + IJ.(SIK 6JL + SIL 5JK) (8)

y Ex; esel tensor de Green
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b) Ecuaci6n constitutiva hipoelastica:.
J =‘ ‘Cij’lﬂel» Dy, : 9)
siendo 0” el tensor de tensiones de Jaumann
o = ¢ + W o* + wk o* (10)

siendo W, el tensor velocidad de rotacion

_ o1 oy oV : BERPCER
Mo =g \ew ") o - b
y Dy es el tensor velocidad de deformacion
1 { ovk vt
Du =75 <T+a—> o 19

¢) Ecuacioén constitutiva elastopldstica:

El tensor velocidad de deformam()n D se descompone en una parte eléstlca Vv una
pldstica

'D; =Dj; + D (13)
en donde
pr = L (14)
ij 502.

i

siendo F el potencial plastico que se supondr4,igual a la superflcle de fluenc1a (plastici-
dad asociada)

F(o;;, k) = 0 - -as)

en donde k es un pardmetro de fluencia, funcion del trabajo pldstico de deformacion
w :

), .
w, = o0;Df , S (16)
Por la ley de normalidad
OF '
DY = n — . (17)
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siendo oF .
00; %
A= - 2 18
oF 0k; ” oF (18)
ok; aw, " 0oy
Se utiliza como criterio de plastificacién el de Von Misses, definido por
1 k? 2 k2

siendo z;; la parte desviadora del tensor de Cauchy, y J? el segundo invariante del
desviador de tensiones. -
La velocidad de deformacion plastica equivalente se define por

. 2
E=\2o o @0)
por lo que si denominamos
1
1 _
Dij = Dy = 5 D, O (21)

y Zij a la derivada corrotacional de las tensiones desviadoras
z; = 2G(D;; — DY) (22)

se obtienen después de realizar algunas operaciones, las expresiones

E, =/3J (H+306) (23)
. 3J* . 3¢ J*
L =2G((DL - T2y =z - 7. 24
Zij Dy~ 536 27 %) T % T gasc T 24)
en donde
gk | 25)
EP

G = Modulo de Elasticidad transversal

.. H+3G
J =
H

(26)

z; = 2G D} (27)

i
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Con el exclusivo fin de dar mayor efectividad al programa y reducir el tiempo de
cdlculo (realmente este aspecto condiciona la mayor parte de los algoritmos usados),
para una misma estructura y un mismo material se han introducido las tres ecuaciones
constitutivas anteriores, combindndolas de acuerdo con los siguientes métodos:

a) Método hipereldstico:

Este método, usa exclusivamente la ecuacion constitutiva hipereldstica. Se usa funda-
mentalmente en aquéllas zonas de la estructura, que por su lejanfa de la zona de impacto
no es previsible su plastificacion. La utilidad de este método, radica en el hecho de que
es el que menos operaciones por elemento exige. Las fuerzas internas resistentes (ecua-
cion (3)) se obtienen integrando en el volumen inicial y usando coordenadas intrinsecas.

. b) Método elastopldstico:

Es el mds exhaustivo, y el que mayor tiempo de cdlculo requiere. Se usa en aquellas
zonas proximas a la zona de impacto desde el primer momento. En régimen eldstico,

usa la ecuacion constitutiva hipoeldstica y en régimen pldstico la ecuacion elastopldstica.
" Las fuerzas internas resistentes, se calculan integrando sobre ¢l volumen deformado.

¢) Método inicialmente eldstico:

Se utiliza fundamentaimente en las zonas comprendidas entre las dos anteriores.
Inicialmente, en las primeras iteraciones, dicha zona se modela con un material elasto-
plastico, hasta alcanzar una tension equivalente del orden de 0,9 de la de fluencia, y
a partir de entonces se sustituye por el método elastopléstico,

La utilizacion de estos tres métodos, se ha mostrado muy eficiente, permitiendo
un ahorro considerable de tiempo.

ELEMENTO HEXAEDRICO:
INTEGRACION NUMERICA Y ALGUNAS RELACIONES UTILES

Nos proponemos en este apartado estudiar con algin detalle el elemento hexaédrico
de ocho nodos integrado con un solo punto de Gauss, que es con el que se ha trabajado.

a) Funciones de forma e integracién numérica:

Las funciones de forma de la clase C° para dicho elemento (figura 3), pueden
escribirse

N =[N, N, N, N, N, Ny N, N,]* =
1 | (28)
=S BE AR+ BB BB P BB



180 J.MIQUEL CANET Y J.BONET

§

ot e e e e s i e o

Figura 3. Deformaci6én del elemento finito de 8 nodos utilizado

cn donde
By =1[-1 1 .1 1l 1 -1]7
B, =[-1 -1 1 1 -1 -1 1 1J
By =[-1 -1 -1 -1 1 1 1 1F
Bp=[{1 1 1 1 1 1 1 1T
By =[ 1 -1 1 -1 1 -1 1 -—-1}F (29)
B =[ 1 ~1 -1 1 -1 1 1 -1)°
B, =[1 1 -1 -1 -1 -1 1 17
Bp=[-1 1 -1 1 1 -1 1 -F

Como puede comprobarse, los vectores B forman una base ortogonal en R® denomi-
nada base modal y que es de gran utilidad para los desarro]los posteriores.

Los vectores By, B, y By como puede fécilmente comprobarse son vectores base de
deformacién uniforme, mientras de > que B, corresponde al modo de traslacion de s6lido
rigido. Los vectores B B B y B veremos mds adelante que reciben ¢l nombre de
modos de energia nqus
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Derivando el vector N respecto a las coordenadas naturales £ y particularizando
para el punto (0, 0, 0) se obtiene

ON 1 -
) w e GO

Si los vectores B forman una base ortogonal, cualquier vector ¢ puede escribirse

¢ = ¢y By (31)
con
I -7 =
by =§¢> By (32)
y en particular el vector N
N = N, By

siendo los valores de N, los coeficientes de los vectores B en la expresion (28)
Por lo que hace referencia a la integracion numérica, ésta se ha realizado con un
solo punto de Gauss, por lo que si f es una funcién cualquiera

/ fav = /fx/?dfl dg? dg® = / YED dE dg2 dE® = 8y (0,0,0) (33)
v, D D

La aproximacién obtenida con esta relacién dejard de ser tal y se convertird en una
igualdad si ¥ (¢%) es una funcién lineal de £%.

El uso de un solo punto de integracién presenta la gran ventaja de su rapidez opera-
tiva, puesto que las variables fundamentales, tensiones, deformaciones, velocidad de
deformacién etc. deben evaluarse en un Gnico punto. Presenta sin embargo también
inconvenientes que serdn analizados més adelante.

En cuanto al volumen de un elemento, éste vendrd determinado por

v, = / dxdydz = / |FldXdYdZ = /\/gdg:l dg? dg® (34)
b v? D

y puesto que

xt = x] N, = 8x; Ny (35)
Yy

ax'\ _ —

5?> =xi (M=) (36)



182 J. MIQUEL CANET Y J.BONET

resulta

v = 8DET (x,) M,i=1,2,3 (37

En realidad la expresion anterior es una aproximacion, ya que puede verse con rela-
tiva facilidad que el volumen viene expresado de forma exacta por

X1 N 4 Xy Y15 Xg V1 2y ‘xe Ye 2

2
V.=8 X3 ¥ 1z, +? X7 V1 Iy '*‘? Xe V2 22 +? X5 Vs 25 (38)
X3 V3 Z3 Xeg Yo Zg X5 Vs Z3 X3 V3 23

Es claro que (37) y (38) s6lo coinciden cuando se anulan los tres ultimos determi-
nantes de (38). Una condici6n suficiente para que ello ocurra es

Xy =0 i=1,2,3 M = 5,6,7,8 (39

La condicién anterior, expresa la linealidad de x' respecto a &%, linealidad que
graficamente equivale a elementos en forma de paralelep{pedos.

Como vemos, la utilizacién de un punto de Gauss no asegura la correcta integracion
del volumen, por lo que no puede garantizarse la convergencia monotoénica de la discre-
tizacion (ver!’) a no ser que se tenga una discretizacién con caras paralelas. Este
problema ser4 tratado més adelante.

Por lo que a la matriz de masa se refiere,

1
M, = /wAiAdV; /ﬁP"NAdI{) =SV =T

(40)
4=1..,8

b) Frecuencias propias del elemento hexaédrico

El cdiculo y estudio de las frecuencias propias de un elemento generalmente es Gtil
como base para andlisis comparativos, por proporcionarnos éstas una clara idea de la
rigidez del elemento. Asimismo, puesto que a modos de deformacién con energfa nula
corresponden frecuencias nulas, un estudio de este tipo nos confirmar4 la existencia de
modos de deformacion de energfa nula.

Finalmente, y puesto que para la integracién en el tiempo de las ecuaciones dindmicas
del movimiento se utiliza un esquema explicito, es de crucial importancia calcular o
acotar la frecuencia mayor del sistema para utilizarla en la determinacion del intervalo
de tiempo critico.
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Las frecuencias propias, se obtendrdn de la resolucién del problema de autovalores
, C .
:18;‘ ¢p = wg Map &

Suponjendo un material de tipo hipoeldstico, como puede verse en'®, la matriz de
rigidez K}, 5, se expresa como:

. ON, oy ON '
Kig; = i agc’”la—XTBdV (41)

Es evidente que la hip6tesis de material hipoeldstico supone una pérdida de generali-
dad importante, no obstante, el intentar resolver la ecuacién (31) de forma analftica
y general, es priacticamente imposible. Asimismo recordemos que nuestro interés es
profundizar en el comportamiento resistente del elemento en sf, independientemente
del modelo de material al que represente, y obtener una acotacién vélida de la frecuen-
cia méxima. A

Es claro que ambos objetivos son perfectamente alcanzables atin con la restriccion
anterior, ya que una acotacién obtenida en el rango eldstico serd también védlida cuando
el elemento entre en régimen pldstico, por suponer esto un reblandecimiento del
. material.

Introduciendo en {41) la integracién con un punto de Gauss y utilizando la expresién
para la matriz de masa (40), (31) se transforma en (estando todas las derivadas, aliora y
en lo sucesivo, particularizadas en el punto (£, £2,£3) = (0,0,0)):

¥ i ; ;
Wzg Va = NN, ;N Vg +¥‘(NA,K Ng, Vg +NA,;NB,fV§3) (42)

Donde el autovector se ha expresado en términos de velocidad.

En virtud de ser:

at*
Ny i = Naja ox?
$4
y llamando K = w? 5 obtenemos:
,- 2" 8 ik
K v, :NA,a a_x—; [d%’ﬁm &Y Vg +
(43)
L o
TH W 5 B T Ng G

Para simplificar la ecuacién anterior vamos a utilizar el sistema de coordenadas
intrinsecas éo‘g particularizado en (0,0,0) (no como sistema de coordenadas curvi-
lineas), es decir:
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" =ﬁ> oK

A axk A

Con la anterior relacién y su inversa, y prescindiendo del subindice ), , por comodidad,
obtenemos: :

KVZ = ANA,a%,ﬁgay VE"'“NA’QJVB,ﬁgaB vg +
(44)
+ IJ'NA,a NB,Bgﬁ‘y V%
Nuevamente, con el fin de simplificar la expresion anterior, vamos a realizar otro

cambio de base, transformando las componentes nodales en componentes modales.
Recordando que para un campo ¢:

Donde ¢, son las componentes de é segun el modo M; ¢, son los valores de ¢ en los
nodos y By4 es el vector base modal correspondiente, definido en (29).

Asimismo, puesto que:

1
Ny o =_8—BMA 5,Ma

obtenemos, a partir de (44):

Kv] = AN, 87 ug v + ul, 4 g by Vi +
(45)
+ uN, o 857 8M3 ve

1
Multiplicando la anterior expresion por — By, y aplicando la ortogonalidad de los
vectores modales: 8

By Bya = 8 dyn
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Obtenemos finalmente:

, A M
K Vz, = ~8—g°‘7 5Na 5M6 Vg +?ga6 6Na SMB VI?; +

(46)

u .

+ —8—g67 On o Smp- Vi
o,f=123 MN=12,...,8
La ecuacién anterior puede ponerse en forma matricial:

KV} = Kiya v (47)

Siendo K}y la matriz de rigidez en las nuevas bases:

1 :

K%Ma =5 {(7\51\!3 Spa + H Oyg 6MB) &Y +u Sne 8”3 g8 5& (48)

Por ser 8y = 0 para M >3, el tensor K4 es nulo para M >3 y N > 3, Este hecho
nos demuestra la existencia de 5 modos de deformaciéon no energéticos para cada
componentes espacial entre ellos el de sélido rigido. Tenemos por tanto 15 (5x3)
grados de libertad no energéticos o 15 frecuencias de resonancia nulas.

En virtud de lo anterior si representamos KJ,,, en forma de matriz, donde las filas
y columnas corresponden a cada uno de losgradosde libertad del elemento (24 en total),

.y colocando estos de tal forma que primero variemos la componente espacial y luego
la modal, tendremos:

010|100} 0]| 0 |—=modol

X x| x f

x | x| x E 0/]0]0|0}]0]| 0 |-—=modo?2

x | x| x i 0100/ 0]0| 80 |—=modo3
_—6-~(;“;)_ 0/0]0|0(0|0 |=modo4

0/ 0,0]0|0|0|0|0] 0 |-—modo5
0/0|]0,0}0|0]|]0]0]|0 |—m=modo6
0/0/0|0 00,0, 0|0 |—»modo7
0,000 |0|0]0|0|0 {—=modo38

00/ 0|0}0|0{0]0{0 |—=modo9
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Donde los ceros indican matrices nulas de orden 3x 3 y las x matrices no nulas.

La submatriz de orden 9x 9 no nula puede ponerse como:

A+ 2wg| 0 0 [2ug"?| g™ 0 [2ug®] 0 | M
N+ we? pgt | 0 | | 0| ug® | ug® Ag'?
A+ we®| 0 | ue™ | we® | g™ | ug™ | ug® | 0 | (Awe®
(}\ + ﬂ)glz “gll 0 p.gZZ ()\ +}.£)g12 0 gg32 ‘ug13 >\g12

ngz 2#312 0 0 O\+2#)g22 0 0 231g23 >\g22

o f —

At (ug® lug? | 0| (Atwe® | wg® | 0 | ug® | (\+B)g*
o+ owe?| 0wt pe® | N ug™ we® 0 (g

At (g we® ] 0 vtee® ) we® 0| ue® | (twe®®

g 0 Pug®| 0 A | 2?0 0 | (+2u)e®

L .

La pérdida de la simetrfa se debe al cambio de base realizado, puede comprobarse
que si: '

gaB =4 6aﬁ

la matriz recupera su simetrfa original.

La matriz K presenta 3 filas repetidas que son: segunda y cuarta, tercera y séptima,
sexta y octava, lo que implica tres nuevos autovalores nulos. Estas frecuencias repre-
sentan los 3 giros de s¢lido rigido posibles en el elemento. En efecto, si determinamos
sus vectores propios asociados obtenemos:

gt v =_ vl g™ , el resto nulas (+)
gt 3= v} g% , el resto nulas (49)
22 2 33

, el resto nulas

(+) Lossuperindices representan componentes segin %Eo‘s y los subindices componentes modales.
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Como puede observarse estos vectores definen las rotaciones de s6lido rigido respecto
a los ejeset, 22, €%, (8% base dual de &, o)

Tenemos por tanto que de los 24 grados de libertad iniciales, tan sofo 6 son energé-
ticos. Por lo tanto tnicamente existen 6 frecuencias distintas de O, las cuales vienen
definidas por la ecuacién polin6mica:

DET (K)ye — MOy 82)=0
(50)
on=1,2,3 MN=1,23

Dado que conocemos ya tres soluciones de (50), realizando las operaciones algebréi-
cas pertinentes, es fécil demostrar que las soluciones no nulas de (50) son autovalores
de la matriz: :

O+2m)g™ | 2ug™ 2ug™® a0 Vas
(g™ | ue +g%) | ug®™ (A +pgt? ug' A
1| OFege®? 1g* uEt+g®) | e ug' (A"
S g 2ug'® 0 (A+2u)g® | 2ug® Ag*
\g* ug'® rg' Orue® | BE 4 e®) | Qe
\g®? 0 gt Ve 2ug? (W 2g® |
L -

El cdlculo de los valores propios de la matriz anterior es excesivamente complejo
algebrdicamente como para abordarlo aqui, sin embargo podemos analizar casos parti-
culares y suponer por ejemplo:

En tal caso se obtienen de inmediato tres autovalores:

u
N =— (@ +g®)
8
X ___L 11 + 33
2 3 (g g>) 51

S
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Correspondiente a los modos propios de cizalladura:

vz — v2 = 0 (Elresto de las componentes nulas)

bkl

3

respectivamente. Y los tres restantes vienen definidos por:

(\ + 2u)g™ gt Aght
]
K(*) = E }\g22 O\+2I~‘)322 )\gzz
A% A (A+2u)g%

Esta matriz nos es de utilidad para acotar la médxima frecuencia, ya que por conser-
varse la traza, tenemos:

1
Mg < Tr [K(0)] =2 (N +20) (g + g% +¢%)
(52)
1
Amax =g W+ 20) @1 + 2% + £2)/3
En el caso particular de ser u = 0 (como podria ser el caso de gases), tenemos un
unico valor propio no nulo, definido por la primera de las acotaciones de (52).

1
A partir de (52) y por ser A = K =— ¥ w2 obtenemos una acotacion de la frecuencia
méxima: 8

11y .22 4 .33
Cp\/g 83 g <w,.<G \/g11 + g2 4 g3 (53)

Donde G, es la velocidad de transmision de las ondas longitudinales del medio.

Por ultimo podemos relacionar g*® con las caracterfsticas fisicas del elemento, ya
que, si representamos una seccién de éste por el plano tangente a la superficie £3 =0
en el origen, se obtiene el grafico de Ia figura 4.




ESTRUCTURAS SOMETIDAS A IMPACTO. PARTE 1. 189

Figura 4. Descripcion geométrica de L,

gz

Y

U

Figura 5. Descripcién geométrica de [,

Es fécil comprobar que L, =2 g, | = 24/ gy Llamando /, a la magnitud definida
en la figura 5. Por ser g,- g% = 1, tenemos:
1

2
Ig, I-18%0 cosp=1= 13%= ———— ==
Igellcosp 1,
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O de forma equivalente:

2
1221 = /&% ==
ZOL

Por lo tanto podemos expresar (53) como:

20\/11+1+1 < <2¢ i (58
— et = T S W S -t 1t =
PY3e2 2o e FYe 2o n

1 2 3

En general, para los materiales con los que vamos a trabajar (principalmente metales)
la frecuencia maxima suele estar muy cercana a un valor intermedio definido por:

Wmdx =12 CP

(55)

P

-y
ll

El intervalo critico de integracion venfa definido por:

At = 2
o *
Wmdx

Siendo w,,,, la frecuencia maxima del sistema ensamblado, que puede acotarse por:

. , [ 2¢C
W S mdx we 3y = midx (56)
x e mdx e l;
Finalmente obtenemos At como:

Ie
At = min( ’>-F (57)
e Cle’

Siendo F un factor cuyo fin es separar ligeramente el intervalo de integracion del
intervalo critico, factor que usualmente toma valores comprendidos entre .85 y .95.

INTEGRACION DE LA ECUACION DINAMICA DE EQUILIBRIO

a) Algoritmo de integracién:

El esquema de integracién numérica utilizado, ha sido el explicito de las diferencias
centrales. Los esquemas implfcitos resultan poco eficientes para este tipo de problemas
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Las velocidades y los vectores de posicidén valen

i

Viry, = Vo + @ Dty
(58)
Xpy, = Xp T Vo Of,

donde
At, ., = (A1, + A1, 1)) 2

Para el cdlculo de @, recurrimos a la ecuacién de equilibrio particularizando en el
tiempo ¢,

My, (@), + (T)n = (Fi), (59)
en donde (Tf,)n viene dado por cualquiera de las expresiones (3) particularizado para

el tiempo t = ¢,

A partir de (59) obtenemos las aceleraciones en el instante £ como:

n

dy » =My (Fi o —To ) (60)

Es claro que la rapidez y eficacia del método aumentan considerablemente cuando la
matriz M,, es diagonal, si bien esto no ocurre en general, es técnica comun forzar la
diagonalidad de M por simple suma de sus filas:

M* = z(/ TON, Ny dV) . (/ ¢N, dV) 61)
e v, B e v

Finalmente (60) toma la forma simplificada:

Ay, = Fon—Ti )M (62)

a

La matriz M* recibe la denominacién de matriz de masas concentrada y su empleo
es técnica muy habitual en el campo de los elementos finitos.

La limitacién fundamental de los métodos explicitos es que todos ellos son condicio-
nalmente estables, esto es, el intervalo Ar, a utilizar debe ser menor que un cierto
intervalo critico de valor definido por (57). Para el método de las diferencias centrales
se tiene:

At, < 2wy
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Siendo wy, la mdxima frecuencia de vibracién propia delsistema en el instante ¢ definido
en el apartado anterior.

b) Actualizacién de las tensiones y deformaciones

Para la evaluacion de la ecuacion (62) se conoce del intervalo de tiempo anterior el
término 7, término que viene expresado por:

. AN
T o |o" —2) dv, )= (63)
a,n . n 3x’ \ n

0N

Donde a son las tensiones de Cauchy del instante n, y T'I y T % son respectlva-
mente los tensores de Piola-Kirchoff en coordenadas cartesmnas y mlxtas

La utilizacion de una u otra expresion vendrd determinada por el tipo de ecuacion
constitutiva del material. Para materiales hipoeldsticos tendremos:

A Cijle

Con
~ij s kj ki
0" =0"+ Wy, 07 + W, 0

La forma mds simple, v coherente con el esquema explicito de integracion, de
actualizar las tensiones es calcular:

of = 0o, + o, At (66)
Donde:
64, At = 3, Dty + R, (67
Con:
erjm/z = (0" Wik, n.y, t a* Wik, ny) Bln .y, (68)

&i{m-yzAtn-yz = Cijkl Dkl, n-Y% Atn.yz (69)
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Lgs términos W, .., v D;; ., se obtienen a partir de las velocidades en el instante
.‘yz'

tn

Lol i,
Aty Wij ooy = 3 <ax'; - — ax",. Aty v, (70)
n n .
L fovly vl
Bly g, Dijnyy =7 <axi Py LR (71)
n
Vi
El término i puede calcularse como:
X
!
9 Vn-Vz I aNA
axi  VAnh 3y - (72)
n n
Podemos actualizar la presion de forma eldstica como:
by = Dy — I<Dklz,t1-'V2Atr1-‘y2 (73)
Por el contrario la componente desviadora, en virtud de (24):
i ij Oij n-Ye _ij
z =z, + Z"'VzAt—H-i-SG ri z,
Expresion que puede simplificarse por:
.. ‘. [} % if
z) =~x(z7, + z ”Atn_,/z) (74)

[¢] .
Siendo z ™" ¢l incremento de tensiones suponiendo régimen eldstico y v un coeficiente

tal que zrfj sc encuentre en la superficie de fluencia:

Szl - foo

Y envirtud de la ley de rigidizacion definida en (25):

kp =k + HAE, (75)
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Donde podemos obtener el incremento de deformacién pldstica equivalente a partir
de (23):

' VA
NE, = = U NG k, 1) (76)

1
En el caso de ser J* <—=k, ; estamos en régimen eldsticoy vy = 1.

V3

Como puede observarse estamos empleando las férmulas diferenciales de la plasticidad
de forma incremental, ello es vdlido si el incremento de tensiones es suficientemente
reducido, en caso confrario deberfa procederse mediante una serie de incrementos de
deformacion (ver®).

Para materiales hipereldsticos puesto que las tensiones no dependen de la trayectoria
de deformaciones, se pueden calcular de forma directa los segundos tensores de Piola-
Kirchoff:

S:J = ClUKE EXL,n )

Donde:

ax! ox!
Egrn =22 — 84)/2
e <8XK~ 3x T KL) /

y el primer tensor de Piola-Kirchoff
}:13'1 — n SKI (?8)

Aun siendo este procedimiento bastante rdpido, en ocasiones, es menos costoso
proceder utilizando el sistema de coordenadas intrinsecas §', £2, £2 . De esta forma
se calcula %8 como:

Con:
1
= —h — 79
Eys = (8y5,n v8) ) (79
Siendo:

axt  ax! ;_ . N, AN

A N Ng
gy agd A B apy b

g’}’ﬁ,n = (80)

N, N,
hys = 8yg.o = Xa X —

37 agd e
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Y finalmente:

il
o= g M e 82
n n A, n n ( )
oEY o£Y

Recuérdese que el tensor eldstico C afyd g supone constante respecto al tiempo y
por tanto debe calcularse tan solo en el instante inicial como:

CoBY8 = \p®BnY + u(h®Y nBd + %8 B (83

¢) Evaluacién de las fuerzas internas resistentes

Las diferentes expresiones mediante las cuales podemos obtener las fuerzas internas’
son:

i AN ,
T =/U o'l afo av - | ~ (84)
BN o
[ B
. . ON
T, =[T‘°f S 4 (86)

(]

El empleo de uno u otra ecuacién lo vamos a condicionar a la ecuacién constitu-
tiva del elemento sobre el que estemos integrando, a fin de obtener en cada materlal el
algoritmo menos costoso.

El interés por optimizar los algoritmos de c4lculo del Vector TA no es gratu1to ya
que utilizando métodos de integracion explicitos, cerca del 95 %de tiempo de cdlculo
se consume determinando 7 para cada elemento. Por ello, y en la medida de lo posible,
nos esforzaremos por optimizar al mdximo las subrutinas en las que realicemos este
computo, lo que nos obliga a utilizar expresiones distintas, segin el método elegido
para representar el comportamiento del material al que pertenezca cada elemento.

c.l) Método de cdlculo hipereléstico:

Para este tipo de materiales se utiliza la integral (86), que realizdndola con un punto
de integracién se expresa como:

[7,] = [T*], | B | DET[X]] (87)

I=1,2,3  M=1,2,3
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El cdlculd de TP (8¢ = 0) se puede realizar facilmente a partir de (77) - (79):

1 1o et ax? ax!
E = — - = - -
o (0) = = (ap — hap) = 5 (ag“ N agB)

(88)

= (xiy Xy — X Xn) 8o OBV

2

O en forma matricial;

1
E (0) =7(a7~a-AT~A)
Con a=[x,l, A=[X,] y iLMe{l1,2,3}

En el programa, a fin de ahorrar tiempo de ejecucion, la matriz AT- A se calcula
al principio y se almacena en memoria, siendo tan solo necesario el cdlculo de a”- a.

Una vez conocidas las deformaciones se determina el segundo tensor de Piola-Kirchoff
como:

seB= BT [

8

Siendo ceBYS 3™ WY 4w (n®Y B8 1 pad pBy)

La relacién anterior puede también expresarse, en virtud de la simetrfa de Sy E,
como:

S=C-E (89)

De nuevo por ser C constante con el tiempo es calculada tan solo al principio del

programa y almacenada en memoria. Por Gltimo se calcula el primer tensor de Piola-
Kirchoff:

" ax’}
T (0) = 5oB
3B /o

O en forma matricial:

T=[xy]S (90)

‘Como puede verse en la tabla I este algoritmo es el que precisa un nimero de opera-
ciones menor por elemento e interaciéon.
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¢.2) Método de cdlculo elastopldstico:

Para elementos que se comporten segiin un método hipoeldstico o elastopldstico
procederemos al cdlculo de las fuerzas internas mediante el empleo de la ecuacion (84)
integrada con un punto de Gauss:

Xy X9 x| —1 ElT
[Th]1 = [0"), |»n v v By | DET [xy] 1)
2y Zy oz Bg

Donde los subfndices represcntan componentes modales.

Para el cdlculo del tensor de Cauchy en el punto de integracion utilizaremos las
ecuaciones (63) - (71) particularizadas en (£1, £2, £3) = (0, 0, 0), y la relacion:

N Xy Xy xg | —1 7331
[ A:I =1/8 |1 y2 s E§| (92)

ox?
T
1 2 Z3 B,

A partir de esta relacién podemos calcular el tensor gradiente de velocidades, que
utilizaremos para determinar los tensores D y W:

2] = [ [ 2,

Como puede observarse en la tabla I este procedimiento de integracion es relativa-
mente mds lento que el utilizado con materiales hipereldsticos. Es sin embargo frecuente
la existencia de zonas, en tcorfa de material elastopldstico, que por causa de su relativa
lejanfa al punto de impacto permanecen durante un nimero elevado de interaciones en
régimen eldstico y con pequeiias deformaciones, si bien con grandes corrimientos.

¢.3) Método de cdlculo inicialmente eldstico:

Para el desarrollo de este algoritmo no es eficaz el empleo de (86), pues al trabajar en
coordenadas intrinsecas no ortogonales la determinacion de la tensién equivalente
exigirfa un costo de cédlculo elevado, inutilizando completamente el método. Por ello
es preferible proceder utilizando coordenadas cartesianas, y calcular las fuerzas internas
como:

N,

a—X—,J DET[X,, ] (94)

[T,] =8 [T7], {
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oN
La matriz {W’}] se calcula al principio y se almacena en memoria, junto con el

volumen inicial.
El tensor 77 se determina a partir de (77) - (78):

1
E =—(FT-F_1

. oN,
P G,

S=C-E

(7], = BLX,} [S”]=F-S (95)

Por ultimo, a partir de S calculamos la tensién equivalente, que supondremos coincide
con la que obtendrfamos del tensor de Cauchy, hipétesis que serd vilida siempre
que estemos en pequefias deformaciones, al ser F' un tensor de rotacion. Si la tension
equivalente supera la tension lfmite, calcularemos el tensor de Cauchy como:

v
g=TFT§~ (96)

y en las proximas iteraciones determinaremos las fuerzas internas segin el algoritmo
descrito anteriormente.

TABLA 1
Método Sumas Productos
eldstico 80 120
elasto-pléstico 190 : 220
inicial eldstico 130 170

d) Control de los modos de energfa nula:

En los tres procedimientos anteriores las deformaciones o velocidades de deforma-
ci6bn venfan expresadas como funcion de términos:

Xy o [xi]- {aNAL o [vi] {aNAL (97)

ox?! ox®
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Como se observa en la relacion (92) los vectores ;—gl— v %])':‘[? no son mds que una
combinacion lineal de B;, B,, B;, vectores base de los modos de deformacién unifor-
me. Por ello en las tres formulaciones anteriores tan solo las tres primeras componentes
modales del campo de velocidades o geometrfa son “activas™ para el célculo de la
deformacion en el punto de Gauss (0, 0, 0).

Reciprocamente, campos de velocidades con sus tres primeras componentes modales
nulas, pero no asf las cinco restantes tienen deformacion o velocidad de deformaciéon
nula en el punto de Gauss, por 1o que no contribuyen en el vector de fuerzas resistentes.
En realidad esto es vdlido, independientemente del nimero de puntos de integracion,
para el cuarto modo, por representar este las traslaciones de s6lido rigido. Sin embargo,
deja de ser vdlido para los cuatro dltimos modos, que por este motivo reciben el
nombre de modos de energfa nula, 0 mas comunmente modos de ‘‘hourglass” y anédlo-

gamente a los vectores By, By, B;, By se les denomina vectores de “hourglass”.

fm e ] _

-—— o o e —
-

T
"
e~
‘|_ —

Figura 6. Modos de hourglass para la componente y

En la figura 6 se han representado los cuatro modos de hourglass para la componente
y de la geometrfa. Como puede verse, si bien el elemento estd en general deformado,
en el punto de Gauss no existe deformacion.
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Los modos de hourglass, consecuencia de una integracién reducida, nos plantean un
serio problema, pues al ser su contribucién en las fuerzas resistentes nula, no estdn
controlados por el algoritmo, por lo que bajo ciertas condiciones de contorno y de
carga, pueden crecer desorbitadamente y desvirtuar totalmente la solucion.

Anidlogamente, la correcta integraciéon del volumen usando un punto de Gauss, es tan
solo factible si las componentes de hourglass de la geometrfa eran nulas. Todo ello nos
exige, en la medida de lo posible, controlar tales modos, para lo cual serd necesario la
adicién de unas fuerzas artificiales no incluidas en la ecuacién global de equilibrio.

La integracién con un punto de Gauss presenta, sin embargo, una nueva ventaja
respecto a la integracion cldsica, cual es el tratamiento de materiales casi incompresi-
bles. Tal es el caso de problemas con grandes deformaciones pldsticas, por tener éstas
una componente volumétrica nula (para modelos de Von-Misses y en general modelos
de metales).

En estos casos la integracién con ocho puntos provoca una sobrerigidizacion de la
estructura hasta Ifmites de bloquear totalmente a la misma, fenémeno que se conoce
con el nombre de acodalamiento pldstico.

El método que hemos empleado en el presente estudio para controlar estos modos es
el propuesto por Hallquist (ver'3%). El cual, junto con su rapidez y sencillez, conduce
a resultados altamente precisos.

Hemos de recordar, antes de describir el algoritmo, que los modos de hourglass no
alteran en absoluto el estado tensional del s6lido, sino que tan solo repercuten en la
geometrfa del cuerpo. Igualmente es importante observar que tales modos han sido
deducidos para un elemento aislado. No obstante es posible que al ensamblar la estruc-
tura e imponer las condiciones de contorno tales movimientos no puedan reproducirse.
Veamos un simple ejemplo, supongamos un ensamblaje de dos elementos bidimensionales
de 4 nodos y representemos todos los posibles modos compatibles de deformacion,
tales que s6lo conlleven movimientos en una direccién (fig. 7).

l"'""“_""_‘"—"l'—_“'_'-""" b |

| RSP IO

R

A |

- —————
|~ o~

4 5 6

Figura 7. Combinacién de movimientos en una direccién en dos nodos
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De todos ellos tan solo el sexto no produce energfa de deformacion, por ser combi-
nacion de modos de hourglass puros en ambos elementos,

A su vez en el tercero de ellos aparece hourglass en los elementos, pero combinado
con modos lineales que sf proporcionan energfa (fig. 8).

Ui O _ ol |

I S |

I D

Figura 8. Combinacién de modos de deformacién

Puede verse por tanto la existencia de dos tipos de hourglass, el que forma parte
estable de la deformacion de la estructura, y cuya misién es compatibilizar los movi-
mientos entre elementos, y aquel que aparece de forma totalmente indeseable e incon-
trolada o espurea. Esta diferenciacion evidentemente tan solo puede realizarse estudiando
la estructura de forma global, no estudiando cada elemento aisladamente.

Experimentalmente se ha comprobado (ver'®) que la deformacién de hourglass
espirea se produce con frecuencias mucho mds alta que la deformaciéon propia de la
estructura. Por ello Halquist propone como método 6ptimo para controlar los modos
de hourglass un amortiguamiento de tipo viscoso de las mismas.

De esta forma se aplican unas fuerzas viscosas que han de cumplir dos requisitos para
no interferir con los modos de deformacion uniforme, a saber, ser nulas para campos
de velocidades lineales y ser ortogonales a éstos. La forma mds simple de conseguirlo
es hacer, llamando H a las fuerzas viscosas anti-hourglass:

H}'W = — evj;l para M =5,6,7,8
(98)
H, =0 para M=1,2,3,4
Siendo € un coeficiente de amortiguamiento de valor:
v 1
e=£wm=£cp?ch (99)

Donde £ es un coeficiente comprendido entre .06 y .15, y / una longitud caracterfstica
del elemento, que tomaremos como la rafz ciibica del volumen, por tanto:

3 (100)
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Finalmente la ecuacion de equilibrio global puede ponerse como:

My xi+ T +H =F! (101)

CONCLUSIONES

A tenor de lo expuesto en el desarrollo teorico, es claro que el problema principal
con ¢l que nos encontramos al intentar resolver numéricamente un problema de impacto
es el elevade tiempo de cdlculo que ello conlleva. Es por ello por lo que para su resolu-
cibn se precisan programas de gran eficacia y competencia, lo que exige una cuidadosa
elaboracion de los algoritmos y una esmerada transcripcion de los mismos a lenguage
FORTRAN, con el fin de evitar, en la medida de lo posible, operaciones inttiles
(productos por cero, repeticién de operaciones...) tan frecuentes en los programas
usuales de elementos finitos.

Por otro lado, la conveniencia dei empleo de esquemas explicitos viene determinada
por la necesidad de obtener algoritnos de avance en el tiempo rdpidos, a pesar de exigir
incrementos de tiempo pequefios, va que tales incrementos estdn limitados también por
la nccesidad existente en problemas de impacto de permitir la representacion de
frecuencias elevadas. Estos esquemas, gracias a su rapidez y competencia, son actual-
mente los unicos capaces de tratar discretizaciones con un numero sumamente elevado
de elementos, como pueden ser 10000, 100000 o incluso superiores.

Juntamente con el empleo de métodos explicitos, en problemas de impacto, es
imprescindible utilizar elementos extremadamente simples y rédpidos de integracion.
Buen ejemplo de ellos es el eiemento utilizado por nosotros en el presente estudio,
el hexaedro irregular con un punto de integracion. Su extremada simplicidad es tal que
su utilizacién en cédlculo estdtico o cdlculo dindmico de baja frecuencia serfa impracti-
cable, por precisar una discratizacién excesivamente fina. Sin embargo en célculo de
impactos, esta finura en la discretizacion viene ya impuesta por otros motivos, como
son la necesidad de representar frecuencias elevadas y el intentar reducir los efectos de
la distorsién o suavizado de los frentes de onda. De esta forma, si empledsemos elemen-
tos més refinados y complejos, como pueden ser elementos cuadraticos, cibicos o con
varios puntos de integracion, y pretendiésemos mantener constantes los tiempos de
célculo, nos verfamos obligados a realizar discretizaciones mucho més gruesas (si bien,
aun asf, la representacion estdtica del campo de tensiones y desplazamientos serfa
probablemente mejor), lo que inevitablemente nos conducirfa a distorsiones de los
frentes inaceptables.

Otro de los elementos simples que podria suponerse util para problemas de impacto
es el elemento tetraédrico. No obstante, éste presenta ciertos inconvenientes, primera-
mente ocupa un volumen muy reducido (lo que se traduce en un nimero mayor de
elementos) para la elevada longitud media de sus lados (que determina la magnitud de
la distorsién); por otro lado, presenta también problemas de acodalamiento pldstico
cuando se trabaja con modelos de Vor Misses, Treska y similares. Este ultimo problema
puede solventarse utilizando dos mallas superpuestas, una de tetraedros para integrar
la parte desviadora de las tensiones y ofra de hexaedros para la componente volumé-
trica.
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