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RESUMEN

Se presenta una formulacién de endurecimiento-ablandamiento en términos de resultantes
de tensiones y desplazamientos para aplicar la teoria de elastoplasticidad a elementos de barra.
Los factores se calibran con respecto a relaciones momento-curvatura de las secciones, obtenidas
a partir de ecuaciones constitutivas realistas del hormigén y del acero.

Ejemplos muestran la capacidad del modelo y la importancia del ablandamiento en la
respuesta estructural hasta los estados limites considerados.

ELASTOPLASTIC FORMULATION FOR COMPUTATIONAL ANALYSIS
OF REINFORCED CONCRETE FRAMES

SUMMARY

A formulation of hardening and softening is presented in terms of stress resultants and
displacements to apply the elastic-plastic theory to bar elements. The factors are adjusted with
regard to moment-curvature relations of sections, obtained from realistic constitutive equations
of confined concrete and steel.

Examples shown the model capacity and the importance of softening in the structural
response up to the limit states considered.
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INTRODUCCION

Para el andlisis de la respuesta no lineal de pdrticos planos de hormigén armado
sismorresistente es necesario formular modelos matematicos que establezcan una
adecuada relacién entre simplicidad y realismo.

La simplicidad del modelo es condicién necesaria para su aplicacién a estructuras,
de uso corriente en la practica, compuesta por numerosas barras, en donde se debe
garantizar la convergencia de los procesos iterativos en un nimero razonablemente
acotado de pasos.

El realismo es también una condicién necesaria y esta cualidad debe ser incorporada,
al modelo estableciendo una adecuada relacién entre la respuesta de la barra y las
ecuaciones constitutivas de los materiales que la componen.

Asi por ejemplo un modelo de barra con plasticidad concentrada en los extremos y
comportamiento elastoplastico ideal resulta simple pero no realista ya que, al no tener
en cuenta efectos de endurecimiento, serd capaz de seguir, de manera aproximada, el
comportamiento del pértico sélo hasta la formacién del mecanismo de colapso.

El modelo de barra que se propone en este trabajo para aplicacién del método de
elementos finitos en desplazamientos cumple con los dos requisitos mencionados. Se
incorpora el endurecimiento y ablandamiento al modelo elastoplastico ideal utilizado
en’ con una ley isétropa que gobierna la evolucién del criterio de fluencia definido
en términos de solicitaciones de seccion M y N. A partir de las pendientes de
endurecimiento o ablandamiento de las relaciones momento-curvatura de las secciones
extremas del elemento, se deducen términos a incluir en la matriz de rigidez
elastoplastica de la barra.

La ley momento-curvatura se construye por el método clisico, teniendo en cuenta
relaciones o — ¢ realistas para el acero y el hormigén® e incluyendo la posibilidad de
considerar procesos ciclicos. El colapso se manifiesta cuando se alcanza un valor limite
para la curvatura asociado con la ocurrencia de uno de los estados limites establecidos.

Se presentan dos ejemplos para realizar una primera calibracién y verificacién de
los factores de endurecimiento y ablandamiento del modelo propuesto, que pusieron de
manifiesto la eficacia del mismo para representar la sobrerresistencia de la estructura,
registrando la respuesta mas alld de la entrada en el campo pldstico de una cantidad
de secciones suficientes para la formacién de un mecanismo y para tener en cuenta
efectos de localizacién de deformaciones por ablandamiento derivados, en este caso, de
armaduras comprimidas y confinamiento insuficientes.

Dentro del compromiso entre eficiencia y precisién de este modelo aparecen como
limitaciones para un futuro perfeccionamiento, que la ley momento-curvatura se deduce
para un valor fijo del esfuerzo normal y que el modelo no tiene en cuenta la rotacién
concentrada en la interfaz barra-nudo por deslizamiento de las armaduras.
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TEORIA DE ELASTOPLASTICIDAD APLICADA
A ELEMENTOS DE BARRA

La Figura 1 presenta el elemento de barra con sus grados de libertad y variacién
de esfuerzos internos considerados.

YA S —

Figura 1. Elemento de la barra

La relacién entre incrementos de fuerzas AF y de desplazamientos Au en las
secciones extremas del elemento A y B se obtiene aplicando la teoria general de
clastoplasticidad®3*

AF = K.,Au (1)

Au = Au® + Av? = KT'AF + %AA (2)
Au® es el incremento de desplazamientos eldsticos, en el cual K = Ky + Ky, con Ky,
matriz de rigidez lineal eldstica’, K7 matriz de rigidez no lineal’, Au? es el incremento
de desplazamientos plasticos, con Y /OF matriz gradiente de la superficie de fluencia
y AAT = [A) 4, AXp] contiene los multiplicadores plésticos.
Los incrementos de fuerzas internas son

AFT = [AN4, AQ 4, AM 4, AN, AQp, AMg]

A partir de la relacidn eldstica

Y
AF =K, Au® =K (Au—-Av?) =K (Au - 2—FAA> (3)
y la condicién de consistencia
oy’ oY”
F,k) = AY = — — Ak = 4
Y{F,) =0— oF AF+0n k=0 (4)

resulta

T
AA = E-l% KAu , (5)
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con

YT oy Ay 1 aY7?

= —— K= A= = " Ax
E A + 8F 8F |: AB 9 ) A)\l alﬁi nz (6)
Reemplazando (5) en (3) y reordenando se obtiene
oY __,0Y7T
= — —E  — = A

AF [K KaFE 9F } Au =KAu (7)

donde K¢, es la matriz de rigidez elastoplastica.
En este trabajo se propone como funcién de fluencia para seccién rectangular la
siguiente expresién

_ M| N O
Y (F,k); = MP(HM)+(NP(HN)> ~1=0 (8)

donde M), = 0,7 es el momento plastico con oy tensién de fluencia del material y Z el
moédulo pléstico de la seccidn; Ny = oy A es el esfuerzo normal plastico; ks, £y son los
parametros de endurecimiento o ablandamiento.

La matriz gradiente a la superficie de fluencia resulta

2 N, Sig. M,

6 ! T _ N;: O MpAA 0 0 0 :l (9)
- 2 N Sig. M

oF 0 0 0 N:; 0 %w,,BB

Los términos de endurecimiento se definen

ART = [ARY, AR (10)
con
[Asy] _[NA(AD,] _ N 2N/ N2
Ar; = [AHML‘[ Mag, |, =8| M |sig Mg, ], ()
B_YT: |:<% A (f';;_YM)A 0 0 :| (12)
Yy Y
On 0 (—'@7)3 (a"M)B
con
oY Y dN, N dN,
— —— / ! p
an 0N, dey N3N HN=gay 5
oY _ OY dM, _ Sig M, ., _dM, (13)
Oky  OMy, dryy Mz M db,
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Reemplazando (11), {12) y (13) en (6) se obtiene

4N3 M

Los factores H)y y Hj, deben estar relacionados entre si y con la tensién de fluencia
del material; se propone

AN, = AAoy

15
AM, = ZAo, = %ANP = Z—ANP (15)

donde d es la altura de la seccién rectangular.
Ademés

AN, = HyA(Al), = HyAX2N/N?

. d , (16)
AM, = Hy;Ab, = H\,ANSig. M/M, = ZIjr;vmzzxf/z\f;

El factor Hj, se obtiene a partir de la relacién momento curvatura de la seccién
recta de la barra y su deduccién se presenta en el apartado siguiente.
Luego

8 N, ..
Hy = H}VI?WPSlg. M (17)
Para
, A
N=0= Hy - 00, A(Al)—=0, luego AN, = gAMp (18)

El momento pléstico y el esfuerzo normal pldstico se actualizan para cada seccién
extrema de la barra con

N, 1¥Y [N, [HYy 2N/N}
[M;oL B {Mpl AN { H;V{L {Sig. M/MPL 19)

Con el incremento de desplazamientos Awu, obtenido del proceso incremental
iterativo de Newton-Raphson, se encuentran, por relaciones geométricas, los
incrementos de giros en las secciones A y B: A4, Afp y el incremento de alargamiento
A(Al). Con ellos se obtienen ANy, ANp = —AN4, AMy, AMp, AXa, Arg, Abpa,
Abyp y A(Al), de acuerdo a' y teniendo en cuenta (14).

El ajuste final a la superficie de fluencia se realiza con el método de la rigidez
tangente y correccién radial®. Los incrementos de esfuerzos de corte se calculan por
equilibrio AQa = —AQp = (AMa + AMp) /L.

Esta metodologia fué implementada en el cédigo DINLI para andlisis estatico y
dindmico de estructuras con no linealidad fisica y geométrica, utilizando el método de
elementos finitos'. o
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RELACION MOMENTO-CURVATURA, PARAMETROS DE
ENDURECIMIENTO-ABLANDAMIENTO, ESTADOS
LiMITES ULTIMOS

Se construye la relacién momento-curvatura para la seccién rectangular de
hormigén armado con un esfuerzo normal constante dado a partir de las siguientes
hipétesis:

¢ Ecuacién de compatibilidad de deformaciones: validez de la hipé6tesis de Bernoulli,
es decir, la seccién se mantiene plana.
¢ Ecuaciones constitutivas del hormigén confinado y acero: modelos propuestos por

Mander et al.?.

e Equilibrio entre esfuerzo normal interno y externo: obtenido por iteraciones para
cada incremento de curvatura, luego se evalia el momento flector asociado a cada
curvatura.

El proceso estd implementado en un programa de computacién MPHI® y se puede
hacer un anéalisis monétono creciente o ciclico. Para este tltimo caso la curva monétona
‘creciente es buena aproximacién de la envolvente. Dicha curva se puede rectificar, ver
ejemplos, obteniéndose el momento plastico inicial My, la rigidez (ET), curvatura de
fluencia ¢y, endurecimiento h(ET), ablandamiento s(EI), momento maximo Mpmax ¥
curvatura 1ltima ¢,, como muestra la Figura 2.

M
Mp |- 1
=ThEl st

Mpo —

£l

1
I | e
By Yy

Figura 2. Pardmetros de la relacién momento-curvatura

Para definir la curvatura ltima ¢, se analizan varios estados limites:

e Degradacién del momento resistente en un 20 % con relacién al momento méximo
alcanzado.

e Capacidad de absorber energia por parte de los estribos de confinamiento. A
partir del balance energético de la seccién se puede estimar la deformacién dltima
a compresién del hormigén®.

e Deformacién ultima de las barras de armadura, a traccién y a compresién (pandeo).

La relacién entre la pendiente de endurecimiento h(EI) o ablandamiento s(EI) a
nivel de seccién y el factor Hj, a nivel de elemento se deduce de la siguiente manera
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- Para la seccién extrema de la barra

AM, = h(EI)A¢ (20)
A¢=A¢6+A¢P:%—Af+Al—? (21)

donde A8, es el incremento de giro pldstico y I, es una longitud caracteristica o longitud
de rétula plastica equivalente. De (21) resulta

AM
- A nivel de elemento y a partir de (13), reemplazando A, por (22)
: Hiyly ,
14+ Zne
EI

Comparando (20) con (23) resulta finalmente

h EI
= 24
EJEMPLOS

Ejemplo 1

Se trata de una viga ménsula sismorresistente de hormigén armado de la estructura
de un balcon, V¥ o V3 de la Figura 3. Estd disenada con la carga estatica segun el
reglamento INPRES-CIRSOC 103 con los siguientes datos: zona sismica 3, suelo tipo
11, destino: edificio privado de habitacion, materiales: hormigén H-17, acero ADN-420,
carga. permanente 0,415 t/m? y sobrecarga 0,5 t/m2. También se indica la seccién y
armaduras resultantes.

; ! : seccibn

—1 4216 + 1012

(@]
vy @ Vi S 40 estribos #6¢/10

V, —| 4212
20

5,00

Figura 3. Ménsula-datos y disefio s/INPRES-CIRSOC 103
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En la Figura 4 se muestra la ley momento-curvatura de la seccién de empotramiento
para analisis monétono creciente, se indican los estados limites y los datos que surgen
para el modelo de la barra, como se presenté en la Figura 2. Se destaca que los valores
de h(EI) y s(EI) pueden ser ambos positivos, como en este caso, correspondiente a
dos pendientes de endurecimiento o con valores negativos para ablandamiento.

SECCION RECTANGULAR
20/40 4016+1012 4012 DEOI0

1.4
12 MAC] = 1334 «em
MY - 1270 tcrn
3 1 ¢y = 0,008726 rad/m
z %° EI = 1455 x 10* 1cm?
= 06 h=0,0221 s=0,008
0.4 M., = 1669 tcm
0,2 A: falla def. Gltima del hormigén
o B: falla pandeo armadura comprimida
0 v5 10 . 15 20 25 30
PHI /PHIY

Figura 4. Seccién de la ménsula con armaduras s/INPRES-CIRSOC 103

Se ha considerado el caso de un disefio de armaduras indebido a partir de la
solicitacién determinante, pero sin tener en cuenta condiciones reglamentarias de
armadura comprimida minima y estribos de confinamiento. Resulta una armadura
inferior 2¢6 y estribos ¢6¢/14, manteniéndose la armadura superior en 4¢16 + 1¢12.

En la Figura 5 se observa la relacién momento-curvatura mostrando un breve
periodo de endurecimiento y luego ablandamiento al prevalecer la caida de resistencia
del hormigén poco confinado frente al endurecimiento de la escasa armadura
comprimida. Se indica también los estados limites alcanzados.

SECCION RECTANGULAR

20/40 4D16+1012 206 DE@14

Macr = 1251 iem
My = 1232 «em

¢y = 0,009580 rad/m

ET = 1286 x 10% tem?
h=0,00543 s = —0,0104
M, = 1251 wm

A: falla def. dltima del hormigén

M/M ACI

B: falla pandeo arradnra comprimida

- - - - C: falla degradacién resistencia
0 5 10 15 20 25 30
PH! /PHIY

Figura 5. Seccién de la ménsula con armaduras convencionales



FORMULACION ELASTOPLASTICA PARA EL ANALISIS COMPUTACIONAL 495

La respuesta estructural no lineal se obtiene imponiendo incrementos de
desplazamientos verticales en el extremo libre de la ménsula. Los resultados se
presentan en la Figura 6 para los dos casos de armaduras: s/IMPRES-CIRSOC 103 y
convencionales.

MENSULA
10 _ _ , A , , , —_—
Arm.s/I.C.103
9 ................................................................................................................................................
B e .................. ........... e .................. LR Arm.Convenc.
b 2 O S cersf U O OSOOSOe O SSON
6 |- [ a———
~s5 P
[a
4 1
4 S
3 1 L }El
2
1
o :
0 2 4 6 8 10 12 14 16
U (cm)
Figura 6. Respuesta de la ménsula: fuerza-desplazamiento vertical
De la respuesta estructural se obtiene el momento M = P L y la curvatura

¢ = e+ ¢p = M/EI + 6, l,, donde 6, es la rotacion pléstica en el extremo empotrado
de la barray I, = 0,75 d es la longitud de rétula plastica equivalente referida a la altura
d de la seccién. Con las curvaturas ¢ se obtienen los valores de momento flector a partir
de la relacién M — ¢ (Figuras 2,3) de la seccién de empotramiento. Estos resultados se
comparan con los valores de M de la respuesta estructural, encontrandose una perfecta
coincidencia entre ambos, validando de esta manera la deduccién del pardmetro Hj,
(24).

A partir de los resultados de la Figura 6 se calcula la relacién estre las rigideces del
elemento en el periodo de endurecimiento K}, y la rigidez eldstica inicial K, resultando
K;/K = 0,046. Si se compara con la relacién de rigideces a flexién de la seccién
h = 0,0221, se observa que la pendiente de endurecimiento en la respuesta estructural
es algo mayor que el doble de la misma relacién para la seccién, similar al factor 2
recomendado en”.

Se pone de manifiesto en la Figura 6 la diferencia de resistencia y ductilidad de
ambos casos: P, = 8,68 t, u = 12,1/1,21 = 10 para el disefio s/IMPRES-CIRSOC
103, frente a P, = 5,87 t, u = 6,2/1,28 = 4.84 para el disefio con armaduras
convencionales, destacandose la importancia del efecto de localizacién de deformaciones
por ablandamiento.
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Ejemplo 2

Es un pértico simple sismorresistente de hormigén armado de la estructura de un
entrepiso interno para un depésito de mercaderia, mostrado en la Figura 7, disenado
con el método estatico del reglamento INPRES-CIRSOC 103 con los siguientes datos:
zona sismica 3, suelo tipo I, destino: edificio industrial de baja densidad de ocupacién,
materiales: hormigén H-17, acero ADN-420, carga permanente 0,41 t/m? y sobrecarga
0,8 t/m?2.

W
@i % §_\ I S
} + — -
B fc D E|F
3 25/50
-— o - |«
>3 o o o
2 g Sl 4+ 2575 x/50 + O
[ L i <+
0 W0 0
a o al o
( ) ( ) Ire]
A Al(e)
o ‘Jw e
o & IR | 5,00 |

L 5,00 { 5,00

portico 2

Figura 7. Poértico-datos geométricos y discretizacién

Del andlisis de la ley momento-curvatura de las secciones A a G surgen los
pardmetros de la Tabla I, de acuerdo a la Figura 2, con curvaturas dltimas producidas
en un andlisis con cuatro ciclos completos hasta ¢, y —¢u.

Seccién | My ¢ EI My . h s Ou
25/50 | tem | [rad/m] | 104 [tem?] | My [rad/m]
A | 1836 [0,007459 | 2461 | 1,304 | 0,01530 | 0,00205 | 0,18368
B 1848 | 0,007166 2578 1,325 | 0,01644 | 0,00174 0,14870
C 2601 | 0,007277 3575 1,426 | 0,02166 | 0,00232 0,18526
D 3641 | 0,008579 4244 1,185 | 0,01100 | 0,00086 | ,0,06729
E 2496 | 0,007429 3360 1,433 | 0,02150 | 0,00221 0,20187
F 2615 | 0,008281 3157 1,297 | 0,01536 | 0,00113 0,14615
G 1584 | 0,007192 2203 - 1,019 | 0,00473 | -0,00415 | 0,07917

Tabla I. Pardmetros de las secciones del pértico

Para la columna derecha, seccién inferior, se considerd como variante la seccién
tipo G con insuficiente armadura comprimida (externa) y estribos convencionales,
obteniéndose ablandamiento en dicha seccién.
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La respuesta del pértico para desplazamientos horizontales impuestos en la viga
se presenta en la Figua 8. Las dos combinaciones reglamentarias 1,3 W+S, 0,85 W+S
originan respuestas con diferencias pequefias, y en ambos casos la falla se produce por
alcanzarse la curvatura tltima en la base de las dos columnas, secciones A.

También en este ejemplo se verifica la validez del pardmetro H), a través de
la igualdad entre los momentos flectores obtenidos de la respuesta estructural y los
calculados a partir de la curvatura y la relacién M — ¢ de la seccién. La longitud
caracteristica [, se fij6 en 0,75 d, en forma similar al Ejemplo 1.

La respuesta con la seccién tipo G en la columna derecha, presenta una caida
de resistencia de 26,15 t a 21,0 t, y disminucién de ductilidad global de 8,25 a 3,25,
pero sin entrar en ablandamiento general del portico, ni modificacién del mecanismo
de plastificacién, debido a que sélo una seccién fué debilitada.

PORTICO
30
1.3W+S
26| SOOI N e R s : 0,85W+S
: : : FALLA 1.3W+S (G)
20 P ST TR L b i U e e L
e : : 5 : u
—~ ,’.“I : FAULA : : [ 3
: 15 F ... [P R . 8 ¢ N : F 13
0 |
T T £5 S S SO S
A A{G;
0 | » | ~ | A !
o 5 10 15 20 25 30
U {em})

Figura 8. Respuesta del pértico: fuerza-desplazamiento horizontal

CONCLUSIONES

Se presenté un modelo de endurecimiento y ablandamiento para utilizar la teoria
general de elastoplasticidad en elementos de barra para pérticos planos, donde se
relacionan incrementos de esfuerzos internos (resultantes de tensiones) con incrementos
de desplazamientos en las secciones extremas del elemento.

La calibracién se realiz6 a partir de relaciones momento-curvatura obtenidas para
las secciones, utilizando ecuaciones constitutivas realistas para el hormigén confinado
y el acero. Se encontré una expresién analitica que relaciona las pendientes de
endurecimiento y ablandamiento de la relacién momento-curvatura de la seccién, con
el pardmetro H}, que representa el endurecimiento y ablandamiento del elemento de
barra. Para ello la longitud caracteristica o de regularizacién, representa la longitud de
rétula plastica equivalente.

La presencia de secciones con ablandamiento, por ejemplo debido a deficiencias en
el disefio, reducen sensiblemente la resistencia y ductilidad estructural.
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