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1. INTRODUCCION

Las razones por las que existen datos ausentes puedeneysadjwevelando proble-
mas que deban ser tratados tan#m de diferentes formas degyse indica ef§4 y en
(Escofier & Pags 1992).

e Las no respuestas pueden estar causadas por un olvidoritardudel individuo y
no tener un significado especial. Suelen representar upangion muy pequa de
los datos y afectar por igual a todas las cuestiones e indigid

e Una segunda r&n para la existencia de la no respuesta corresponde a litual act
particular del entrevistado, deseo de no revelar ciertanimicdn (por ejemplo, los
ingresos, la ideoldg poiltica, etc). Este tipo de no respuesta no se reparte de forma
aleatoria en la tabla de datos sino que afeda endeterminadas cuestiones y grupos
de individuos.

e Otraradn por la que aparecen las tablas disyuntivas incompledeginidas er$2—
muy frecuente en las encuestas se debe a la existencia dmf@a®gondicionadas,
es decir, agellas a las cuales un individuo debe contestar o0 no depeataigs cual
haya sido su respuesta a una cuestinterior. Por ejemplo, se le pregunta si sabe o
no ingkes; a continuadin, y $lo si ha respondido saber i&gl, se le pregunta su nivel
de ingks en determinados aspectos. En una encuesta puedenexisirgrupos de
preguntas condicionadas (los que sabereingranés, $lo los que tienen familiares
y se relacionan con ellos contestaida frecuencia con que lo hacen, etc). En este ca-
S0, la no respuesta se agrupa en un determinachero de cuestiones (aquellas cuya
respuesta egtcondicionada por una pregunta anterior) y caracterizaesrdmados
grupos de individuos.

Tras la definicdn de las tablas disyuntivas incompletas y la n@wad#sica utilizada
—52—, se vea el problema que plantea la aplicatidel ailisis de correspondencias
multiples chsico a este tipo de tablag3— y algunas posibles alternativas dependien-
do de las razones de la auseneil—. La solucbn propuesta para el caso de preguntas
condicionadas (el aatisis con marginal modificada) se desarrelb a§9— insistien-

do en las diferencias con el @isis de correspondenciasasico (por ejemplo, en la
eleccbn del origen-§6— y nUmero de ejes-§9—) y en los diferentes resultados seg

se posea una propoéri pequéa de los datos ausentes o esta proporsea elevada
(relaciones entre los factores8—).

En§10 se estudia el caso de independencia entre las cuestiarestyr de los resulta-
dos obtenidos se propone una corrénc las tasas de inercia calculadas en alisis
general con marginal modificada de la tabla disyuntiva irgeta.
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2. DEFINICI ON DE LAS TABLAS DISYUNTIVAS INCOMPLETAS Y
NOTACI ON

Se considera la tabla de datos que recoge en fargied y disyuntiva las respuestas de
un conjunto de individuos a un conjunto de preguntas o cuesdj poseyendo cada una
de ellas un conjunto finito de modalidades de respuesta. &alkiis de corresponden-
cias multiples chsico se impone a todos los individuos la obligacile pertenecer a
alguna de las modalidades de cada coastise denomina a la tablai abtenida tabla
disyuntiva completd 7). Se di& que tal tabla de datos es disyuntiva incomp(eté)
cuando los individuos no dan respuesta a una@e de las cuestiones preguntadas.

Tabla 1
Tabla disyuntiva completg?) o Tabla disyuntiva incompletaZ*)
q=1 .. q .l g=Q
j=1 ... 3= j
1 1 0
2 0 0
3 0 1
1 Zij
n
donde:
Q = {1,...,q,...,Q} eselconjunto de variables a las cuales debe responder
el individuo
Jy = {1,....4,...,J4} eselconjunto de modalidades de la variapte Q
J = {1,...,4,...,J} eselconjunto de modalidades de todas las variables
= Uququ
7z = {1,...,i,...,n} eselconjunto de individuos
o 1 si el individuo: € T responde la modalidagde J
s = 0 en otro caso
zi = Zjej zi; es el imero de cuestiones a las que responde el individu@
Zj = Y ier%j e€selimerode individuos que eligen la modalidad J
Se denotéarz_qj cuando interese dejar constancia de la variakdeQ a la que
pertenece dicha modalidad
z = Dlierd.jeq%j €seltotaldelatabla
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En las tablas disyuntivas incompletasl igual que en las completas analizadas me-
diante el ACM chsico- las variables siguen estando definidas aésade un conjunto
de modalidades a las que el individuo debe responder solper@nencias; = 1) o

no (Zij = 0)

Pero, en ocasiones, esas modalidades correspondientas@ama variable no est
definidas en forma completa, es decir, el individuo puedeertepecer a ninguna de
ellas; en otras ocasiones a pesar de estar definidas en formpéeta el individuo puede
no revelar a que modalidad pertenece; en ambos casos:

Zij = 0 1€ Vjqu q€Q

Por ello sed necesario definir taméan una variable que toma el valor 1 si el individuo
i € Z responde a la cueétiq € Q y 0 en caso contrario:

qu.zzjejq Zij qu Q Viel

Y se denot& porz, el nimero de individuos que han respondido a la coestic Q:

Zq:ZjGqu'j quQ

En resumen, las tablas disyuntivas incompletas se cawaigrorque en ellas dejan de
cumplirse algunas de las relaciones que se dan en las casiplet

2 =1 Vge Q Viel
Zg = N Vg € Q
zi. = Q Viel

z = nQ

Como ya es sabido, en todo&isis de correspondencias se definen ((Escofier &®ag
1992), (Lebart, Morineau & Tabard 1977) y (Abascal & Gran@89) entre otros) las
frecuencias relativas conjuntas y marginales como:

Zi

<l

fij = ? Viel VJ eJ
fi. = ?:Zjejfij Viel

2. .
fi = 7] = ier fij vieJ

y los perfiles filai, i € Z:
2 vieyg

7.
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y perfiles columng, j € 7:
Zi wieT

Z.j

que forman las nube¥ (Z) € R’ y N'(J) € R" respectivamente.

3. PROBLEMA QUE PLANTEA LA APLICACI ON DEL ANALISIS DE
CORRESPONDENCIAS MULTIPLES HABITUAL A UNA TABLA
DISYUNTIVA INCOMPLETA

El problema que plantea este tipo de tablas es el mismo indepgemente de la rém
para esa ausencia de datos: la marginal sbly@no es constante.

Podiia pensarse en aplicar directamente élliais de correspondencias simples a esta
tabla, (notar que originalmente se @ngara el estudio de tablas de contingencia donde
las marginales no son constantes). Sin embargo, cuandesee pna tabla disyuntiva
incompleta, la distancig? y los pesos definidos en el @isis chsico no se ajustan a
los objetivos, ya conocidos de unaisis de correspondencias.

La aplicacon de la distancia? entre dos perfiles filae i’ € 7 seiia:

207 (fu fui\®
d*(i,i') = Zyeyﬁ(ﬁ‘ﬁ) =

2
Z z [z _ Zilj
JET 24 \ zi. EN

i

1)

Si los individuosi e i/ € 7 no contestan al mismoUmero de preguntas, entonces
2,1 € T difiere dezy i’ € T y por tanto la distancig? aumenta tamin con las
respuestas comunes. Este es, por tanto, un concepto deciist® deseable puesto
que no reflejda la similaridad entre individuosen &rminos de modalidades comunes
elegidas- buscada en un alisis de correspondencias.

La distanciay? entre dos perfiles columnay j' € J seia:

o/ 1 fi; fo\2
PG5 = Tiep (-1 =

2
S22 A
1€L z; \ 25 Z

-J

)

En esta distancia? cada individuo tenda una ponderadn distinta dependiendo del
nimero de respuestas elegidas. No paregiebd asignar menos importancia a aquellos
individuos que responden a la totalidad de las preguntasfeequienes no lo hacen.
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Por tanto, la aplicadn directa del aalisis de correspondenciassico no es adecuada
al estudio de las tablas disyuntivas incompletas.

4. POSIBLES ALTERNATIVAS AL PROBLEMA DE LAS TABLAS
DISYUNTIVAS INCOMPLETAS: AN ALISIS FACTORIAL CON
MARGINAL MODIFICADA

Una vez descartada la aplicawidel alisis chsico, se debe buscar otra alternativa
para el estudio de las tablas disyuntivas incompletas qaeagte mejor. Se busca un
método que minimice la influencia de la no respuesta sobreadiban

Una solucdn evidente desde el punto de vista #@i@ sefa eliminar aquellos indi-
viduos que no responden a todas las cuestiones, obteniendstal forma una tabla
disyuntiva completa. Con esta alternativa pei@®os la informadn referente a esos
individuos en el resto de las cuestiones; inforraaaue puede no ser importante cuan-
do la no respuesta se debe a un descuido y por tanto represernaquia proporadn
sobre el total, pero que alteraros resultados cuando revela una actitud particular o
implica a un gran amero de individuos (caso de las preguntas condicionadas).

Una piactica habitual es crear para cada variable con datos agsena modalidad
de no respuesta, obteniendo de esta forma una tabla disywatnpleta a la que se
puede aplicar el alisis chsico. Esta soludn puede ser adecuada cuando la no res-
puesta se debe a una actitud particular del individuo (désew revelar determinada
informacibn por ejemplo); sin embargo, cuando la no respuesta se debeal@scui-

do involuntario la modalidad de no respuesta no tendna interpretadn adecuada y
perturbatra los resultados.

En los casos en los que la no respuesta se debe a la existermiegidintas condicio-
nadas ya se ha indicado en la introdécciue caracteriza a un grupo de individuos.
A pesar de ello, la incluéh de una modalidad de no respuesta en cada 6nest
sefia adecuada, puesto que se éatareando una serie de modalidades todas ellas con
el mismo perfil e iéntico a una de las modalidades de la pregunta condiciolamte
saben ingds) 0 a una combinam lineal de ellas«{no tienen familiaresy «tienen pero

no se relacionar). Esto podia perturbar los resultados hasta el punto de llegar a crear
uno de los primeros ejes del&isis, como aisocurre en la aplicadn a la Encuesta de
Condiciones de Vida de 1989 de la Comunidad&hatma de Euskadi presentada en
(Goitisolo & Zarraga 1998a).

Escofier (Escofier 1981) propone sustituir la marginal redadabla ; = z; /2,1 € T
que no es constante), por una marginal constagnte 1/n,i € Z en todo el aalisis.

Posteriormente (Benali 1985), (Benali 1988), (Benali & &y 1987) y (Escofier
1990) utilizan tamk#n esta &cnica, pero siempre para el caso de tablas disyuntivas
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incompletas donde la no respuesta se debe a unadmmiisioluntaria y el caso de mo-
dalidades de efectivoétil. En el @lculo de la distancia entre dos individuos (y por
tanto, en la inercia de la nube), las modalidades tienen andguaddn inversa a su
efectivo. En consecuencia, las modalidades muy raras puefiigr demasiado; Benali

y Escofier proponen eliminarlas y tratar a esos individueaasi no hubieran dado
respuesta a la cuest.

Se analizax en detalle lo adecuado de esta susfitugr las consecuencias sobre el
analisis, tanto para los casos de oraisinvoluntaria y de modalidades raras como para
el caso de preguntas condicionantes, en el que centrararassmintegs.

5. NUBE DE INDIVIDUOS: N (Z)

El puntoi € T se representa eR”’ por el perfil Ji = n@,i €Z,jeJ. Este
z

perfil es diferente del perfil obtenido en ebdisis de cozr'respondenciasémiples chsico
(z:;/Q, 1 € Z,j € J)al ser el efectivo total de la tabfa) distinto den@).

La distancia cuadttica propuesta entre dos individuosi’ € 7 es:

20 \(fi S\
d*(i,i") = Zjejf_v(gz{_#) -

-J

®3)

2 2
= Zjej % (215 — zi5)

Se comprueba qumicamente las respuestas diferentes hacen aumentaualacits sin
tener en cuenta si ambos individuos responden al mismeeno de cuestiones o no.

La ponderadn de cada modalidad es, al igual que en correspondendiléiples con
datos completos, el inverso de su efectivo (la distanciaeatemen mayor propoi@n
cuando la modalidad posta por $lo uno de los individuos es rara).

Considerar la distancia anterior entre los puntes’ € 7 es equivalente a buscar la
distancia eudtiea habitual en un espacio dotado deniea 1/f.;, j € J.

Cada punta € 7 est dotado de un pesg;. = 1/n, i € Z, que a pesar de no venir
representado por la marginal, ¢ € Z —del ACM clasico- coincide con el peso que
se asigna a los individuos en correspondenciakiphes habitual. Este peso constante
significa que todos los individuos tienen la misma impori@rindependientemente del
nimero de cuestiones que han respondido. Es por tad@®anecuado qug ,i € 7.

La coordenadg-ésima del centro de gravedad de la nube es:
Gi(j) = f; =% VieJ

471



que coincide con la correspondiente al centro de gravedérieée de individuos en
correspondencias intiples habitual.

Este selt tambén el origen de los ejes deaxima inercia que se han de buscar.

6. NUBE DE MODALIDADES: N(J)

El puntoj € J se representa er” por el perfiI& = Zi

—,i1€Z, j¢€ J,esdeci,el
. o g *d
mismo que en el A.C.M. ékico.

La distancia cuadtica propuesta entre dos modalidaglgsj’ € 7 es:

20 L (i Fir )P
d*(j,J") = Ziezﬁ(ﬁ;_ﬁ/) =

2
_ Zij _ Zij!
- nziez (Z.j z .,)

-J

(4)

Esta distancia es semejante a la utilizada cuando la tallangsleta y apropiada tam-
bién para el caso de preguntas condicionadas. Equivale adeoasia distancia eu-
clidea en un espacio dotado détncal/g; ,i € Z.

Cada puntg € 7 esh dotado de un pesp; = z;/z, j € J, coincide con el asignado
en correspondenciasittiples de tablas completas y supone que cada modalidaal tie
una importancia proporcional a la poblacique representa. Las modalidades tienen un
peso en la construdmn de los ejes tanto menor cuanto menor sea su efectivo.

La coordenadaésima del centro de gravedad de la nube es:
GJ(Z) = fzz% Viel

Sin embargo, en (Goitisolo &&raga 1998b) se justifica la ele@oicomo origen del
puntoO (cuya coordenada— ésima eg; ,i € 7). La diferencia entre los puntds;

y G conlleva que en el dtisis las nubes han de ser siempre centradas, no existiendo
la equivalencia conocida en correspondenciaftipies con tablas completas entre los
analisis de las nubes centradas y no centradas.

7. OBTENCION DE LOS FACTORES DE AMBAS NUBES

Calcular la suceén de ejesys,s € S = {1,...,s,...,S5},S < .J) que maximizan la
inercia proyectada de la nubé(Z) equivale a:
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maximizar: u,"MXTPXMu,
(5) sujeto a: ust Mug =1
ust Mu; =0 Vi< s

donde:

e X esuna matrizn x J) de &rmino general:

(6) Tij = f” -1 1€1 jedJ

gz’.f.j
Al igual que en aalisis de correspondenciasaslco cada elemento de esta matriz
contiene las desviaciones entre la tabla de d#itgps € 7Z,j € J y una tabla de
termino general que corresponde a ladigsis de independencia. La diferencia con
el aralisis chsico radica en que la frecuencia relativa marginal coomregdignte a las
filas es impuesta en fur@@ del rumero de filas en lugar de obtenida a partir de los
datos.

e M es una matriz diagonal correspondiente a &rina del espacio:

(7) mj = f.j ] S j
e P esla matriz (tami&n diagonal) de pesos:
(8) pi=gi. 1€T

Se puede demostrar (Escofier & Bagl992) que la nube definida por las filas de la
matriz X, con la nétrica y los pesos considerados, es isomorfa de la definid® en
como objetivo del estudio. Ambas nubes mantienen las miglisésncias entre dos
puntos cualesquiera.

La resolucbn de este problema lleva a la diagonalibacie la matrizX” PX M de
orden(.J x J) cuyo &rmino general es:

fij fig »
9) ajjr :nz ij ‘zj 'y jiled
i€l -J
Las proyecciones de la nube de individuos sobre los ejesadéma inercia resultantes

son:
F, = XMug se8S

Sui-ésima coordenada adopta la expbesi
) = Tyes (1) Sy =

- anGinjqu_Zjejf.jUsj 1€Z, seS8

(10)
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Al diagonalizar la matrizX M X™ P cuyo &rmino general es:

div = nY e P —fu —fi+2 ii'eT

se obtienen los ejes, s € S que maximizan la inercia proyectada de la nibg7)
y tras premultiplicar dicha matriz pof” P las proyeccione&/,, s € S de dicha nube
cuyaj-ésima coordenada puede expresarse:

Goli) = Liex (2 -1) dva=

» 1 .
= ZieI%vSi_ﬁZiEIUSi jeJd, seS

(11

8. RELACIONES ENTRE LOS FACTORES

Los factores de ambas nubes se relacionan édrde las expresiones:

1

12 F, = — XMG, €S

(12) oW ( s

(13) G, = L y7pp s€S
s — \/)\78 S

En el ardlisis de correspondencias con marginal modificada, igual agurre en el
analisis chsico para la cantidaf} ,i € Z, los factoresty, s € S estin centrados para
la cantidady; ,i € Z:

ZieIgi‘FS(i) = 0 seS

Aplicando la brmula de transiéin (13):

Gs(j) = % ; ( ffg - 1) 9i. Fu(i) =

\/1A_s jijF(z) jeg ses

que coincide con la rela@n bari@&ntrica del aalisis de correspondencias.

(14) =

€T

ILas relaciones de dualidad entre ambos espacios, que searegfi todo alisis de correspondencias,
permiten establecer que los subespacios de ajuste, asb@adiores propios no nulos, son déntica
dimenson.
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Sin embargo, a diferencia del&isis de correspondenciassico los factore&s, s €
S no esén centrados por la cantidgd;, j € J porque el adlisis se hace tomando
como origen un punto diferente al centro de gravedad.

Zjejf-j Gs(]) = Ziezvsi fz _Ziezgi. Vsi seSs

Si la marginal impuesta difiere de la marginal propia de liatabta cantidad es distinta
de cero.

Por ello los factore$’s, s € S no pueden interpretarse como el baricentro délgs; €
S como en aélisis chsico. Segn la formula de transiéin (12):

R = = 3 (25 1) 156400 -

\//\s jeT f.j gi.
1 fij . . .
(15) = E = Gs(j) — g fiGs(j) i€l s€S
VAs | je7 9i jer

El segundo sumatorio corresponde a la proy@tclel centro de gravedad dé(7),
gue al no haber sido tomado como origen de los ejes es diéederq.

Benali y Escofier (Benali & Escofier 1987) afirman quste €rmino, en la pactica

es casi nulo, lo que permite interpretar como en correspmiake niltiples chsico la
abscisa de un individuo como el baricentro de las modalslgde ha elegida Hacen
referencia a tablas disyuntivas incompletas en las quesetied de datos ausentes re-
presenta una propofui reducida en relagn al total (caso de datos ausentes por olvido
distribuidos de forma aleatoria a lo largo de la tabla). $itbargo, puede alterar los
resultados y su interpretéei cuando se considera nulo en una tabla de datos en la cual
la proporcon de no respuesta es grande o corresponde a ciertos grupabvitiuos
(caso de tablas de datos con preguntas condicionadas) edmag®dido comprobar en
la aplicacon a la Encuesta de Condiciones de Vida de 1989 de la ComuAidadoma

de Euskadi presentada en (Goitisolo &rzaga 1998a).

Lo cierto es que este segundo sumatorio es el mismo paraltslioslividuos, aunque
difiere para los distintos ejes, por lo que se pathasladar los factords (i), s € S,i €

7 de tal forma que en la representatisuperpuesta de ambas nubes un individuo siga
estando representado en el baricentro de las modalidadgmgae:

(16) F:(Z) = \/%—Snzj‘ejfijGS(j) 1€l seS

9. NUMERO DE EJES

En el aralisis de correspondencias de una tabla disyuntiva comnplefimero de eje$
es igual al imero de modalidades activas menosighero de variables, porque todas
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las modalidades correspondientes a cada una de las varsgbdsmcuentran restringidas

al mismo hiperplano. En el afisis de correspondencias con marginal modificada de
una tabla disyuntiva incompleta, las modalidades de unenansuesfin no cumplen
ningln tipo de restricd@n por lo que pueden existir tantos ejes cormionero de mo-
dalidades activas exista en eladisis. Si existen cuestiones con datos completos, sus
modalidades mantenain la misma restricobn que en el alisis chsico por lo que la
cantidad de ejes disminéilen ese iimero de cuestiones completas.

La existencia de preguntas condicionadas en &lisia tambén reduce la cantidad de
ejes, puesto que los individuos que han de responder a uganpaecondicionada vie-
nen determinados por la respuesta a una modalidad (o cocitioirde ellas) anterior.

10. ESTUDIO DE LA ASOCIACI ON ENTRE LAS CUESTIONES

El estudio de la independencia entre dos variables cuadisaty ¢’ € Q conJ, y Jy
modalidades respectivamente se realiza habitualment&stde su tabla de contin-
gencia donde han de ser clasificados todos los individuoa.d¥a, en el caso de que
alguna de las cuestiones no haya sido respondida por tagloslividuos, sex necesa-
rio tener presente las modalidades de no respuesta. Ladmlgiantingencia tendrla
forma:

Tabla 2
1 ]/ Jq/ a'
1
. qq’
J bjj
Jq
a

dondea y o’ representan las modalidades de no respuesta de las casstiof € O
respectivamente.

Un elementd);??:;j € Jgii € Jyiq,q € Q de esta tabla indica eimero de indi-
viduos que pertenecen simaiteamente a las modalidadeg ;' de las cuestionegy
q' € Q respectivamente. Es decir:

i€L
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Analizar la independencia entre ambas cuestiones llevenpa@r losérminos:

b17, b29 b7 ) ‘ ‘
(17) % y Ji1_3'J j c j’q j, c jq’ q’q/ c Q

n2

que, en fundin de la tabla disyuntiva incompleta, equivale a comparar:

(18)
§ § 2 § 2
i€l i€l i€l

- y jed, J€dy  ad€Q

Sin embargo, la no respuesta en el caso de cuestionariog@gumpas condicionadas
es determinada por una cuéstidiferente. Si, por ejemplo, las dos cuestiones han sido
condicionadas por la misma preguntee tal forma que ambas tienen en donel total

de las respuestas ausenrteso existe independencia. Puesto que el &gese centra

en la asociad@n entre las modalidades respondidas, paregs apropiado no tener en
consideradn la relacbn entre las modalidades de no respuesta a la hora de aalizar
independencia entre ambas cuestiones.

En ACM clasico el aalisis simuléineo de la dependencia entre {dscuestiones se
realiza a trags de tabla de Burt definida en fuaide la tabla disyuntiva completa )
de la siguiente forma:

B=27"7
La tabla B de érmino generab;?j,/ esh formada por)? bloques. El bloquéq, ¢’), de
orden(J,, J,/) es la tabla de contingencia que cruza las respuestas a kioesg y
q € Q.

El eIementob%?,/, j,j' € J es nulo si las dos modalidades pertenecen a la misma
cueston y representa elimero de individuos que eligen una determinada modalidad
(denominado tambn porz; o zf’j, j € J,q € Q-eng2-) silas modalidadesg y

j € J coinciden.

Por analoga se define la matriB* de ordenJ x J) que sed denominada pseudo-tabla
de Burt y puede expresarse en fubrcde la tabla disyuntiva incompleta:

B* _ Z*TZ*
La diferencia entré3 y B* radica en que en la matri2* el total de cada una de las
subtablas que la forman no es constante, sino la cantidawdédiuos que responden

a las cuestioneg y ¢ € Q (no necesariamente coincidente con @mero total de
individuos encuestados).

En (Goitisolo & Zarraga 1998b) se demuestra la equivalencia entre Bisefactoria-
les de la tabla disyuntiva incompleta y la pseudo-tabla d# &ociada, obte@hdose

477



factores proporcionales asociados a valores propios ques@onan mediante:

(19) M= (5M)° ses
dondeA”” son los valores propios correspondientes dliais de la pseudo-tabla de
Burty A\, los del aralisis de la tabla disyuntiva incompleta.

10.1. Independencia entre las cuestiones

Aligual que en el aalisis de correspondenciadiitiples con datos completos, elé&n
sis de la tabla disyuntiva incompleta&sisociado a unas tasas de inercia pegsieue
no deben ser interpretadas como partes de infodmamiplicada por los ejes. A conti-
nuacbn se estudia el caso en el cual las cuestiones son indeptaldos a dos y se
propone una correaon a estas tasas de inercia en dleis con marginal modificada
de una tabla disyuntiva incompleta.

La matriz de diagonalizach en el aalisis con marginal modificada de la tabla disyun-
tiva incompleta, tiene urétmino general (recogido en la ecuati(9)) que puede ser
expresado en funan de los elementos de la tabla disyuntiva incompleta dgjlaesite
forma:

(20) ajy = % (% Yier % % — 3 ZJ> 3i'ed
Notar que:
‘Zzijzij’zo si:j,j'edy, Yy j#5 qeQ

€L
porgue un individuo no puede pertenecer a dos modalidadesisma cuestin

J Zzijzij’zz.j si: 4,j'e€edy Yy j=j q€Q
icT
nbmero de individuos que pertenecen a una determinada rdadali

° Zzijzij/ = jn] si: jeJdy, j7 €Ty, 9#4 q,¢ € Qyadenads
i€T
existe independencia entre ambas cuestiones

y que por tanto:

oaj=—"2 s jjed, y j#j qeQ

® ajj = si: jied, y j=j qe€Q
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® a;; =0 si: j€Ty, 7 €Ty, a#4d q,q € Qy existe independencia
entre ambas cuestiones.

En consecuencia, la matri¥;- que se ha de diagonalizar tiene la forma:

AL, 0
Ay = A%,
0 AY,
donde cada submatriz?,. es:
q q q _ -4 A

n—2z3 —Z5 —Z3 Z7,
—z% n—24% —z% =z

z z z

_ .4 _ .4 _.q _ 4
AL — z4 2y M — 24 Z7,

z z 4
—z4 —z% —z% n—= Z?Jq

Siendo,z_qj equivalente at_ ; anterior.
Para diagonalizar la matriz ;- se ha de resolver la ecuéani
|Az« = XI|] = 0 s=1,...,J

Debido a la estructura diagonal por bloques de la maltyiz, los valores\, (incluyendo
los valores nulos) que solucionan esa edrasbn los resultantes de resolver el sistema
de (@ ecuaciones siguiente:

|AL. =X | = 0 VgeQ  s=1,...,J,
siendol;, la matriz identidad de orde#,, q € Q.

Las matricesA?. , ¢ € Q pueden expresarse como:

AL = n, —Ef
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siendo:

) q q q b
21 %2 Z3 Z,
z z z z
Bl =
q q q q
122 A3 % Jq
L =z z z z

Como se puede comprobaacilmente, esta matriz (de ordefp) es de rango 1y su
traza es;,/ =z (nUmero de individuos que responden la cu@sti € Q entre el fimero
total de respuestas de lesndividuos a lag) cuestiones), por ello tiene un valor propio
pul = z,/zy (J; — 1) valores propios nulos.

A través de la relaéin entre los valores propios d¥,. y de esta matriZ?, ¢ € Q:

Alous = Noug

2l us — Elus = AMug

Elug, = (Z2-X7) u,

Eluy = plug

dondes = 1,...,.J,; se obtienen los valores propios de cada matfjz:
n .
— sis=1,...,J,—1
z
A = Vq € Q

n zZ .
——= sis=J,
z z

y de la matrizA z« que resultan ser:

n sis=1,....,J-Q
z

(21) As =
n Zq .

Donde existen tantos valores propios nulos como cuestef@sque responden todos
los individuos(z, = n, ¢ € Q).

Al igual que en el caso de tablas disyuntivas completas,depgandencia entre cues-
tiones no se refleja en una inercia nula y no se debe, obviemeasociaciones entre
las cuestiones sino a un efecto de estructura o de congtnudei la tabla disyuntiva
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incompleta. Cada uno de losejes estda recogiendo una inercia trivial que evidente-
mente engorda los valores propios dedl#sis de la tabla disyuntiva incompleta cuando
no existe la independencia.

10.2. Tasas de inercia

Cuando no existen datos ausentes, la aplicadel amlisis de correspondencias sim-
ples a la tabla de Burt lleva a la obteticide los mismos factores del&isis de la
tabla disyuntiva completa. En el caso particular de dostimres, ambos alisis pro-
ducen los mismos factores que ebfisis de correspondencias simples de la tabla de
contingencia. Sin embargo, los valores propios que serwstien los tres alisis son
diferentes y dan lugar a distintas tasas de inercia proyectabre cada uno de los ejes.

Se pone de manifiesto de esta forma que alisis de correspondenciadittiples (bien
se realice a trads de la tabla disyuntiva completa o bien a partir de la tablButt)
estudia las relaciones de dependencia entre cada par dimoesy se revela el escaso
interés de los valores propios como medida de la infororaexplicada por cada uno
de los factores.

Benzcri (Benzcri 1979) propone por ello, b@sdose en la equivalencia entre ehlin
sis de correspondencias de la tabla disyuntiva completalg thbla de contingencia
cuando el amero de cuestiones es dos, la siguiente comeatde los valores propios:

2 2
efodh) (og) e

para aquellos valorek, superiores d/Q), siendo); los valores propios resultantes del
analisis de la tabla disyuntiva completa. Al estar los valgrexios)\, comprendidos

2
entre 0y 1, elérmino (%) permite obtener unos valores propios corregidos com-
prendidos tami@n entre 0 y 1, que hacen posible su comparacion otros aalisis.

Esta modificadn de los valores propios lleva a definir las tasas de ineroigeptada:
As

S x seS

Ts =

donde la suma del denominador se extiende a los valaresperiores 4 /Q).

Esta correcdn encuentra su justificam, para el caso de &s de dos cuestiones, en
la equivalencia entre los alisis de la tabla disyuntiva completa y de la tabla de Burt.
En éstedltimo aralisis se introducen en la diagonal principal tablas quearwna
cuestbn consigo misma haciendo incrementar la inercia total yddaal resto de las
tablas de contingencia aparecen dos veces (Greenacre 1993)
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Una radn alternativa para calcular las tasas de inercia corrsgi€l@ncuentra en el es-
tudio del caso particular donde las Q cuestiones son indiégraes dos a dos. A pesar
del nulo interes del dlisis de correspondenciasasico cuando se conoce (en ocasio-
neslUnicamente tras los resultados de&ksis) la independencia de las cuestiones, su
aplicacbn proporciona una inercia total no nulgy — @) factores con valores pro-
pios asociados igualesld( (Zarraga 1989), demostrando que los valores propios del
analisis (exista o no independencia) recogen una inercialriebida a un efecto de
estructura o de construéei de la tabla disyuntiva completa.

Cuando existen datos ausentes, élliais del caso en el cual las cuestiones son inde-
pendientes, en la forma definida, revela que las tasas ddarelculadas como los
valores propios entre la inercia total, no son una buenadaetk la asociadn entre

las cuestiones recogida por cada eje, por ello se propored,caiso general en que las
cuestiones no son independientes, calcular los valorgsqsry las tasas de inercia de
la siguiente forma:

2 2
o= () (WD) WA > 2 s=1,...,J
) z z
T: = Aii 8:1% aJ
PIEH
A7>0

donde); es el valor propio obtenido en el&lisis con marginal modificada de la tabla
disyuntiva incompleta cuando no existe independenciasiEgievos valores propios y
tasas de inercia coinciden, si la tabla es disyuntiva caimpda la que = n@, con los
propuestos por Begzri (1979).
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INDEPENDENCE BETWEEN QUESTIONS
IN THE FACTOR ANALYSIS
OF INCOMPLETE DISJUNCTIVE TABLES
WITH CONDITIONED QUESTIONS
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Universidad del Pia Vasco-Euskal Herriko Unibertsitatea

Multiple Correspondence Analysis (MCA) studies the retathip between
several categorical variables defined with respect to aaiarpopulation.

However, one of the main sources of information are thoseeygrin which
it is usual to find a certain number of absent data and condéub ques-
tions that do not need to be answered by the whole populaliothese

cases, the data codification in a complete disjunctive tedaigires the in-
clusion of non-answer categories that can alter the results

Escofier (Escofie 1981) suggests the analysis of the inctengisjiunc-

tive table (IDT) by substituting the real marginal of the l@aabout the
individuals for a constant imposed marginal. As in the aselyof mul-

tiple correspondences with complete data, the analysis@iricomplete
disjunctive table is related to small percentages of irsettiat cannot be
regarded as a part of the information expounded by the axeis. Japer

will examine the case in which the questions are indepenslenby two

and will propose the correction to these percentages oti@ar a modified
marginal analysis of an incomplete disjunctive table.
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1. INTRODUCTION

In surveys, there can be absent answers for either unwglipg by the surveyed, a will
to hide certain information, the existence of conditionegsjions answered by that
person or not, depending on his answer to a previous question

2. DEFINITION OF INCOMPLETE DISJUNCTIVE TABLES AND THEIR
NOTATION

Table 1 gathers the answers by a certain colectivity of iddizisZ into a group of
questionsQ, each of them with a finite group of answer categoggs ¢ € Q. Each
elementz;; of the table assumes value 1 if individuainswers categoryand 0 other-
wise. It is said that it is an incomplete disjunctive tableD.T.- when for someé and

j Zij:07 i:{1,...,7;,...,’[1},_]':{1,...,j7...,J}.

A variable z! is defined with value 1 if the individual answersy and with value 0
otherwise, and, as the number of individuals responding to questipg € Q.

3. PROBLEM BROUGHT ABOUT BY THE APPLICATION OF STANDARD
M.C.A. TOAN I.D.T.

The distancey? between two row profiles andi’ (equation 1) also increases with
the common answers, when individualsind i’ do not answer the same number of
questions.

In the distancey? between two column profileg and j (equation 2) each member
could have a different mass according to the number of arssprerviously chosen.

Therefore, the direct application of the standard M.C.Adsappropriate to the study
ofan I.D.T.

4. POSSIBLE ALTERNATIVES TO THE I.D.T. PROBLEM: A FACTOR
ANALYSIS WITH A MODIFIED MARGINAL

Either the elimination of those people not answering allgbestions, or the creation
for each absent data variable of a non-answer category waildel for a complete
disjunctive table, but that could alter the results as wdlfor the 1.D.T. cases with a
number of absent data, Escofier (1981) proposes the stiostitf the real marginal
of the table {; which is not constant) for a constant margipal= 1/n in the whole
analysis.
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5. CLOUD OF INDIVIDUALS

Pointi, provided with a weightg;, , is represented iR’ by the profile fi;/g;.. The
distance between bothand:’ (equation 3) increases only with different answers. This
is equivalent to looking for the Euclidean distance in a spamvided with a metric

1/f;.
The weighting of each category is the inverse to its mass.

The j-th gravity centre coordinate of the cloudfs. That will also originate the axes
of maxima inertia to be searched for.

6. CLOUD OF CATEGORIES

Pointj, provided with a weighf ;, is represented ii™ by the profilef;;/f ;.

The distance between categorieandj’ (equation 4) is similar to that used when the
table is complete. It is equivalent to the Euclidean distainca space provided with a
metric1/g;..

G j, thei-th gravity centre coordinate of the cloud j5:. However, (Goitisolo & Arra-
ga 199®) justifies the election of poin®; (whosei-th coordinate isy; ) as origin.
The difference between the points; andG ; implies that the clouds must always be
centered during the analysis.

7. COMPUTATION OF FACTORS IN BOTH CLOUDS

Calculating the succession of the axes)(that maximize the inertia projected on the
N (Z) cloud is equivalent to maximizing the expression (5) with thatrices X, M, and
P, whose general terms appear in the equations (6, 7 and 8).

The solution to this problem leads to the diagonalizatiothefmatrixX” PX M. The
projection of the cloud of individuals on the maxima inentsulting axes aref; =
X Muy. Itsi-th coordinate assumes the expression (10).

Once the matrixX M X T P is diagonalized, the axas that maximize the projected
inertia about the cloudv'(7) are obtained. And the projetioiis;, whosej-th coordi-
nates are gathered in (11), are also obtained, just aftemyltiplication of the matrix
by XTP.
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8. RELATIONSHIPS BETWEEN THE FACTORS

The factors of both clouds are related either with the exgioes 12 and 13 or for every
coordinate, according to the expressions 14 and 15.

The second summatory of equation 15 corresponds to thetygi@ainter projection of
N (J), which, not having been regarded as the origin of the axekffesent from 0.

Benali and Escofier (1987) suggest tk@his term is nearly invalid in practice, which,
like in a classic M.C.A., allows one to consider the abscissan individual to be
the baricentre of the categories choseHowever, that can alter the results and its
interpretation when regarded as invalid in a table of datayhich the non-answer
proportion is in fact very large. That is exactly what hapgbim the application to the
1989 Life Conditions in the Basque Country Survey preseinté@oitisolo & Zarraga
199&).

The truth is that this second summatory is similar to all tindividuals for which the
factorsF (i) could be shifted so that an individual could still be represd in the bari-
centre of all his categories during the superposed reptasamin both clouds (equation
16).

9. NUMBER OF AXES

The categories of the same question do not feature any kirestifction and there can
be as many axes as numbers of active categories in the analysi

10. STUDY OF THE ASSOCIATION BETWEEN THE QUESTIONS

The study of the independence between two categoricalblasa andq’(q, ¢’ € Q)
usually takes place with its contingency table (Table 2, neheanda’ represent the
non-answer categories of the questigrandq’ respectively).

Analyzing the independence between both questions leadsniparing the terms in
either equation 17 or 18.

When there are conditioned questions, the association batthe categories answered
has to be searched for.

In analogy with Burt’s table, the matri®* is defined and will be named Burt’s pseudo-
table. It can be expressed according to the incompletertdisje tableB* = Z*7 Z*
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(Goitisolo & Zarraga 1998) shows the equivalence between the factor analysiand
B* and they obtain the proportional factors associated toeajees related to equation
19, whereXZ" are the eigenvalues corresponding to Burt’s pseudo-tataysis and
\s those in the |.D.T.

10.1. Independence between the questions

The I.D.T. analysis is related to small percentages of iménat cannot be regarded as
parts of the information expounded by all the axes.

When there is independence between the questions, the diggion matrix in the

analysis with an I.D.T. modified marginal does have a gerteral gathered in equa-
tion 9. Its expression according to I.D.T. elements appaaeguation 20. Equation
21 gathers the eigenvalues of the analysis. There are as imaalid eigenvalues as
questions answered by all the individuals.

10.2. Percentages of inertia

The relationship between the eigenvalues of Bieand Z* analyses, and the analysis
of the case when the questions are independent two by twalssmat the percentages
of inertia calculated as the ratio between the eigenvalodstize total inertia are not

an appropriate measure of the association between thaansgathered by each axis.
That is why we propose to calculate the eigenvalues and tleemages of inertia as

follows:

2 2
o= () (WD) VA, > = s=1,...,J
. z z
TS = . s=1,...,J
>N
AE>0

As is the eigenvalue attained in the analysis with a modifiedll.Barginal, when there
is no independence. These new eigenvalues and percenfagestia do agree if the
table is a complete disjunctive one, in which= n(Q), with those proposed by Beéeri
(1979).
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