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Resumen

Neste trabalho, desenvolvem-se as expressoes continuas de andlise de sensibilidade em problemas elasticos
lineares. Consideram-se varidveis relacionadas a parametros discretos e de forma do problema estrutural.
Aspectos da implementagdo das classes em C++ sdo discutidos. Por fim, apresentam-se exemplos de
otimizacao de espessura e forma em dominios bidimensionais como aplicacées dos métodos descritos.

DESIGN SENSITIVITY ANALYSIS EXPRESSIONS FOR ELASTIC PROBLEMS

Summary

In the present work, continuum design sensitivity analysis expressions for linear elastic problems are devel-
oped. Discret parameters and shape variables of structural problems are considered. Aspects of C++ classes
implementation are also dicussed. Finally, two-dimensional thickness and shape optimization problems are
presented.

INTRODUCAO

Um grande nimero de problemas de otimizagao estrutural apresentam a seguinte forma,

Minimizar f (u, Vu,x,p) sujeito & ¢; (u,Vu,x,p) <0 i=1,...,m

1
h](u’vu’x7p):0 jzl""’p ()

onde f é a fungao objetivo do problema; g; e h; sdo os funcionais de restricao; u é a solugao
da equagao de estado do problema estrutural; p € R"™ é o vetor das variaveis de projeto.

Como se observa em (1), as fungoes f, g; e h; sao implicitas nas varidveis de projeto, pois
dependem da solucdo u, a qual por sua vez depende de p, ou seja, u = u( p). A regido
) do dominio, onde todas as restrigoes sao satisfeitas simultaneamente, é chamada regido
factivel ou de viabilidade, ou seja

Q={peR'g;(p)<0,i=1,2,...,meh; (p)=0, j=1,2,...,p} (2)

Em geral, os funcionais f, g; e h; sao altamente nao-lineares, podendo envolver ainda
um grande ndimero de varidveis de projeto. No entanto, para resolver o problema (1),
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exige-se apenas que as primeiras derivadas dos funcionais existam em todos os pontos de ).
Resolver um problema de otimizacdo significa determinar o ponto p* € (2 no qual f tenha
valor minimo. Se p* existir, denomina-se 0 mesmo como ponto de minimo, ponto étimo ou
projeto 6timo no contexto de engenharia. Este tipo de formulagiao matematica do problema
de projeto permite que sejam introduzidos procedimentos sistematicos de andlise e solucao,
como é o caso dos métodos baseados em otimizacaol 212,

A escolha dos funcionais estd diretamente relacionada a atividade de sintese de uma
estrutura?’. Em primeiro lugar, estabelece-se o objetivo funcional do projeto, ou seja,
define-se o critério de julgamento a ser aplicado as diversas solucoes possiveis. Em seguida,
seleciona-se um conjunto de caracteristicas da estrutura, definindo claramente um projeto e
permitindo atingir seu objetivo funcional. Tais caracteristicas dependem do modelo fisico-
matemdtico adotado para descrever a estrutura, podendo envolver propriedades geométricas
e de materiais, a forma da estrutura ou a combinacao de elementos construtivos. Em
geral, estas caracteristicas sao representadas pelo vetor de varidveis p € Q C R” que, ao
assumir valores numéricos, origina um projeto. Por iltimo, determinam-se os requisitos
de performance que a estrutura deve cumprir, constituindo-se em limitantes impostos ao
objetivo do projeto. Projetos que cumprem seus requisitos sao denominados vidveis; os
demais, invidveis.

Observa-se que uma classe importante de algoritmos de otimizacao utiliza informacoes
de primeira ordem, provenientes dos gradientes dos funcionais do problema®®. Apesar
da existéncia de métodos de otimizacao nao utilizando gradientes'®, seu conhecimento
fornece informacoes bastante relevantes acerca da formulagao do problema de projeto, como
a importancia relativa das varidveis e restricoes. Além disso, permite informar sobre a
possibilidade e o grau de melhoria efetiva que pode ser imposta a uma determinada opgao
de projeto.

O método de Pontos Interiores de Herskovits!” consiste de um algoritmo de pontos
interiores para otimizacao nao-linear sujeita a restricoes de igualdade e desigualdade. Devido
4 sua caracteristica de convergéncia global com taxa superlinear'?, além de gerar uma
seqiiéncia de pontos vidveis, tem sido aplicado com sucesso em problemas estruturais®!%:1822,
O algoritmo emprega uma técnica iterativa de ponto fixo na solugao direta do sistema de
equacdes e inequagoes nao-lineares, obtidas das condigoes necessarias de otimalidade de
Karush-Kuhn-Tucker. A cada iteracio, determina-se a direcdo de busca resolvendo dois
sistemas lineares de mesma matriz, nao ocorrendo solucao de subproblemas quadraticos.
O decréscimo da fungao objetivo e a viabilidade é garantida através de uma busca linear
imprecisa, que, juntamente com a alta taxa de convergéncia do algoritmo, reduz o nimero
de avaliacOes de funcionais e gradientes.

Como na maioria dos casos os funcionais de performance dependem da solucdo do prob-
lema estrutural, sao necessarios procedimentos especificos para cilculo de gradientes. Dentre
os diversos métodos disponiveis'®!4, destaca-se a andlise de sensibilidade de projeto™!® nas
formulagoes discreta e continua.

No caso discreto, determinam-se as derivadas, tomando-se as equagoes dos meios
continuos em sua forma discretizada. No caso da formulacdo continua, consideram-se estas
equagoes em sua forma original, deduzindo-se analiticamente as expressoes de sensibili-
dade, as quais sdo entdo discretizadas para o cdlculo numérico. A formulacdo continua tem
como vantagens a obtencdo do enunciado analitico das derivadas dos funcionais do prob-
lema sem nenhuma discretizacao envolvida, além da independéncia em relagao ao cédigo
de andlise estrutural. Observa-se que a avaliacdo das sensibilidades pode ser feita como
pos-processamento, a partir da resposta usual de elementos finitos.

O problema elastico linear pode ser colocado na seguinte forma variacional : determinar
o campo de deslocamentos uw € V tal que
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/B T (u) -E (v) dV:/FZ v dA+/B budV  Voe V 3)

sendo B C R? a regiao do espago euclidiano pontual ocupado pela estrutura; T (-) o tensor
de tensoes de Cauchy; E (-) o tensor de deformagao infinitesimal; ® o campo vetorial de
forcas de superficie; b o campo vetorial de forcas de corpo; V é o espaco dos deslocamentos
cinematicamente admissiveis. Para um material isotrépico linear, os tensores T e E estao
relacionados através da lei de Hooke, ou seja, T = C[ E], sendo C o tensor de elasticidade.

A expressao anterior, assim como varios problemas de mecanica, podem ser escritos de
forma resumida através da equacdo de estado

a(u,v) =1(v) Yoe V (4)

onde a(+,+) : Vx V — R é a forma bilinear, assumida neste caso como limitada e eliptica;
I(-): V — R é a forma linear e limitada associada.

Neste artigo, consideram-se dois tipos de varidveis de projeto no desenvolvimento de
expressoes de sensibilidade: varidveis nao relacionadas & geometria do problema, ou seja,
parametros discretos da estrutura, como espessuras em problemas de tensao plana, pro-
priedades de material, etc; varidveis de forma, onde a geometria de B é a varidvel do prob-
lema. De posse de procedimentos de cdlculo de gradientes, apresentam-se aplicacoes em
otimizagdo estrutural, utilizando o algoritmo de ponto interior de Herskovits'” e o método
de elementos finitos, num ambiente implementado em C++2223,

FUNCIONAIS

Neste trabalho, os funcionais f, g; e h;, indicados em (1), sao escolhidos como massa,
tensao, deslocamento ou energia de deformacao, conforme descrito a seguir.

Massa

Seja p( x) o campo escalar de densidade do corpo. O funcional de massa é dado por

zpl:/Bﬁ(x) av (5)

Tensao

Define-se a fun¢ao de média m,. ( x) como uma fungao nao-nula apenas em uma regiao
B, C B e com integral unitaria sobre o dominio , ou seja

1/ [, dV xe€ B,
- ey r 6
e () {0 x ¢ B, (6)
Considere um funcional de tensdo G( T), T = T (u( x)), envolvendo o critério de

falha relevante ao problema, como por exemplo tensoes principais, von Mises e Tresca. Em
geral, utiliza-se o seguinte funcional de tensao média na regiao B, C B

G(T) dv
= [ G(Tym (%) av =f‘*f e )

Para uma discretizacado do dominio B em elementos finitos, o dominio B, poderia ser,
por exemplo, coincidente com o elemento onde ocorre o valor méximo de G ( T).
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Deslocamento

Seja o funcional de deslocamento resultante nos pontos do dominio G (u) = |u( x)|.
Define-se o funcional de deslocamento resultante num ponto como

wgz|u(xk>|=/3 Gw)s(x— %) dV

sendo x; as coordenadas do n6 onde o deslocamento deve ser controlado ( x; poderia ser,
por exemplo, as coordenadas do né de deslocamento resultante méximo). Pode-se definir
também o funcional de deslocamento de um determinado grau de liberdade como

wsEluz(Xk)IZ/Bluz(X)|5(X— xi) dV G (u) = Ju ( x)]

Energia de deformacao

A energia de deformacio de um corpo B, sujeito ao estado elastico [u, T, E], é definida
pelo seguinte funcional

1

w4=‘/BT(u) E (u) dVZE/B ¢[Vu] Vu® av (8)

ANALISE DE SENSIBILIDADE A PARAMETROS DISCRETOS

Counsideram-se, inicialmente, varidveis de projeto controlando apenas caracteristicas dis-
cretas do problema variacional (4), enquanto o dominio B permanece fixo. Neste caso,
as formas a (u,v) e [ (v) dependem diretamente do vetor de varidveis p, sendo indicadas,
respectivamente, como a p, (u,v) e [ (v) . A solugio u é um campo vetorial tal que u =
u ( x,p). Demonstra-se'® que as formas bilinear a (u,v) e linear [ (v) sao diferencidveis com
respeito ao projeto p, mantendo-se u fixo. Da mesma maneira, u e Vu sao diferencidveis
com relacdo a p. Assim, sendo é p uma variacao do projeto atual p, tem-se

a p(u,v) = Da ,(u,v)[d p| = lim 2 P*70 p(1,0) = ap(u,v) =V pa(u,v)-dp (9)

o) =Dl )5 pl = lim 22D =Le® g ) 5 (10)

i(%,p) = Du( x,p)[3 p] = lim “COPTTORIZUIXP) gy p) 5 (1)

Um conjunto de funcionais de performance estrutural, tais como volume, deslocamentos,
tensoes e energia de deformacao, pode ser descrito pela forma geral

w(p):/Bg(u,Vu, p) dV u=u(x,p) xe B (12)

sendo G um funcional continuamente diferencidvel com relagao aos seus argumentos e B
fixo.
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A seguinte derivada direcional é vilida

b (p)=Dv(p)[s p]:D{/B G(u(xp),Vu(xp), P) dv}[é Pl=V o6 p

Como o dominio é fixo, pode-se passar a operacao de diferencia ¢ao para dentro da
integral. Portanto, aplicando-se a regra da cadeia'?

¢(P):/ D{Gu(=x,p),Vu(x,p), p)}[0 p|] dV =
’ (13)
:/(g,u'd-l- Gvu-Vi+ G -0 p) dV

Como, em geral, u é calculado numericamente, os termos @ e Vu sao desconhecidos.
Para determinéa-los, pode-se empregar os métodos direto ou adjunto.
No método direto, a variagao 4 é obtida da derivada total de (4), ou seja

[a(u,0)] =[(©)] = ap(w,v) +ali,v) =1 ,(0) > ali,v)=1,©) —ap(uv) (14)
A equacao (14) da origem a um novo problema variacional de mesma forma bilinear (4),
cuja solucgao é justamente a derivada @ do campo de deslocamentos. A partir dessa solugao,

determina-se Vi, obtendo-se entdo 1/)( p) aplicando a expressao (13).

No método adjunto, elimina-se a dependéncia direta de 1 ( p) em relagao a @ e V4. Para
isso, introduz-se um problema auxiliar, o qual possui as mesmas restri¢coes em deslocamentos
do problema original, mas é sujeito a um carregamento adjunto dependente do funcional
1 ( p). Observa-se que os dois primeiros termos em (13), constituem-se numa forma linear
e limitada em «

14 (u)Z/ (Gu-tit Guu Vi) dV
B

Considerando a forma bilinear a(-,-) com varidveis adequadas, pode-se escrever um novo
problema variacional correspondente a [ (1), ou seja

olci) = [ (Guit Gow Vi) av (15)
B
Devido & simetria de a(-,-) e utilizando (14) e (15), tem-se que

a(g,u):a(u,g):ip(g)—ap(u,g):/g(g,u-m Govu Vi) dV

Substituindo a equagao anterior em (13), tem-se a expressao da derivada do funcional

Y ( p)
¢<p>=z‘p<<>—ap(u,<>+/8 G. o0 pdV (16)

Assim, a determinagao de 1,b ( p) depende apenas do estado adjunto ¢. Para isso, define-
se o seguinte problema variacional adjunto: determinar o campo de deslocamentos ¢ tal
que

a(c,v):/ (Gu-v+ Gy, -Vv) dV Yoe V (17)
B
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Das propriedades de diferenciabilidade assumidas para G, o termo independente é um
funcional linear e continuo. Portanto, garante-se a existéncia e a unicidade do estado adjunto
¢ pelo teorema de Lax-Milgram®®.

Dessa forma, tem-se a seguinte expressao para a derivada parcial do funcional de perfor-
mance 1 em relacdo a um parametro p, nao relacionado a forma do dominio do problema
estrutural

oy ol da 0G
v == —()——(w,9)+ [ =— dV  k=1,..., 18
( Pw)k 8pk apk (C) 8pk (U C) 5 apk n ( )

Estado plano de tensao

Nesta secao, a formulagao anterior serd aplicada ao problema de tensao plana. Para
isso, consideram-se as seguintes hipdteses: despreza-se a tensdo normal ao plano contendo
o dominio B; a espessura do corpo é pequena se comparada as demais dimensoes; os
carregamentos nao dependem da coordenada normal a B.

Logo, a partir de (4), as formas bilinear a (-, -) e linear [ (-) estarao dadas por

a(u,m:/se(x)[tr(u)- E() dd  1() =
:/Be(x)[b(x)-v] dA+/ e(x)[®-v] dL

T2

(19)

onde e( x), x € B C R? é uma fungao escalar descrevendo a espessura do corpo; os
deslocamentos dos pontos do corpo sao fungoes de suas coordenadas no plano, ou seja,
T
u( x) ={u; (z,9) uy(z,9)} .
Na prética, a espessura e ( x) é aproximada por uma combinacio linear de fungoes de
forma, sendo as constantes dessa combinacao as varidveis de projeto a serem otimizadas, ou
seja

e(x)~ zpk¢k (20)

Sejam, entdo, as funcoes ¢; definidas como

1 se x€ By " . " .
¢k(x)_{0 o xg g onde Hsk_zs Haskmas_as (21)

Tais fungoes dividem o corpo em subregides Bj, de espessura constante. Assim, os termos
em (19) podem ser reescritos como

a(u,u):Zpk/B T (u)- E(v) dA

b(x)-vdA+/

I'2 N6 By

(I)"UdL}
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de onde se conclui que

g;caiu,v) _ /Bk T(u) B(v)dA ”
8—]%(@):{/& b(x)-vdA+/F2 . <I>-vdL}

Dessa forma, sendo ¢ a solucdo do problema adjunto, a equacao (18) pode ser reescrita

Ccomo

0§
= b ¢ dA -¢dL — : dA — d
Vot /Bk () " /rma By oo dk /Bk Tu) Bl) " /B Opr v

(23)

Determinacao de gradientes
A seguir sdo desenvolvidas as expressoes dos gradientes dos funcionais de massa, tensao

e deslocamento para o problema de estado plano de tensao

Funcional de massa
De acordo com (5), o funcional de massa e a sua sensibilidade sao dados por

= dA = | p(x)dedA 24
w= [ p(xe(x) da = [ p(x0e (24)
Portanto, empregando (20) e (21), vem que

wl(m:;pk/skﬁ(x) a (25)

Bi(p) =D 0p [ (x) dA=V g5 (26)

k=1 By,
Logo
Oy .
V)=t = [ (30 as (21)

Observa-se que nao ha a necessidade de formular um problema adjunto, pois este fun-

cional é independente de wu.
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Funcional de tensao

Considerando o funcional de tensao (6), sua expressao de sensibilidade é dada por
do= [ (G0 T@m, (x)e(x) da (28)
B

Neste caso, aplicando (17), tem-se o seguinte problema adjunto do funcional ¢,: deter-
minar o campo de deslocamentos adjunto ¢ tal que

a(g,v):/g[gj(u)- T(0)m, (%) dA  Yoe V (27)

Pode-se, por exemplo, escrever o funcional de tensao 1, em relacao a tensao equivalente
de von Mises como

1/)2(P):/BUVM m, dA — G( T (u)) =0ovm

. ‘ 5 y1/2 . . -
sendo que oy = {oj — 0,0y + 0.+ 3ij} define a tensao equivalente no caso de tensao
plana. Assim

g7T (U) 1 |:20'z — Oy 67'a:y

200 M 67,y 20, — 0,

Funcional de deslocamento

O funcional (7) tem a sensibilidade descrita por
b ()= [ (G w)o(x—x) da (29)
B

Através de (17), tem-se o seguinte problema adjunto do funcional 3: determinar o
campo de deslocamentos adjunto s tal que

a(q,v):/B[gm(u)-u]&(x— xi) dA Yoe V (30)

Neste caso, G, (u) = \u(lT)\ {ug (%) 1w, ( x4)} constitui-se no préprio carregamento
adjunto do né.

Se este funcional for definido em relacdo a um determinado grau de liberdade, entao
Gu(u) = {10} se uy( x) > 0; Golu) = {—=10}" se u,( x) <0; Go(u) ={01}" se
uy( x5) > 0; Go(u)={0 —1}" se uy( x;) <0.
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ANALISE DE SENSIBILIDADE A FORMA

Variacao da geometria do dominio

Os corpos tém a propriedade fisica de ocuparem regides no espaco euclidiano pontual &.
Apesar de nenhuma dessas regides estar intrinsicamente associada ao corpo, convenciona-se
adotar uma dessas regioes, denotada por B, como configuracao de referéncia, associando
os pontos do corpo com suas posigoes em B. Assim, o corpo B é formalmente uma regiao
regular do espaco euclidiano, sendo os pontos x € B chamados pontos materiais. Um
movimento X” ( x,7) de um corpo B é uma fun¢io de classe C® tal que'?

X": BxR— &

31
(x,7) > x7 (31)

onde, para um 7 € R fixo, tem-se uma transformacio injetora suave.
Nessa transformacdo, x” = X" ( x,7) é a posicdo do ponto x no tempo 7, enquanto
B, = X (B,r) é a regiao ocupada pelo corpo em 7. Para cada 7 fixo, X" ( x,7)

representa uma deformacao de B. Logo, um movimento é uma familia uniparamétrica
de deformacoes em funcdo do pardmetro 7. Define-se ainda a trajetéria T de um ponto
x € B como o conjunto de posicoes assumidas por x ao longo do movimento, ou seja,
T={(x",7)|x" € B,,7€R}.
Como X7 é um mapeamento injetor para todo 7, existe a transformagao inversa
X(,r) =[x (0], X(,7): B, = Btalque x= X( x7,7). Portanto

X'( X(x",7),7) = X" X( X (x,7),7)= x (32)

Logo, dado ( x",7) € T, x= X( x",7) é o ponto material que ocupa o lugar x” em 7.

Qualquer campo associado com o movimento pode ser expresso em funcido do ponto
material e do tempo ( descri¢ao material) ou como funcio da trajetéria ( descrigao espacial).
Por exemplo, dado o campo material ( x,7) — @ ( x,7), define-se sua descri¢ao espacial @,
como &, ( x",7) =®( X(x",7),7). Da mesma forma, tem-se a descri¢ao material ¥,, do
campo espacial ( x",7) - ¥ ( x",7) como V¥, ( x,7) =V ( X" ( x,7),7).

Define-se a derivada material no tempo de uwm campo espacial ¥, ou derivada total do
campo ¥ em relacao a 7, como

U= [(T.)], = 3\11( X" (x,7),7) (33)

or x= X( x7,7)

Observa-se que U representa a derivada de ¥ em relagao ao tempo, mantendo o ponto
material fixo. Dessa maneira, para calcular ¥, toma-se a descricao material V,,,, determina-
se a derivada no tempo e retorna-se a descricdo espacial.

O campo vetorial espacial 'V, ( x7,7) é definido como a descricao espacial da velocidade,
sendo dado por

0 0
Vs(XTaT):_XT(XaT):_XT(X(XTaT)aT): XT(X(XTaT)aT) (34)
or or
Como a transformacdo X7 ( x,7) é suave e continua, toma-se a seguinte expansao na
vizinhanca de 7 =0

X" (x,7) = XT(X,O)—i—Ta2 X" (x,0) +o(m") n=23,...
T
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Desprezando os termos de ordem superior o (7") tem-se
x'= X (x,7)= x+7 V(x) x€e B (35)

onde, a partir de (34), V(x) = V, (x7,7)] _,.
denominado velocidade de mapeamento de projeto.

O campo vetorial suave V ( x) é

OB

Figura 1. Variacao do dominio B para B-

A transformacao (35), ilustrada na Figura 1, é empregada para obter variacdes do dominio
B. O novo dominio B, e seu contorno 0 B, sao indicados por

B,= X (Br)={x eR:Vxe B, x = x+7V(x), xX'= x}
OB, = X (0B, 7)={x eR:Vxe€dB, x=x+7V(x), x"= x}
Pela sua definigao, a transformagao X7(-,7) é tal que em cada configuracao B,, pode-

se definir um problema elastostatico linear descrito pelo seguinte problema variacional:
determinar u™ tal que

ap (W w)=1lg (v7) Yoo € V. (36)

onde V., é o espaco das solucoes cinematicamente admissiveis para o dominio B.,.

Assim, as formas bilinear e linear do problema, elastostatico sao dadas, respectivamente,
porap (u w)= [z T() E@)dVelg (v)= [, ® v dA+ [, b v dV.
Portanto, u™ é a solucao da equacao de estado do problemaTelastostético linear no dominio
B.. A seguir serd adotada a seguinte notagao simplificada para o problema variacional (36)
nas configuracoes 7 — B, e de referéncia 1 =0— By = B

ap (u,v)=1lpg (V) —=a (u,v7)=1"(v")
ap(u,v)=1g(v)—a(uv)=I1(v)

Como a cada 7 tem-se um problema variacional diferente, sua solucdo no dominio B, é
o campo vetorial espacial ™ = u” ( X", 7). A partir de (33), tem-se a derivada material de

u” em relacao ao tempo, podendo-se demonstrar a diferenciabilidade de 4%, Portanto
() = W), = e (X (x,7).7)
u (X ,7)=(Up,), = 7-U X, T),T =
ar x (37)

= X(x",7)=u""(x" ,7)+ (gradu”) V,(x" ,7)
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Em7=0
u(x)=u(x)+(Vu) V(x) (38)

sendo 4 ( x) = 4" ( x7 ,7)|__,eu (x)=u"(x",7)|, _, o gradiente espacial grad u™ se
reduz a sua representacio material Vu na configuracio de referéncia B, ou seja, Vu ( x) =
gradu” ( X7 7)|__,-

O campo vetorial espacial u” (x7, 7) tem descrigao material u? (x,7) =u" ( X" (x,7),7).
Assim, observando-se que v’ (-,7) = u” (,7) o X7 (,7) e aplicando a regra da cadeia, o
gradiente material de u™ é dado por'?

Vul, = (gradu™), F = (gradu”), = Vu F' (39)

sendo F o gradiente material de X7, ouseja, F=V X" = I+ 7V V ( x).
Além disso, as seguintes relagoes sao validas'?

F=(grad V,), F (40)
(det F) = det ( F) tr( F F_l) = det F(div V), (41)

Sensibilidade de funcionais definidos num dominio variavel

Considere um funcional 1™ com a seguinte expressao genérica
o = / G, VuT, x7) dV (42)
B.

onde u” é a solucao do problema variacional (36).
A seguinte expressio permite mudar o dominio de integracio B, para B'?

PT :/ G(u",Vu', x7) dV:/ Gm (u],Vur . x)det F dV (43)
B, B

Logo, de forma andloga ao caso de parametros discretos, a derivada material no tempo
1™ é dada por

. d :
=[G v %) av = [ (G (g Vup, x) (et B av =
dr B, B
:/ [Gmdet F + G (det F)} av
B
Empregando (41) e tomando uma expressao andloga a (37) com u” = G, vem que

W:/ ('Q+ gdist) (det F) dV =
’ " (44)
Z/ (g'—i- V,- grad G+ G div Vs)m(det F) dV
B
Em7=0

1/32/ (6'+ V-VG+ G DivV) dv
B
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Da regra da cadeia, determina-se que G'= G, -u' + Gy, -Vu' + G . Portanto
g , , ,

@b:/ (Gu-tv'+ Gyu-Vu') dV+/ (G.x+ G DivV+ V.VG) av
B B
Substituindo (38) na equagao acima tem-se

q,b / gu' g,u'vu A% + g,Vu'vu_ g,Vuv(vu V)] dv+

(45)

+/ [G.x+ G DivV+V-V{G] dV
B

Entretanto, V-V § = V- [VUT G+ V (V)" gm] = G Vu Vit GyuV(Va) V
Logo

@b:/ [Gu- U+ G v V] dV+/ (G, x+ G DivV — Gg,-VuV V] dV (46)
B B

Demonstra-se que G Div V+ V.-V G = Div( G V). Do teorema da divergéncia,
tem-se que fB Div(G V) dV = fa 5 G V- ndA sendo n o vetor normal unitario a d B.
Portanto, a partir da equagao (45), obtem-se

¢=/ (Gu-ii+ G- Vi dv—/ (G x4 Gu- (VuV)—
B B (47)

— Gvu-V(Vu V)] dV + GV-ndA
0B

As expressoes (46) e (47) sao equivalentes do ponto de vista analitico. Na prética, porém,
deve-se analisar se o método numérico utilizado para resolver a equacao de estado obtém
melhores resultados no contorno ou no dominio. Através do método de elementos finitos,
por exemplo, sao obtidos resultados mais precisos no interior do dominio em comparacao
com os resultados do contorno. Nesse caso, opta-se por utilizar a expressao (46)2°.

Em resumo, a sensibilidade do funcional v é descrita pelo seguinte enunciado

=t U+ Pye Vit 1, (48)

onde 1)}, envolve os termos das expressoes (46) e (47) em fun¢ao do campo de velocidades.
Novamente, o enunciado da sensibilidade do funcional envolve os termos 4 e V.

Sensibilidade da equagao de estado

O estudo da sensibilidade da equacao de estado do problema fornece meios para empregar
o enunciado (48), visando determinar a sensibilidade do funcional 1) dada em (46) ou (47).
Considera-se a seguinte nota¢ao para a forma bilinear de (36).

a” (u" ") :/ T (") -E(v) dV :/ O ( gradu” , gradv™) dV
B B

.

A derivada material em rela¢ao ao tempo é obtida por um procedimento andlogo a (44).
Portanto
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d
a (u” ") = Ir /B O ( gradu” , gradv™) dV =
d

:% 5

:/B (6+ div Vs>mdet FdV =

O (Vuy, F~',Vor, F7')det F dV

/ (@ +V,- grad®+ 0 div V), (det F) dV
B

Em7t=0

[a(u )] :/B (©+ V.-VO+0 DivV) dV (49)
Observando que v = v’ + (Vv) V =0 (0 espaco V nao depende de 7) e utilizando (38),
os termos da expressao anterior sao dados por
O = ¢[Vu®] Vo' + C[Vu®] - Vo'®
= ¢[Vi]- Vo'~ C[(VVu V4Vuv V)°| - vos-
— ¢ [Vd®] - (VVo V4+VuV V)?
V.ve = { c[Vu] - (VVo¥)}- V+{ c[(VVu)]-Vos}- V
= c[Vu¥]-(VVu V)° + ¢ [(vvu V)S] VoS
® DivV= c[Vu’] VoS DivV

Susbtituindo as relagoes anteriores em (49) vem que

[a(u )] = /B ¢ [Va®] - Vo dV—
- / [ ¢[(Vuv V)] - woss (50)
+ ¢ [Vu®] - (Vov V)T} av +/ ¢ [Vu®]-Vv¥ Div VdV

Assim como na se¢ao anterior, a equacao (50) também pode ser reescrita convertendo a
integral do ultimo termo para uma integral de contorno. Logo

[a(u w)] = /B c[Va®] - Vo dV — /B{ o [(VUV V)S} WS4 o

+ ¢ [Vu®] - (VoV V)©} dV+/ ( c[Vu®]-Vv¥) V.ndV

Em qualquer uma das formas anteriores, tem-se que

[a (u,v)] = a(d,v) +ay, (u,v) (52)
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Para a forma linear em (36), obtem-se pelo mesmo procedimento

z'(u):/B(IEwr bDivV)-vdV+/F2(<i>+ ® (V- n) Divn)-v dA  (53)

Deve-se observar que o pardmetro 7 nao tem significado fisico, tendo sido introduzido
somente para descrever matematicamente a variacao do dominio geométrico do problema
em torno da posi¢ao original. Assim, pode-se afirmar que parametros fisicos do problema
independem diretamente de 7, dependendo somente da variagao espacial.

Desta maneira, b = b + (Vb) V=(Vb) Vpois b= 0. Além disso, observa-se
que o termo & est4 relacionado apenas a V: se ® é independente da superficie, b = 0;
se ® é dependente da orientacao da superficie , o = <I>( V) pois as coordenadas dos
pontos da superficie sdo lineares em 7. Logo, [ (v) envolve apenas termos relacionados a 'V,
ou seja, I (v) =1}, (v).

Assumindo que o problema variacional (36) é satisfeito para V7, pode-se determinar 4
através da relagao

a(u,v) =1y (v) —ay (u,v) (54)

Método adjunto

De modo semelhante ao cdlculo da sensibilidade & variacao de parametros discretos, a
formulagao de um problema adjunto permite eliminar a dependéncia direta das equagoes
(46) e (47) em relagao & u e Vu. Da mesma forma, introduz-se um problema variacional
adjunto em 7 = 0: determinar ¢ tal que

a(c,v) = / (Gu-v+ Guu-Vo) AV Voe V (55)
B

Este problema é idéntico ao problema adjunto (17), sendo ¢ o estado adjunto. Esse fato
¢ bastante vantajoso do ponto de vista da implementacdo computacional para o célculo
simultaneo da sensibilidade a parametros e a forma.

A partir de (54), (55) e da simetria de a(-,-), obtem-se

/ (Gu -+ Gyu-Va)dV =1y, (s) — ay (u,s)
B
Logo, a sensibilidade do funcional 1, dada em (46), pode ser reescrita como

zb:l’v(c)—a’v(u,c)Jr/ (G, x+ G DivV— Gg,-VuV V) dV
B

ou seja

Este é o exemplo de carregamentos relacionados & pressdo (sempre normais & superficie) ou carregamentos
relacionados a fendémenos de atrito (tangentes a superficie).
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1/'): [(Vb) V.-¢+ b-¢Div V] dV+
B
/ ®) V.-¢+ ®< (V- n) Divn| dA-
CE (56)
/ ¢ [Vu¥]-Ve® DivV+c [(VUVV)S}-VcSJrC [Vus]-(WVV)S}dVJr
B

+/ (G, «+ G DivV— Gy, VuV V] dV
B

Uma vez resolvido o problema adjunto (55), a expressao (56) permite obter a sensibilidade
do funcional 1 para uma variagdo do dominio descrita pelo campo de velocidades V.
Observa-se que o problema variacional (55) tem a mesma forma bilinear de (36), em torno
da configuragao de referéncia (7 = 0).

Suponha que os pontos do contorno d B sejam especificados por um vetor posicao
x(p) € N onde p € R" é o vetor com n varidveis de parametrizacdo. Uma vez que
o vetor p €R” tenha sido definido, as expressdes de andlise de sensibilidade podem ser
expressas em termos de uma variacao 0 p. Para isto considera-se

P =p+70p (57)

onde p” define o contorno 9 B..
O campo de velocidades no contorno é entao definido como

V(x=lx(p)]] =V,x(p)tE

7=0

=V,x(p)dp (58)

7=0

Cada coluna de V , x ( p) expressa a contribui¢ao de uma variavel de projeto no campo
de velocidades, ou seja

V%, = B ko (59)

Considerando que o campo de velocidades tenha sido definido no interior do dominio
B respeitando as hipdteses de continuidade exigidas®, a sensibilidade dos funcionais, de-
pendentes da solucao da equacao de estado, pode ser expressa em funcao das varidveis de
projeto, ou seja

b=V -0 p

Nesse trabalho, o campo de velocidades de velocidades é nao-nulo apenas em uma camada
da espessura de um elemento em torno do contorno parametrizado. Trata-se de uma opcao
bastante eficiente, ainda que nao seja a mais precisa, tendo conduzido a resultados bastante
satisfatorios”1%?2. Observa-se que empregou-se NURBS ( Non-Uniform Rational B-Splines)
para a parametrizacao do contorno®?
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A componente k do gradiente do funcional 1 em relacao as varidveis de projeto é obtida
substituindo (59) em (56)

0 x 0 x
;; = ;; —_— . D. —_ ‘/
( p¢)k /B [( ) Opy, LN lvapk] W

0P 0x 0x
+ — ¢+ — (VD). ¢+ - —_— Di dA+
/r2 [apk ° 8pk( ) ° ° <8pk n) 1vn]
0 x

— /B C [Vus] v Div8—pk dv (60)

+/B{ c [(vuvg—;:)S] V¢S + ¢ [Vu] - (VcV%)S}dV—F

+/ (a_g+ ¢ Div? X~ gy, vuvlX® )dV
B apk apk 8pk

Gradiente dos funcionais de performance estrutural

As expressoes anteriores podem ser aplicadas a funcionais usuais de performance estru-
tural, como funcionais de massa, energia de deformacao, tensao e deslocamento.

Funcional de massa

O seguinte funcional define a massa do corpo B, durante a variagao de sua geometria

¢1=/B pr(x7) dV:/BﬁT(x)det FdV

T

A sua sensibilidade em relacao a variacdo do dominio é obtida por

1/}1:/[V-Vﬁ+ﬁDivV] dV—>z/}1:/ Div (5 V) dV:/ pV-ndA
B B o B

A componente k do vetor gradiente é dada por
0 x 0 x
Tt~ [ o (5) v = [ (5%) s
( P'l/)l)k 5 papk J. papk

Funcionais de tensao e deslocamento

Estes funcionais dependem da solucdo da equagao de estado do problema e sua sensi-
bilidade pode ser obtida pelo método adjunto. Para um dado funcional, seu carregamento
adjunto é o mesmo tanto para problemas de otimizacao de parametros como de forma. As-
sim, podem ser aplicadas as mesmas expresscoes de funcionais de tensao e deslocamento, com
o0s seus respectivos carregamentos adjuntos, determinados para a sensibilidade a parametros.
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Funcional de energia de deformacio

A energia de deformagao do corpo B, é definida pela expressao

1

thy = 3 /BT ¢ [( grad uT)S} - (grad w") dV

Por sua vez, a sua sensibilidade é determinada como

thy = /B ¢ [Vi] - Vus dv — /B c [(vuv V)S] VS v+

+%/ ¢ [Vu®] - Vu® Div V dV
B

A dependéncia da expressio anterior em relacdo a Vu pode ser eliminada, empregando-se
as expressoes (50), (52), (53) e (54). Desta maneira, evita-se a necessidade de resolver o

problema adjunto para determinar a sensibilidade v,. Logo
@:/ (Vb) V-ut b-uDiv V] dV+
B
+/ [@"+(V®) V-u+ ®u (V- n) Divn]dA+
T2

+ /B{ c [(vw V)S} VS — % ¢ [Vus] - VS Div V} av

ALGORITMO DE OTIMIZACAO

O método de Pontos Interiores de Herskovits*! consiste de um algoritmo de pontos interi-
ores para otimizagao nao-linear sujeita a restricoes de igualdade e desigualdade. Devido a sua
caracteristica de convergéncia global com taxa superlinear®®, além de gerar uma seqiiéncia
de pontos vidveis, tem sido aplicado com sucesso em problemas estruturais'®'5:2226 O algo-
ritmo emprega uma técnica iterativa de ponto fixo na solugao direta do sistema de equagoes e
inequacoes nao-lineares, obtidas das condigoes necessarias de otimalidade de Karush-Kuhn-
Tucker. A cada iteracdo, determina-se a direcao de busca resolvendo dois sistemas lineares
de mesma matriz, ndo ocorrendo solucdo de subproblemas quadraticos. O decréscimo da
funcao objetivo e a viabilidade é garantida através de uma busca linear imprecisa, que, jun-
tamente com a alta taxa de convergéncia do algoritmo, reduz o niimero de avaliagoes de
funcionais e gradientes.

IMPLEMENTACAO

Os algoritmos de otimizacao e andlise de sensibilidade foram implementados em C++
utilizando recursos de programagio orientada por objetos?=2® a partir de um conjunto de
classes para elementos finitos previamente desenvolvido?~¢.

O problema de otimizacao é caracterizado por uma intensa troca de informacoes entre
os médulos de anilise, avaliagio de funcionais/gradientes e otimizacdo. Desta maneira,
torna-se fundamental maximizar a eficiéncia na troca de dados entre estes mdédulos. Nesse
sentido, um objeto da classe implementando o método de elementos finitos foi declarado
como um dado da classe de gerenciamento de funcionais, disponibilizando em memoria
todas as informacoes e métodos do modelo de elementos finitos.
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Os funcionais de performance foram implementados como classes derivadas de uma classe
base genérica, através do recurso de funcoes virtuais, tornando o cédigo independente do tipo
especifico de funcional utilizado. Assim, os funcionais empregados numa analise sao definidos
apenas em tempo de execucao. Além disso, novos tipos de funcionais podem ser incluidos
sem a necessidade de revisar nenhuma parte do programa. Todos os procedimentos de
andlise de sensibilidade sao definidos como func¢oes internas das classes, tornando a interface
de utilizagao bastante simples.

Por 1ltimo, o algoritmo de otimizacao é implementado como uma classe derivada da classe
de gerenciamento de funcionais, herdando suas caracteristicas e tendo acesso em memoéria a
seus dados. Essa construcao modular facilita a extensao e atualizagao dos cédigos.

R8.00

R2.00

Figura 2. Dimensoes e carregamento do disco

ESTUDO DE CASOS

Disco submetido a pressoes interna e externa

A Figura 2, ilustra um cilindro submetido a pressoes interna e externa. A solucio
analitica para o deslocamento radial u (r) e as tensdes radial o, e tangencial o, é dada
pelas seguintes expressoes?!

1—70 147 . ‘
U(’)”):< EV) 01T+( gy> Cg/'f' (7,,201—02/7’2 O't201+C2/T2

onde FE e U sdo, respectivamente, o mdédulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson do
material. Por sua vez, as constantes C; e C, sdo definidas como

C _l fi’)”?—fo’f'g C _i (fi—fo)’f'?’f'g
T r2 — 712 2 22
1 o i b1 ’ro Irl

sendo pi, r; € T, a espessura e os raios interno e externo do disco; f; e f, os carregamentos
distribuidos nos perimetros interno e externo do disco. Assim, as pressoes interna (pr;)
e externa (pr,) sdo dadas, respectivamente, por pr; = f;/p1 e pr, = f,/p1. Os seguintes
valores numéricos foram adotados: F = 2,1 x 10° kN/ch; r=20,3r=2cm;r, =8 cm;
fi = 100 kN/cm; f, = 10 kN/cm; p; = 1 cm. Considerou-se ainda u, = 0.0005 ¢cm como
valor méximo admissivel em deslocamento.
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O problema foi discretizado utilizando elementos lineares (malhas 1 e 2 — Figuras 3a
e 3b e quadriticos (malhas 3 e 4 — Figuras 3c e 3d, empregando refinamento adaptével

através do estimador Zienckwiecz-Zhu?!
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Figura 3. Disco-malhas de elementos finitos empregadas: a) Malha 1: elementos lineares; b)
Malha 2: elementos lineares com refinamento; ¢) Malha 3: elementos quadréticos;
d) Malha 4: elementos quadréticos com refinamento

A solucao analitica para o funcional de deslocamento resultante méaximo é dada, neste
caso, pelo deslocamento do perimetro interno do disco, ou seja, ¥ = u(r;) = u(r =2).
Para o funcional 1, os valores obtidos analitica e numericamente sao mostrados na Tabela I.
Pode-se observar nesses resultados que quanto mais adequada for a malha para a andlise de
elementos finitos, mais precisos sdo os valores obtidos para o funcional de deslocamento v e

sua derivada.

$p)fwa— 1| Brro (% ) |(d/dp) ua | Brro (%)
Analitico | —0,7676190 - —0,2323810 -

Malha 1 | —0,7684886 |0,1132854 —0,2315119 |0,3739979
Malha 2 | —0,7680394 |0,0547668 —0,2319730 |0,1755737
Malha 3 | —0,7679410 |0,0419479 —0,2320576 |0,1391680
Malha 4 | —0,7675882 |0,0040124 —0,2324100 |0,0124795

Tabela I. Solu¢do analitica e resultados numéricos para o funcional ¥(p1) e sua derivada em

=1

Difinal Erro % Iteragoes | Andl. MEF |Problemas adj.
Analitico | 0,23238095 - - - -
Malha 1 |0,23151532 |0, 37250472 6 17 6
Malha 2 |0,23196448 (0,17921865 6 17 6
Malha 3 |0,23205941 |0, 13836762 6 15 6
Malha 4 |0,23241573 [0,01496680 6 17 6

Tabela II. Espessuras 6timas usando o deslocamento radial méximo como restricao

Counsidere agora o problema de minimizar a massa do disco, com a restricao funcional
de se manter o deslocamento radial médximo menor ou igual a u, = 0,0005 cm, usando
uma, espessura inicial p; = 1,0 cm. A Tabela II apresenta os resultados para cada uma
das malhas utilizadas no exemplo anterior, mostrando os valores da espessura 6tima p;gual
e os respectivos erros relativos & solucao analitica, o nimero de iteracoes do método de
Herskovits, o nimero de andlises do modelo de elementos finitos e o nimero de solugoes de
problemas adjuntos. Em todos os casos foram obtidos resultados satisfatorios, sendo que o
resultado mais preciso foi obtido com a malha de elementos quadrédticos com refinamento
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(malha 4). A Figura 4 mostra a evolucdo da espessura e do volume do disco utilizando esta
ultima discretizacgao.

0.51

0.41

0.3f

0.2 ; . . . . ; A X a a
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
Iteracdes Iteracdes

Figura 4. Iteragdes de otimizagao da espessura do disco (Malha 4): a) Evolucao da espessura
do disco nas iteragoes; b) Evolu¢do do volume do disco nas iteragoes

Chapa com furo

Considere uma chapa quadrada com um furo central sujeita as condi¢oes mostradas na

Figura 5 e espessura de 0,05 cm. As constantes de material sdo E = 3000 kN/cm? e o = 0, 3,
enquanto as tracoes laterais sao F, = 15 kN/cm e F, = 30 kN/cm.

F

{
O
i

A A

F

X

— —
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Figura 5. Dimensoes (cm) e condigdes de contorno da chapa sobtragao com furo quadrado

Considerando a simetria do problema nas diregoes x e y, apenas 1/4 da chapa é analisada,
sendo que o lado do furo é modelado como uma NURBS de ordem 3 e 5 pontos de controle,
como mostrado na Figura 6. Além disso, tem-se a parametrizacio do modelo em 8§ varidveis
de forma correspondendo a coordenadas dos pontos de controle da curva NURBS nas diregoes
e nos intervalos indicados na mesma figura e na tabela abaixo.

O algoritmo de Herskovits foi aplicado, sendo necessdrias 12 iteragoes para resolver o
problema?®. A evolucio do valor da funcio objetivo na seqiiéncia das iteracoes é mostrada
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da Figura 7. As Figuras 8a,b,c,d ilustram, respectivamente, a geometria inicial, as formas
alcancadas nas iteracoes 2 e 4 e a geometria final.

Figura 6. Parametrizacdo do problema. As setas indicam as varidveis do problema
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Figura 7. Energia de deformagdo durante as iteragoes
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Figura 8. Geometrias obtidas no processo de otimizacao: a) Projeto inicial; b) Segunda
iteracao; c¢) Quarta iteracao; d) Projeto final
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Componente mecanico

A Figura 9 mostra um componente mecdnico modelado como um problema de tensao
plana. A funcdo objetivo é o volume do componente e as restricbes sao o deslocamento
maximo e os limites superior e inferior das varidveis de projeto.

T

8.00

10.00

Figura 9. Forma inicial (cm) e condigdes de contorno: (E = 21,0 x 10 kN/cm?; v = 0,3;
p =7,81 x 10~ %kg/cm®)

O modelo foi parametrizado em 12 varidveis como mostrado na Figura 10. As variveis
de forma de 1 a 10 sdo coordenadas dos pontos de controle de curvas NURBS. As linhas
tracejadas indicam a direcao e o intervalo de variacdo (limites superior e inferior) de cada
varidvel de forma. O componente foi dividido em duas regides (subdominios representados
por dreas) que podem ter espessuras diferentes. As varidveis 11 e 12 controlam, respectiva-
mente, as espessuras dos elementos das areas 1 e 2. O modelo foi discretizado com elementos
finitos triangulares quadraticos.

Figura 10. Varidveis de projeto

O processo iterativo convergiu em 16 iteragoes com uma precisao de 107%. O volume
final é 69,5149 cm?® representando um decréscimo de 39,3216% em relacio ao volume inicial
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de 114,5629 cm®. O maximo deslocamento resultante é 9,9999991 x 10~3. As Figuras 11y
12 mostram, respectivamente, o comportamento da funcao objetivo durante as iteragoes e
as geometrias inicial e final.

Volume

65 | | | | | | |
0
Iteragdes

Figura 11. Evolucao do volume

Von-Mis_1
1.6133E+01
1.4667E+01
1.3201E+01
1.1735E+01
1.0269E+01
8.8035E+00
7.3375E+00
5.8716E+00
4.4056E+00
2.9396E+00
1.4737E+00
7.7297E-03

Von-Mis_1
2.1776E+01
1.9797E+01
1.7818E+01
1.5840E+01
1.3861E+01
1.1882E+01
9.9037E+00
7.9250E+00
5.9464E+00
3.9677E+00
1.9891E+00
1.0408E-02

Fovovuaumuwnm

b

Figura 12. Formas inicial e final: a) Projeto inicial-espessuras: drea 1 = 1,00000 cm, drea 2 =
1,00 cm; b) Projeto étimo-espessuras: drea 1 = 0,60001 cm, drea 2 = 0,80001cm
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CONCLUSOES

A melhoria efetiva no projeto das estruturas mostradas nos exemplos demonstram a
confiabilidade das expressoes de sensibilidade desenvolvidas e de sua implementaciao na
determinacao de gradientes de funcionais de performance estrutural, permitindo aplicagoes
bastante satisfatorias em otimizacao de estruturas.

Na otimizacao de espessura, observa-se claramente que a melhoria na discretizacao do
problema (anélise adaptivel e elementos de maior grau) conduz a resultados mais precisos
de sensibilidade e conseqiientemente de otimizacdo. Entretanto, o erro na sensibilidade
permanece sempre maior que o erro no valor do funcional. De fato, o erro na sensibilidade
permanece como a maior parcela de erro durante a aplicagao de algoritmos de otimizacao
baseados em gradientes. Como na otimizagao de forma, esta relagao também se mantém,
torna-se necessario aplicar procedimentos de estimacao do erro na sensibilidade, associado
a discretizacao, e métodos de adaptacio baseados nessa estimativa®.
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