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Resumen

Se presenta un modelo monodimensional para el anélisis de barras con seccién de pared delgada constituidas
por materiales compuestos. Cada pared esta formada por un conjunto de laminas ortétropas que dan lugar a
laminados que pueden ser incluso anisétropos. La formulacién hace uso de los modelos de Navier—Bernoulli y
Vlasov para describir la flexién y la torsion, respectivamente, a nivel de barra, y del modelo de Love—Kirchhoff
para plantear las relaciones de comportamiento a nivel de ldmina. Como primer resultado, se consigue una
matriz de rigidez de dimensiones 5 x 5 que relaciona los esfuerzos y las deformaciones monodimensionales
a nivel de seccién. Posteriormente, utilizando el Principio de los Trabajos Virtuales y las funciones de
forma apropiadas se obtiene la matriz de rigidez de un elemento tipo viga. El método es aplicable a barras
con secciones de forma arbitraria con cualquier esquema de laminado, tanto abiertas como cerradas. Se
presentan ejemplos de secciones con rigidez circunferencial uniforme (CUS) y con rigidez circunferencial
asimétrica (CAS), para el estudio de los acoplamientos axil-torsién y flexién—torsién, respectivamente. La
técnica ha sido validada comparando los resultados obtenidos con los deducidos por otros autores.

Palabras clave: barra, pared delgada, material compuesto, laminado, acoplamientos eldsti-
cos, modelo monodimensional, elementos finitos.

ONE-DIMENSIONAL MODEL FOR THE ANALYSIS OF THIN-WALLED COMPOSITE BEAMS

Summary

One—-dimensional model is presented for the analysis of thin—walled composite beams. Each wall is made
of orthotropic layers bonded together to form a laminate that can be anisotropic. The theory uses the
Navier-Bernoulli and Vlasov models to describe bending and twist, respectively, at beam level, and the
Love—Kirchhof model to define the constitutive equations at lamina level. As first result, a 5 X 5 cross—
sectional stiffness matrix is obtained that relates one—dimensional generalized beam forces and moments to
one—dimensional generalized displacements. Later, the cross—sectional stiffness matrix of one beam element
is obtained using The Virtual Work Principle and the appropriate shape functions. This formulation allows
the modeling of either open—section or closed—section beams of arbitrary section shape with arbitrary layup.
Two examples of sections with circumferentially uniform stiffness (CUS) and circumferentially asymmetric
stiffness (CAS) are presented for the study of extension—twist and bending—twist elastic couplings, respec-
tively. The technique has been validated comparing the results obtained with the results deduced by other
authors.

Keywords: beam, thin—walled, composite, laminated, elastic couplings, one—dimensional
model, finite elements.
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INTRODUCCION

La aplicacién de materiales compuestos avanzados en la fabricacién de elementos es-
tructurales se ha incrementado notablemente durante las dos tdltimas décadas. El acero o el
aluminio han ido cediendo ciertos usos a este tipo de materiales, ya que con ellos se pueden
obtener mejores propiedades especificas. Si bien el avance tecnolédgico y la disminucién de
costes de produccién han permitido aplicar estas nuevas soluciones a diferentes sectores
industriales, como por ejemplo el del automévil, son las industrias tecnolégicamente punte-
ras como la aeroespacial o la aeronautica quienes siguen demandando con fuerza este tipo
de materiales. En concreto, elementos estructurales tales como las palas de helicépteros o
los largueros de las alas de las aeronaves se proyectan a partir de barras de pared delgada
y seccién en cajon constituidas de material compuesto. Este tipo de piezas ligeras poseen
mejor resistencia a la fatiga y ofrecen caracteristicas de fabricaciéon innovadoras y rentables.

Como han puesto de manifiesto otros autores”!® los acoplamientos eldsticos tienen una
fuerte influencia en la respuesta estatica y dindmica de las palas de helicépteros en servicio.
Estos acoplamientos son debidos a la naturaleza direccional (anisotropia) de los materia-
les compuestos y se consiguen mediante la variaciéon de ciertos parametros del composite,
tales como el angulo de orientacién de las fibras o la secuencia de apilamiento de las lami-
nas. Destacan particularmente los laminados con rigidez circunferencial uniforme (CUS), y
con rigidez circunferencial asimétrica (CAS), por los acoplamientos axil-torsién y flexién—
torsién que presentan, respectivamente. Una de las aplicaciones mas espectaculares de esta
tecnologia es el empleo de estructuras de material compuesto con acoplamiento elastico
flexion—torsion para evitar la divergencia aerodindamica de las alas de los aviones dispuestas
en flecha negativa®?°.

Jung, Nagaraj y Chopra!' han descrito el estado del arte en lo referente a las técnicas
para la obtencién de modelos capaces de reproducir la respuesta de este tipo de barras ante
diferentes estados de carga, poniendo de manifiesto la importancia de los acoplamientos
elasticos y del alabeo de las secciones. Para caracterizar estos fenémenos se puede plantear
el problema desde dos perspectivas diferentes.

Uno de estos planteamientos consiste en el Andlisis Asintdtico Variacional de la Seccién
Transversal de la Barra (VABS)H19:21,22, Esta herramienta permite dividir un problema
general de elasticidad no lineal 3-D en dos partes, una lineal 2-D para analizar la seccién
transversal que permita obtener sus caracteristicas y otra no-lineal 1-D en la que se estu-
dia la barra considerando las caracteristicas de la seccidon antes obtenidas. Se trata de un
modelo de elementos finitos en el que se desprecian los términos poco significativos, con la
consiguiente pérdida de perspectiva fisica en la formulacién.

La otra tendencia para el andlisis de barras de material compuesto consiste en desarrollar
modelos analiticos monodimensionales basados en la combinacién de las teorias clésicas de
barras, de ldminas y de materiales compuestos. Estos modelos tienen la ventaja de ser
simples y utiles para realizar disenos preliminares y para optimizacién. Su formulacién
permite plantear el problema tanto en desplazamientos como en fuerzas. El primero ha sido
aplicado por autores como Rehfield, Atilgan y Hodges!”, Smith y Chopra!®, Chandra y
Chopra®4, Johnson®, Patil y Johnson'®, Zhang y Smith??. Consiste en plantear un campo
de desplazamientos adecuado a nivel de lamina y a partir de él obtener la energia de
deformacion y la matriz de rigidez de la seccién transversal de la barra. De otra parte, el
planteamiento en fuerzas fue aplicado por Mansfield y Sobey!* y por Libove!3 a barras de
pared delgada de material compuesto de seccion cerrada. En él se asume directamente un
campo de tensiones a nivel de lamina.

Como alternativa a estos dos planteamientos extremos, Jung, Nagaraj y Chopra!? de-
sarrollaron un modelo mixto combinando ambos y lo aplicaron con éxito tanto a secciones
abiertas como a cerradas. Estos autores plantearon el funcional de energia semicompleman-
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taria de Reissner y obtuvieron una matriz de rigidez de dimensiones 7 x 7 (considerando la
teoria de Timoshenko) por derivacién de las ecuaciones que relacionan los desplazamientos
generalizados a nivel de barra con las correspondientes fuerzas generalizadas. Recientemen-
te, Jung y Park!? han aplicado este modelo mixto al estudio de secciones multicelulares.

En el presente trabajo se desarrolla un modelo analitico monodimensional para des-
cribir el comportamiento a flexién y a torsiéon de una barra con seccién de pared delgada
hecha de material compuesto. La metodologia propuesta parte del modelo de ldmina de
Love-Kirchhoff para relacionar los esfuerzos con las deformaciones a nivel de lamina. En
dicha relacién se introducen las deformaciones generalizadas de barra correspondientes a
los modelos de Navier-Bernoulli y Vlasov mediante consideraciones geométricas. A conti-
nuacion, integrando los esfuerzos de lamina en la seccién se obtienen los esfuerzos de barra
en funcién de las deformaciones generalizadas de barra. Dicha relacién se establece a través
de una matriz de rigidez de dimensiones 5 x 5. Por 1ltimo, utilizando el Principio de los
Trabajos Virtuales y las funciones de forma apropiadas se llega a la matriz de rigidez de
un elemento tipo barra, la cual puede ser utilizada para el andlisis de barras sometidas a
flexion—torsion. Para finalizar, se presentan dos ejemplos que ilustran la aplicabilidad de la
técnica descrita.

FORMULACION TEORICA

En la Figura 1a) se muestra la geometria de una viga de material compuesto de seccién de
pared delgada con forma arbitraria. En dicha viga se considerard un sistema de referencia
global Ozyz, con origen en una seccién arbitraria. Para referir localmente las variables
asociadas a los puntos de la seccién se utilizard otro sistema de referencia O’xzns [Figura
1b)], con origen en un extremo libre si la seccién es abierta y en un punto arbitrario de la
linea media de la seccién si ésta es cerrada. El eje local O’s es tangente a la linea media de
la seccién en el punto considerado; el eje O’z es paralelo al eje Ox global de la barra y la
tercera direccién, definida por el eje O'n, lleva la direccién del espesor, de modo que con los
dos anteriores forme un triedro directo. Los vectores unitarios segin los ejes coordenados
serdn iy, j’y y EZ en el sistema global y i ; y k en el sistema local. Para describir el
comportamiento de una rebanada genérica de barra, con longitud dx, se considerard la
interaccion entre elementos ldmina de esa misma longitud y area dx ds.

Figura 1. Sistemas de coordenadas
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Cinematica

Sean U, V' y W los desplazamientos de la linea media de la viga segin los ejes globales
Oz, Oy y Oz, respectivamente, y ¢ el giro por torsién de cada seccién alrededor del eje Ox.
Las deformaciones locales a nivel de ldmina segtin los ejes O'z, O'n y O’s se denotarén por
u, Un ¥ V¢, respectivamente. Segun la teoria de Love—Kirchhoff, el campo de desplazamientos
en coordenadas locales esta definido por:

U u + nab,
{Ut}:{vg‘i‘nws} (1)
Un 00

siendo u’, v y v9 los desplazamientos de los puntos materiales de la superficie de referencia
de la ldmina (superficie media) y 1, y 15 las rotaciones de la normal a la linea de referencia
alrededor de los ejes O's y Oz, respectivamente. Como es sabido, en términos de ecuaciones
de compatibilidad en coordenadas locales, el campo de deformaciones es

uf,
0
v,
Exx U?s 4 n
€ss ' a
Yxs - U?S + ng (2)
Yan 0
Un,m + wl‘
Vsn o0
0 t
Un,s — ; + s

Ryx wx,x
{ Rss } = { ws,s } (3)
Kgs ¢w,s + T;Z)s,x

donde a es el radio de curvatura de la ldmina en el punto considerado y se ha usado la
notacion tensorial para indicar las derivaciones.

De otra parte, utilizando relaciones puramente geométricas, los desplazamientos de la
superficie de referencia de la lamina pueden ser expresados en términos de las deformaciones
globales de la viga como

W=Vys+Wzs+rd

4
W =Vz—Wys—qo )

donde, al adoptar el modelo de Navier—Bernoulli, se ha considerado s = ¢, pues en él no
se considera la deformacion por cortante. Las distancias r y ¢ son las existentes entre el
centro de esfuerzos cortantes y las rectas tangente y normal, respectivamente, a la linea
media de la seccién en el punto considerado (Figura 3).

Derivando adecuadamente las ecuaciones (4) y sustituyendo el resultado en las expre-
siones (2) y (3), se obtienen las siguientes relaciones

S
Yes = u?s +Vaeys+tWazs+ros
Rz = ﬁz,m 25— ﬁy,x Ys+4q Qb,:mv (5)

1
Rgs = 2(25,:(: + E (ﬂz Ys T By Zs 7’(]57;(;)

En las ecuaciones anteriores, atin no ha sido deducido el desplazamiento axil u?. Para su
determinacién es necesario integrar la expresién de las deformaciones angulares 7y, entre el
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origen de la coordenada s y el punto considerado en la linea media de la secciéon. De dicha
integral se obtiene

ug=U+Bey+0Byz—daw (6)
estando w definido como
w= [Jrds (7)
Con ello, la primera de las ecuaciones (5) se transforma en

Exax = U,x + 52,1‘ Y+ 6@/,1‘ Z — ¢,x w (8)

Figura 2. Esfuerzos sobre un elemento de lamina

Ecuaciones de comportamiento

Con relacién a la Figura 2, donde se muestran los sentidos positivos de los esfuerzos
aplicados sobre un elemento diferencial de ldmina, las ecuaciones de comportamiento de
una lamina de material compuesto expresadas en forma matricial son

Ny (A1 Az A B B2 Bis| ( €aa
N A Aip Asg Bia DBy B Ess
Nos \ _ | A6 A Aesc Bis Bz Bes Vas )
My By B2 Big Diui D12 Dig Kz
M Bis Bgs DBgg D12 Diy Dig Kss
M | Bi6 B2s Bes Dic D Des | \ Kas

siendo A;;, Bi; vy D;; las rigideces de la ldmina asociadas al esfuerzo axil, al acoplamiento
flexién-axil y a la flexién, respectivamente. Asumiendo, al igual que otros investigadores'?,
que el esfuerzo Ngs es despreciable frente al resto (Ngs ~ 0), se puede expresar la defor-
macién g4 en funcién del resto de deformaciones a partir de la segunda de las ecuaciones

anteriores. Utilizando este resultado y reordenando, la expresion (9) se convierte en

Nxx Ana Ann Amz) An'y An'r Exx
My Ang Ams Amd) Am'y Amr Rzx
Mys 0= | Ang  Amg  Apsy  Apy  Agr Kas (10)
Yas —Ang —Amy —Apy Ay Ay Nas

Kss _AnT _AmT _A¢T A'yT ATT Mss
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Ecuaciones de equilibrio
Segun la teoria clasica de ldminas, las ecuaciones de equilibrio de un elemento diferencial
de ldmina de pequenio espesor (se desprecian N, y N,y) son las siguientes:
Naaz + Nig,s = 0
Niso = 0
My + Mygs =0
Mg+ My =0

Determinacion de N,; y Mg,

A partir de las ecuaciones de equilibrio (11) se puede deducir que N4 consta de una parte
constante y de otra que depende de la integral en s de Ny, ;. Asimismo, M, estd formado
por un término constante, otro que varia linealmente con s y un tercero que depende de la
integral en s de M .. Despreciando los sumandos que dependen de las integrales en s, por
ser funcién de las segundas derivadas de las deformaciones, se puede escribir

Ngs = N:gs
Mss = MSOS + Msysy + MSZS z

Para obtener el valor de las constantes NY .. MY

(12)

V., MY, Mg y MZ se debe imponer las
siguientes condiciones obtenidas al considerar la unicidad del campo de desplazamientos

fS Vas ds =2 A ¢,x

fs Kssds =0 (13)
fsﬂassyds =0
fsfisszds =0

Figura 3. Esfuerzos de barra

Fuerzas y momentos generalizados de barra

En la Figura 3 se muestran los sentidos positivos de los esfuerzos de barra. Estos se
obtienen por integracién en la seccién de los esfuerzos de lamina. Es decir,

N = fs N, ds
My = fs [Nxxz - Mxx y,s] ds
M, = fs [Naowy + Myy 2 5] ds (14)

M, = fS [—Nyzw + My, q] ds
Ty = [4[2Mys + Nysr] ds
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donde N es la fuerza axil, M, y M, son los momentos flectores alrededor de los ejes Oy
y Oz, respectivamente, T es el momento torsor de St. Venant y M, es el bimomento de
Vlasov.

La matriz de rigidez de la seccién transversal de la viga, que relaciona los esfuerzos con
las deformaciones de barra, se obtiene a partir de las ecuaciones (14) sin mds que expresar
en ellas los esfuerzos de lamina en funciéon de las deformaciones de barra utilizando las
expresiones (5), (8), (10) y (12). Se trata de una matriz simétrica de dimensiones 5 x 5 que
representa el modelo de Navier—-Bernoulli respecto a flexiéon y de Vlasov en lo relativo a
torsién:

F=Kgq (15)

siendo

FI'={N M, M, Ty M,}

qT:{U,x ﬁy,x ﬁz,x ¢,m ¢,mm} (16)

Analisis mediante el método de los elementos finitos

Para la obtencién de la matriz de rigidez de un elemento tipo viga (beam) se aplica el
Principio de los Trabajos Virtuales:

Jy deadV = 5¢') f(© (17)

Para reproducir el comportamiento del elemento tipo viga se utilizan dos tipos de fun-
ciones de forma. Para el desplazamiento axil U se emplea una funcion Lagrangiana de dos
nodos. Las rotaciones 3, y (. son interpoladas utilizando otra funcién Hermitica de dos
nodos de manera que se satisfaga la condicién de continuidad C'! en cada nodo del elemento.
Finalmente, para aproximar el giro por torsiéon ¢ y sus derivadas se emplea también una
funcién Hermitica de dos nodos. Asi, cada uno de los dos nodos del elemento tiene asociados
siete grados de libertad (con sus correspondientes esfuerzos), que son las tres translaciones
y las tres rotaciones respecto de cada eje, asi como el alabeo. Es decir, cada elemento tiene
un total de 14 grados de libertad. Llevando esta aproximacién a la ecuacién (17) se obtiene
la relacion

F, = Kq, (18)

donde K es la matriz de rigidez del elemento tipo viga, F, el vector de cargas y qg es el
vector de desplazamientos generalizados.

El elemento tipo viga de material compuesto, cuyo desarrollo se ha expuesto anterior-
mente, ha sido implementado con éxito en el paquete de software KRATOS®S, con el que
se han obtenido los resultados, entre otros, que se exponen en el siguiente apartado.

EJEMPLOS

Se presentan dos ejemplos que ilustran la aplicabilidad de la técnica descrita. En el
primero se analizan dos secciones abiertas (una en doble T y otra en T). El segundo se
dedica al estudio de una seccién en cajén bajo dos configuraciones de laminado (CUS y

CAS).
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Ejemplo 1

La primera parte de este problema consiste en el estudio de una barra en voladizo de
seccién como la representada en la Figura 4a), cuyo extremo no empotrado tiene impedidos
los desplazamientos de alabeo, aunque puede sufrir desplazamientos no axiles, incluidos giros
por torsién. Estas condiciones cinemadticas suelen darse, por ejemplo, en determinadas palas
de helicopteros, donde secciones como la representada en la mencionada figura constituyen
el cuerpo resistente del elemento estructural ligero que une la pala al rotor. A efectos de
comparaciéon de algunos de los resultados presentados con los obtenidos por otros autores,
se ha adoptado el sistema anglosajon de unidades, siendo la longitud de la pieza 30 in. Las
dimensiones de la seccién y los valores de las constantes eldsticas del material (AS4/3501-6
grafito/epoxy) se especifican en la Tabla I. En cuanto a la orientacién de las fibras de las
laminas se refiere, los casos estudiados son los senalados en la Figura 4a), donde puede
observarse que en el alma se disponen laminas intercaladas con fibras orientadas a 0° y 90°,
respectivamente.

“ e Iaminad Esquema de laminado:

squema de laminado: Al‘: 0 90 90 0 9:

Alas: [(0/90)2/(90/0) /65 sl
Alma: [(0/90)2]s

(a) (b)

Figura 4. Secciones consideradas en el Ejemplo 1

| Caracteristica | Valor |
En 141,90 GPa (20,59-10° psi)
E» 9,78 GPa (1,42-10° psi)
G12 6,13 GPa (0,89-10° psi)
V19 0,42
Espesor de la ldmina (e) 0,127 mm (0,005 in)
Canto (h) 12,7 mm (0,5 in)
Ancho (b) 25,40 mm (1,00 in)
Longitud de viga (L) 762,12 mm (30 in)

Tabla I. Propiedades eldsticas y geométricas del Ejemplo 1

Al objeto de caracterizar los acoplamientos eldsticos, se han analizado dos estados de
carga simples. El primero consiste en una carga unitaria concentrada normal a la directriz,
y el segundo con s6lo un momento torsor de valor unidad, estando ambas cargas aplicadas
en la seccién extrema no empotrada.
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Se comenzard exponiendo los resultados conseguidos para la seccién en doble T [Figura
4a)]. En la Figura 5 se muestra la variacién del giro por flexién cuando se dispone una
configuracién simétrica del laminado con fibras orientadas 15° y se aplica una carga normal
a la directriz. Junto a ella se muestra la curva obtenida por Jung, Nagaraj y Chopral'®, a la
que se ajusta extraordinariamente, y los valores experimentales que derivan de los ensayos
realizados por Chandra y Chopra?®.

0,009
0,008 - l <

4
(rad) 0,007
0,006 -
0,005
0,004

L

0,003 +
0,002 4

— Presente
= Jung

& Experimental
0= T : : : .

0 5 10 15 20 25 30

0,001 +

Figura 5. Giros de flexién (doble T)

Los giros por torsién se muestran en la Figura 6. Se aprecia que los resultados coinciden
con los deducidos por Jung, Nagaraj y Chopral®. Sin embargo, el estudio experimental
arroja valores algo mayores, aunque en ambos casos siguen la misma evoluciéon. En cuanto
a las magnitudes, se tiene que el del giro inducido debido al acoplamiento flexién—torsién,
originado por la orientacion de las fibras y por el cardcter simétrico de la configuracion del
laminado, es del orden de diez veces menor que en el problema de torsién.

— Presente
® Jung
& Experimental

[aTaT)

30

Figura 6. Giros de torsién (doble T)

Las Figuras 7 y 8 recogen la primera y la segunda derivada del giro inducido, respec-
tivamente. En el problema de flexién, el alabeo crece rapidamente desde el empotramiento
hasta la seccién situada aproximadamente a un tercio de la longitud de la barra, para de-
crecer hasta anularse en la secciéon exterior donde se han restringido los desplazamientos
normales. Como es logico, estos son mucho mayores cuando la barra es sometida a tor-
sion, resultando una ley simétrica como consecuencia de haber restringido los movimientos
normales en el extremo no empotrado y de que la ley de giros presenta simetria puntual
respecto a la seccién central de la pieza. Por su parte, en ambos casos, el bimomento decae
desde el empotramiento hasta anularse en la seccién donde el alabeo es maximo, con el
consiguiente cambio de signo que afecta al resto de la pieza (Figura 8). En consonancia
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con los resultados anteriores, la magnitud bimomento es menor en el problema de torsién
inducida por flexién que en el de torsién, presentando simetria puntual en este caso la curva
que lo define. El cambio de signo del mismo refleja un diferente comportamiento cualitativo
respecto a la flexién local de las alas.

0,012
b

(rad/in)g 10 |

M
D

0,008 -

0,006 -

0,004 -

[NNEN}

0,002 -

0,000 ; ; T T :
0 5 10 15 20 25 30

Figura 7. Curvas de alabeo (doble T)

0 5 10 15 20 25 30
z (in)
Figura 8. Curvas de bimomento (doble T)

En la Figura 9 se ha representado el valor del bimomento en el empotramiento para
distintas orientaciones de las fibras del laminado cuando la barra estd sometida a torsién
y se permite el alabeo de la seccién exterior. Se aprecia que la secciéon debe desarrollar
mayores tensiones normales para hacer efectiva la restriccién al alabeo cuando las fibras
se orientan a 0° y que el material debe esforzarse menos a medida que va aumentando la
inclinacién de las fibras. A 45° se tiene un minimo relativo y para inclinaciones mayores
vuelve a crecer el bimomento. Esta conclusion es vélida también cuando la configuracién
del laminado es antisimétrica.

A fin de conocer la influencia de la rigidez torsional en las variables de diseno de este
tipo de barras, se ha estudiado también el caso en el que la seccién de la barra se obtiene
eliminando el ala inferior de la doble T [Figura 4b)]. En las Figuras 10 y 11 se muestran unas
comparativas entre ambas secciones. En la primera se ha representado el giro por torsién
para distintos angulos de las fibras del laminado de las alas. Como puede apreciarse, en
el perfil en T la torsién es practicamente del tipo uniforme, mientras que para la doble T
la torsion es del tipo no uniforme. Como consecuencia de ello, la ley de alabeo presenta
la forma que se indica en la Figura 11. Observando esta figura, junto con la anterior, se
comprueba que el perfil en doble T trabaja mejor a torsidn, pues tanto el giro como el
alabeo son mas pequenos.
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Figura 9. Valor del bimomento en el empotramiento (doble T)
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Figura 10. Comparativa de giros por torsién
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Figura 11. Comparativa de alabeo
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Por ultimo, en las Figuras 12 y 13 se muestran, para el problema de torsiéon con los
desplazamientos normales impedidos en la seccién extrema libre y fibras orientadas 15°, el
alabeo y el bimomento de la barra con seccién en T, respectivamente. Al igual que sucede
con la secciéon en doble T, la ley que define el alabeo es simétrica y la del bimomento
presenta simetria puntal.
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Figura 12. Alabeo en el problema de torsién (seccién en T)
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Figura 13. Bimomento en el problema de torsién (seccién en T)

Ejemplo 2

Como segundo ejemplo, a continuacién se estudia el comportamiento de una barra en
voladizo con seccién en cajén rectangular como la representada en la Figura 14. Este tipo
de seccién también es ampliamente utilizada en la construccion de palas de helicopteros.
El estudio se realiza tanto para la configuracién simétrica [CAS, Figura 14a)], en la cual
existe un acoplamiento eldstico flexién—torsién, como para la antisimétrica [CUS, Figura
14b)], existiendo en este caso un acoplamiento eldstico axil-torsién. Los valores de las
constantes eldsticas del material (AS4/3501-6 grafito/epoxy) se especifican en la Tabla I.
Las dimensiones de la seccién son: canto h = 13,64 mm (0,537 in), ancho b = 24,21 mm
(0,953 in), espesor de ldmina e = 0,127 mm (0,005 in) y longitud de viga L = 762,12 mm
(30 in).

Con objeto de estudiar los acoplamientos eldsticos se han estudiado tres estados simples
de carga. En el primero de ellos se aplica una carga unitaria concentrada normal a la
directriz de la barra en su extremo libre. En el segundo, la carga se aplica en la misma



Un modelo monodimensional para el andlisis de barras de pared delgada de material compuesto 237

seccién pero es paralela a dicha directriz. Por 1dltimo, en el tercero se aplica un momento
torsor, también de valor unidad y en el extremo libre de la barra.

, A
(a) (b)

Caracteristicas del laminado
Paredes horizontales Paredes verticales
Configuracién | Superior | Inferior Izquierda | Derecha
Antisimétrica 15]6 [15]6 [15]6 [15]6
Simétrica 15 [—15]6 [15/ — 15|53 | [-15/15]3

Figura 14. Secciones en cajén correspondientes al Ejemplo 2

Configuracién antisimétrica (CUS)

En la Figura 15 se muestra la variacién del giro por torsién cuando se aplica el momento
torsor. Junto a ella se muestra la curva obtenida por Jung, Nagaraj y Chopra!?; si bien se
aprecia una pequenia discrepancia, esta puede ser debida a la diferente forma del célculo
del momento torsor de St. Venant. También se han representado los valores experimentales
aportados por Chandra, Stemple y Chopra?. La forma de la curva pone de manifiesto que
la torsién es practicamente del tipo uniforme.
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(rad) 0,003 - . Ja) 27"
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_ ~
0,002 - -7 .
|
_ -~
_-
[ 3 Present
0,001 - - resente
n_-= ———Jung
P ¢ Test1
_=F m  Test2
0,000 #== ; ; ; ; :
0 5 10 15 20 25 30

Figura 15. Giro por torsién en el problema de torsién

El desplazamiento longitudinal originado como consecuencia de la carga de traccién
aplicada en el extremo libre se representa en la Figura 16, donde también se ha representado
el desplazamiento longitudinal inducido por el acoplamiento eldstico axil-torsién cuando se
aplica el momento torsor. Como se aprecia, un torsor positivo produce acortamientos en
la barra. Logicamente, este resultado depende de la orientacién de las fibras del laminado,
llegando incluso a invertirse cuando se aumenta el angulo del mismo en 90°. Ademads, en
el caso que nos ocupa, el valor del acortamiento de la barra sometida a torsién es incluso
cuatro veces mayor que el alargamiento producido por la carga de traccién.
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Figura 16. Comparativa de desplazamientos longitudinales (in)

En la Figura 17 se muestra el giro inducido como consecuencia de los acoplamientos
elasticos para el problema de traccion, asi como también los resultados experimentales
obtenidos por Chandra, Stemple y Chopra? y la curva calculada a partir de la matriz de
rigidez deducida por Jung, Nagaraj y Chopra!® para este mismo problema. Se vuelve a,
apreciar una pequena diferencia entre los resultados. Asimismo, debido a la orientacion del
laminado que se ha utilizado, una carga de traccién produce giros negativos.
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Figura 17. Giro por torsién en el problema de traccién
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Figura 18. Comparativa de alabeo

Finalmente, en la Figura 18 se representan los desplazamientos de alabeo para los pro-
blemas de torsion y de traccién. Dada la forma del giro alrededor del eje Oz de la barra, el
alabeo es constante a partir de una seccién muy préxima al empotramiento.



Un modelo monodimensional para el andlisis de barras de pared delgada de material compuesto 239

Configuracion simétrica (CAS)

En la Figura 19 se muestra la variacién del giro por flexién alrededor del eje Oz, cuando
la barra es sometida a una carga unitaria normal a la directriz en el extremo libre. Se
ha representado también la curva obtenida por Jung, Nagaraj y Chopra!®, asi como los
resultados derivados de los ensayos realizados por Chandra, Stemple y Chopra?. La pequeiia
discrepancia existente entre los resultados puede ser debida a que en el presente analisis no
se ha considerado la deformacién por cortante.
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z
(rad) 00101 .-

0,008

L
1
\

0,006

0,004
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0,002 ———Jung
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0,000 T T T T T
0 5 10 15 20 25 30

Figura 19. Giro por flexién en el problema de flexién

Como consecuencia del acoplamiento eldstico existente para esta configuracion, se pro-
duce un giro inducido alrededor del eje Ox, el cual se ha representado en la Figura 20. Junto
a la curva se ha representado la obtenida por Jung, Nagaraj y Chopra!® y los resultados
derivados de los ensayos realizados por Chandra, Stemple y Chopra?, aprecidndose una
pequena diferencia en los resultados, debido posiblemente a la diferencia en el calculo del
momento torsor uniforme.
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Figura 20. Giro por torsién en el problema de flexién.

En la Figura 21 se muestra el giro por torsiéon para el problema de torsién. Junto a
la curva se han representado los resultados obtenidos experimentalmente por Chandra,
Stemple y Chopra?, observindose una buena correlacién entre los resultados. Se puede ver
como la torsion es del tipo uniforme practicamente.
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Figura 21. Giro por torsién en el problema de torsién

Debido al acoplamiento eldstico caracteristico de este tipo de configuraciones, en el
problema de torsién se ocasiona un giro inducido alrededor del eje Oz. Esta ley de giros
se muestra en la Figura 22 asi como también los resultados experimentales de Chandra,
Stemple y Chopra?, poniéndose de manifiesto de nuevo una buena correlacién entre los
resultados.
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Figura 22. Giro por flexién en el problema de torsién
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Figura 23. Comparativa de alabeos
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Para finalizar, en la Figura 23 se ha representado el alabeo para los problemas de torsiéon
y de flexién. El alabeo debido al momento torsor crece rapidamente para alcanzar un valor
constante en una seccién préxima al empotramiento, sin embargo el alabeo inducido origi-
nado por la carga de flexién crece rdpidamente hasta alcanzar su valor maximo (mayor que
el debido al momento torsor) en las proximidades del empotramiento, para posteriormente
decrecer hasta hacerse practicamente nulo en el extremo libre.

CONCLUSIONES

A partir del trabajado expuesto se ha conseguido desarrollar un modelo analitico di-
recto monodimensional para el andlisis y disefio estructural de barras de pared delgada
constituidas por laminados con acoplamientos elasticos, el cual es aplicable tanto a barras
de seccién cerrada como abierta, teniendo presente en el analisis el tamano del espesor
de la pared, asi como también la torsién restringida. El modelo ha sido validado con los
resultados aportados por otros investigadores, obteniéndose una buena correlacién.

En el analisis planteado no se ha despreciado el momento de lamina M, lo cual conduce
a una correcta estimacién de la rigidez torsional de la barra. En caso contrario, y para
ciertos esquemas de laminado, despreciar dicho término conduce a una subestimaciéon de
dicha rigidez. El modelo planteado también incorpora el concepto de alabeo secundario.

Entre los resultados obtenidos cabe destacar los referidos al alabeo y al bimomento, pues
es dificil encontrar en la literatura este tipo de curvas. Es interesante resaltar cémo para el
caso de la seccién en doble T, segin se muestra en la Figura 9, el bimomento alcanza un
valor minimo cuando las fibras estan orientadas a 45°, siendo esta configuracién, por tanto,
la més adecuada cuando la barra es sometida a torsién.

En definitiva, a partir de un modelo sencillo, junto con una adecuada formulacion de
elementos finitos, se puede determinar el comportamiento de estructuras de barras de pared
delgada constituidas por material compuesto. Estd claro que la teoria expuesta también
es de aplicacién a barras de pared delgada isétropas, constituyendo también una buena
herramienta para el estudio de estructuras constituidas por barras de este tipo.
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