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Yoldria en primer Iloc manifestar el meu agr.úmcnt i alhora 

la meya satisfacció. per I'oporlunitat que em dóna la Facul­

tat de Matematique~ i Estadística "d' impartir" aque~la lIic;ó 

inaugural del curs I997-9g. 

L'objectiu que m'he proposat al preparar aquesta exposició 

ha estat el de mostrar. per uml banda. com alguns deis 

problemes basics de la teoria de Sistcmes Dinamics Lineals 

tenen una res posta senzilla en termes de l' Á.lgebra lineal i, 

d'altra, com alguns problemcs importants d'aquesta teoria 

s'entronquen amb conceptes i tecniques basiques de la ge­

ometria i la topologia. 

Fcrran Puerta 
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1 Introducció 

O'una forma simple I'estudi deis sistemes físics reab pot esquematillar-se a través del procés 

dcscrit en el diagrama adjunt 

r ~lCl11a físic rca~ ................. ........ . 

!\k\urc..... n 
l"r')(,'l·llil..·~It.:I(m' 

Model3 J Model I j [ Model 2l ..........· 


", t r COl11probació J 
LRepresentació l11utel11¿ltical ! 

¡ 

Analisi 

Sil11ulació 1..· .......................... .. .. ~ 


Si aparcixen diversos modeb, d'un sistema real cs perque, efectivamcnt, un maleix ,istcma físic 

pot admctre di\'erses modelillacions. Per exemple: 

• 	 Si volclll calcular I'impuls i el combustible neeessari ... pcr posar un satel·lit en orbita po­

dem identiticar Imodelillar) el satel·li COIll una partíclIla (especificada per la scva Illassa, 

posici6 i veloeitat). 

• 	 Una vcgada esta en brhita. per cstudiar I'oricntació de la se va antena, és necessari mod­

elitzar el satel·lit comun ("os rígid movent-se al voltant del seu centre de Illasses. 

• 	 Si el satel·lit és grund i si les maniobres es fan molt rilpidalllcnt potser s'hauria de Illod­

elitzar eom una eSII'lICllIm ffexiMe i tenir cn compte els seus nodes de vibració elastica. 

Per tant, no existeix cap requeriment de que ellllodcl s'asscmbli, d'alguna manera. al sistema 

real : I'únic que es requereix és lJue. per al prohlell1a que es cOII.lideri . el model permeti fer 

prediecions útils amb un cost raonable. 

Un model d'un sistema l'ísic real s'anomenarü silllplement un .li.ltell/a. 

Associat a un sistema existeix un conjunt de variables: voltatges eleetrics, corrents. forces 

mccüniqllcs. despla<,:aments. flll\es. temperatures, ... que. en gencral. poden canviar amb el 

tcmps. Alguncs d'aquestes variables poden ser Illodilkades per tal de produir UIl determinat 

cICetc sobre d'altres: les primercs s6n les \"(//"iohles d'el/trado o estírnul, o cxcitacions i les 
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segones \'lIriable.> dI' sorlida o res posta. Sempre suposarem que hi ha un número finit eI'aquestes 


variables. 


El conjunt ele variables eI'entraela i sortiela no estan elefinides ele manera única. Tanmateix, un 


cop s'han escollit. tenim una situació elefinida, segons la qual el sistema rep uns eSlímuls o 


entrades i els transforma en unes respostes o sortides. 


Les variables d' entraela les notarem habitualment per /11, . . . , 1/ T" i les de sortida per /11 , .... .l/l" 


Les I'ariables (I'eslal són un conjunt ele variables que determinen de forma única I'estat del 


sistema. una vegada s'ha fixat un valor per a elles, en un instant to, així com les variables 


d'entrada /JI (1), . .. , 1I",(t), per a f 2: fu· Suposarem també que són un número finit i les 


elesignarem habitualment per :1'1, ... , .1'". 


Els sistemes que considerem són aquells que admelen una representació de la forma 


i(t) = .l.r(t) + Bl/(t) (EE) 

.Ij(t) = c.r(t) (ES) 

on .1, B i e són matrius reals de tipus n x 11, /1 X /11 i fI x 11, respectivament. En aquesta repre­

,entació .1'(1), 1/ (1) i .l/U) són runcions vectorials que representen 1" eslal del sistema. l' el/lrada 

o cOl/lral i la sortida o resposta, respectivament. Observis que la primera igualtal (EE) és una 

equació diferencial matricial que descriu I'evolució ele I'estat elel sislema .r(t) S(ltmes a excita­

cions ex ternes n(i) i s'anomena I'eqllació d'eslat del sistema, en tant que la segona (ES) és una 

simple igualtat algebraica que eliu quina és la sortida en funció ele I'estat i que conseqLientment 

s'anomena eq//aci6 el1lradalsortida (per simplificar i perque en la majoria de casos és així. es­

tem suposant que la sortiela no depen elel control u(t). Suposarem que I'aplicació l/(I) verifica 

conelicions sutlcients de continu'itat perque es pugui aplicar a (EE) el teorema eI'existencia i 

lInicitat de solucions, fixades les conelicions inicials. De forma més explícita, la representació 

anterior ens eliu que fixat un estat inicial ,ru en I = O per caela funció l1(t), I'equació EE ens 

determina una única funció ,r(t) tal que .1'(0) = .1'0 i I'equació ES ens dóna per cada .r(t) la re­

sposta o sortiela y(t) elel sistema. NalUralment, si variem 11(i). les funcions .f(t) i .l/(I) variaran 

de forma corresponent. És ben sabut que en aquest cas en que les matrius són constants, les 

solucions estan elefinicles en qualsevol interval real i venen elonades per, 

l,! 

.r(t)=t'I.-1.ro+ el-U'Bu(T)dT. 
. o 

Per brevetat designem aquesta solució per <,)(1 , 0, :l'o.v(t)). Tal com hem dit anteriorment anem 

a considerar alguns problemes qualitatius ele la representació matematica anterior. Denotarem 

per ¿: el sistema representat per les equacions anteriors. El fet que I: vi ngui representat per 

aquest tipus eI'equacions on les matrius A., B i e són constants es tr<idueix dient que::: és un 

sistema lineal invariant en el lemp.\' . 

SISTEfo,IES I INEALS: Hila ,¡pnnil/wcid a ,dj!U1I lid... \L'm L'o/lcl'ple\ i prO/lh.'IIIl" rt.'l~~iI/Jt\ 

2 Controlabilitat 

El problema que ens plantegem és el segLient: Fixals, no solament I'estal inicial .1'0, sinó també 

un estat final .1'1 al cap eI'un temps ti, ens preguntem si exisleix algun control 1/(1) tal que la 

solució corresponent .r(t) de EE amb aquest control que veri fiqui .1'(1 u) = .1'0. la/llhé I'erifiqlli 

q//e .1'(1 1) = ,1'1. Si aixo succeeix. per a qualsevol estat inicial i per a qualsevol estar final es 

diu que el sistema::: o que el parell (. 1. E) és controlable. (Observis que en aquest problema 

I'equació ES no té cap intervenció). 

En el cas que estem suposant on .1 i B són matrius constan!s, es tracta doncs de veure si 

I'equació 

j./1 

:1'1 - (1, ' ,/'o = ((I, -T ) Bll(T) dT 
. o 

té solució en I/(T). qualssevol que siguin .fo. ,1'1 E IR" i 11 > O. La resposta és particularmcnt 

simple i ele lIafllralesa algebraica . En efecte. es té el teorema segLicnt. 

Teorema 2.1 El sislema ~ é.l' colllrolahle si, i lIolllés si, 

rang (B AB A TI - I B) = 11. 

AlesllOres, lafilllciá de cOlllrolfelll lo = () ve dO/wda per 

I/(t) = [JI (' ,1 
on : és I'LÍllica soll/ció dI' l 'equaciá 

(j'(' 
( ' IT lJB'( "TliT) _= ( .- I,. IJ',."". 

• (1 

La II/atril/ (B A[J ... . l,,- I B) S'aIlOll1eIlO matriu ele controlabilitatde:::. 

Observis que per a aquests sistemes en que . l i B són matrius constants, la controlabilitat elel 

sistema no elepen ele /0 ni de 11. 

Ejemplo 2.2 Mostrem una aplicació eI'aquest teorema. 

Considerem el sistema físic (recordis el Illodel!) ele la figura 

3=lJ 1/1 §=1j 112 3=lJ 11:1 

~I -IJ'/," . . Ir':
. 

- - - 1:1 

" . . & . "' k-l
--- -~ ~ - - - ~ -
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on 11, són els cabal>, _\, 1'1¡rea de les seccions transversa" de" diposits, II¡ le, altures de líquid. 

1 ::; i ::; :3 i ni ' 1 ::; .1 ::; :2 és una constant de resistencia al pas de líquid entre dos dipllsits. 

Amb hipotesis físiques convenients. les eguacions de continuúat queden en la forma 

AI~ = _ !JI -1/1
d! -n- I + 11 1(t ) 

dh 2 !J 1 - !J 2 !J 2 - !J :\ 
.-1., - = --- - --- + 1/,(1) 

- di 17] H 2 ­

r/!J .¡ h2 - h:¡ + 11 :\(1) 
Al --;¡¡ = I?2 

Si prenem com variables d'estat les altures, és a dir. si fem !J ¡ = ./",' L ::; i ::; :3 i suposem. per 

exemple, . \2 = 1. Al = .\:\ = :2/3 i R 1 = 172 = 1/2 les equacions anteriors queden 

( -1 .1 O) ( (\ 1 O)
./" 2 - 1 2 .r + () (12 

() 
O 11 

() :3 -:3 () () n :¡ 

'--v­----' '----v------­
\ li 

(11) ("1)on 1 = 12, 11 "2 I (\ l . 1 ::; 1 ::; :3 són constants posilives. El problema de la 
.1] II¡ 

controlabilitat d'aquest sistema consisteix en determinar si tixades les alturcs en! = O, .r(0) i 

en t = T > (J, .r(T). existeixen cabals 11, tals que al cap del temps T les altures que inicialment 

cren .1"(0). al final siguin ./"(T). La resposta la dóna e l teorema anterior: Es comprova facilment 

que rang (B .'tB ,12 B) = .'3 i per tant la resposta és sí. (Naturalment, en un plantejament 

leriric en que les altures Anals fossin I/Iés pefifes gue les inicials. les funcions 1/, (1) podrien 

prendre valors negatius amb una evielent interpretació física). 

En aquesllllateix exemple. suposem que només funciona una ele les aixetes i ens fem la maleixa 

pregunta que abans. Si. per exemple, només funcions ni, la matfiu B queda (~]) i la matriu 

de controlabilitat continua rang 3, per tant és possible cOl/lro/ar e/ sislema I/umés alllb ¡-aixela 

"1­
Per conlra, es comprova facilment que no és possible fer-ho només amb I'aixeta 1/2 ja que si 

B = (~2)' la matriu de controlabilitat té rang 2. 

Si el sistema no és contro lable ja no és possible controlar las trajectories .r(t) perque puguin 

assolir un estat final arbitrari al cap d'un temps fixat, també de forma arbi traria_ Ens pode m 

preguntar si existeix un subespai de l'espai d'estats lR" on aquella propietat scgueixi sent certa. 

La primera condició que cal exigir és quc si restat inicial pertany al subespai es pugui controlar 

."/.\/FI\/FS L/NLAL."J : U/W ilpro\lm;¡oó;¡ <llpl/U lid, \l'U\ ('(lI1l'I.'pft·, i I'lHhll'lIll'\ I,-'/i..'\;/Ilh 

la trajectoria de forma que LOta e ll a rolllangui en el ~ubcspai_ Aixo conducix a la definició de 

slIbespai (. 1. IJ)-illmrialll que donem a continuació: 

VII sl/bes/)({i 5' de lR" es dil/ (.-l. IJ)-ill\'(frial/I si per a IOI.ro E .') exisfei.\' 1/11 cOlllm/lI(t) la/ qlle 

si ./"(1) = -,-"(1 _O. .ru . 1I(t) ) a/es/lOres .1'(1) E S pera 101 1 ;::: (L 

Aquests subespais tenen. lambé, una caracterització algebraica ,imple que recollim en la pro­

posició segLient. 

Proposición 2.3 Vil sl/bespa¡ S de lR" és (.1. IJ)-ill\'(frial/I si, i /lOlIIés si. exisleix FE .\J", x" (lR) 
la/ ifl/e 

(:l + BF )SCS'. 

Observis que, en particular, els subespais .-l-invariants són (.1. IJ)-invariants (F = O') De­


signem Inv (.-1. lJ) el conjunt de subespais (.1, ll)-invariants. 


Un d'aquests subespais . 1-invariants lé la propietat que requeríem al principi d'aquesta dis­


cussió. Es té. en efectc, el resultat segLient. 


Proposición 2.4 Sigl/i [\- /a Ilwlril/ de cOllfm/obi/iraf de (_ L 13). A/e.\/¡ore.\ 1m [\' és 1/1/ sl/bespai 

. \-illl'lIrianr /al qlll! per 0101 .rll . .rl E 1m /\' i T > Oexisleix 1II1 COl/fro/II(t) la/ que si .r(l) = 

; (1. O: :ro· 11 (!)) o/es/lOres ./"(t) E 1m ]\- per (/ /01 I ;::: O i .r(T) = .r l. 

X rep el nom de su!Je.I/}(fi de cOllfro/abili/a1 de ~. 

Més generalment existeix un subconjunt Clr(. \. ll ) de lnv (.-L B) tal que cadascun elels seus 

elements gaudeix d'aquesta propietat; és a dir: S E ('11'(.1 . IJ) si per 0101 ./"0 . '/"1 E S' i T > O 

existeix l/II collfra/II(!) tal que si .1"(1) - ,:;(t. O. . ro.II(1)) a/es/¡ores .1"(1) E .'3 per (/ fOIl ;::: O i 
.r(1') = .1'1. El sl/bespai S es diu ifue és 1/11 subesjJoi de colllro/abi/ilar de ~ o de (_1. IJ) . 

Com en el cas anterior existeix una caracterilzació algebraica d'aguests subespais I'enunciat de 

la qual és una mica més soAsticat que ranterior i I'ometem_ De fet en la literatura habitual de 

la teoria de control se sol donar com elelinició pel que fa als subespais (. 1. B)-invariants COIll 

als ele controlabilitat, la caracterització algebraica esmentada, ja que és a partir d'aquesta que 

s'estud ien més cOllloelament les seves propietats. 

Aquesta discussió obra un línia d'es[ueli interessant dintre de la teoria de sistellles lineals. En 

efecte, per estudiar Inv (.1. B) i Gtr(A. IJ) el primer que fem és cons iderar la seva partició 

natural per dilllensió deis subespais. És a dir. considerelll els subconjunts respectills Inv d(.1. ll) 
i el r,((.1. B) formals pels seus slIbespais de dilllensió d. Es tenen aleshores les inclllsions 

CfrA. L IJ) e Inv d(. LB) c Crd(lR") 

011 Grd(lR") és la varietal grasslllaniana de subespais rI- dilllensionals de lR" . Sorgeixen aleshores 

eliverses preguntes relatives a la seva est ructura diferenciable, algebraica, lopologica.... D'algunes 

d'elles es coneix la resposta, d'allres encara no. 
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Per cxelllple, lnv d(' \. E) i ('1"d(A. B) són ~ubvarielals eslraliticades de C:",¡(IR"). de les quals 

es coneix explícilalllent la dilllensió de cada esu·at. Aixo és inleressanl ja que, per exemple, 

perlllel saber en quines condicions la dilllensió és zera. Se sap que si subslitu'I'1ll IR per C. 
lanl Jnv ,¡(. \. E) COIll cadascun deis seus eslrals són connexos, pero s'ignora si ('t",f(.L 13) lé 

aque"ra propietar. Així Illateix s'ignora la naluralesa algebraica eI'aquestes varietals. 

3 Observa bilitat 

La determinació directa deis estats d ' un sistema por resultar moll complicada o impossible. Per 

exclllple, considerelll un forn representat per la figura adjunta 

Toe 

11 (1) 

on la temperatura inlerior T2 es controla variant la potencia termica //(/) aportada a través de 

les parets del forn, mitjanr,:ant una resistencia electrica. Suposant una dificultat o impossibilitat 

de mesurar llirectament T2 , cns pregunten si és possible coneixer 72 en un instant lo, a partir del 

coneixement de 1/(1) i TI durantun il1terval [10,/ 1], Com veurem, amb hipotesis físiques conve­

nients aixo és possible, és a dir, podcm determinar I'cstat del sistema en un instant si coneixem 

el control i la sortida al Ilarg eI'un interva!. Dircm aleshores que el sistcma és observable (en 

lo). De forma general. es diu que el sistema ~ és obserl'll/Jle en lo si per quabevol estat inicial 

,ro = .l'(lol, existeix I I > to tal que ./'(J queda de/erlllina/ de j(ml/a iÍnica pel coneixemcnl de 

I/(t) i !J(i) per tot t E [lo, ti ] ' 

Novamcnt aquest problema té una solució sel1zilla pcr als ,istemes que estem consideran!. 

Es té, en etecte, cl resultat seglienr. 

Teorema 3.1 E/ sistellla ~ és observable en lo si, i 1f(}lIIés si. 

rang ( ) = 1/~, 

e.l" 1 

i, en aques/ cas, l'es/cJ/ il/icial .ro l'e doncl/ per (sI/posan/lo = D) 

j. 11 

' /'11 = .11(11 ) 1 r T \ICIY(T)dT 
·11 

SIS"/EMES LlNb\LS: U//;/ <lpro\/I/);¡C/Il ¡I.rl~/I/l dd.. \l'U\ l"O/ICl'pll'\ Il'f'OhIC/ltL'" ft:It.'\.mh 

j " 1 

0/1 .11 (/ I ) = (.7 \' (' ¡ (' ( T \ rlr. 
·11 

CA( (' )
La Illatriu s' anolllena lIIa/ri/( c!'ohserl'(f/)ilita/ elel sistema , Observis que la condició 

CA,,-I 

d'observabilitat nOlllés afecta les matrius . 1" És per aixo que el parell (C'. . 1) es diu obsen'able 

,i verifica la condició elel teorema, 

Analogament al que helll vist anteriorlllent, observis que per als sistemes que estelll estudiant 

la condició d'observabilitat és independent deltelllps, 

Si IOrnelll a l'exelllple del forn el primer que cal fer és obtcnir la representació Illatematica elel 

mode!. Amb hipotesis físiques convenients es delllostra que si considerem com variables d'estat 

les diferencies de temperatures .1' 1 = TI - Tx' ,1'2 = 1~ - Tx' aquest sistema es representa per 

(/ 1/11 + !/2/¡~ 
,;'(1) ('1 /), ,¡(t) + ~ 11(1)~') e){/Ih l __1_1 ()e('2 ('2 

1/(/) (l 0).1 (1) 

011 ( '1 és la capacitat calorífica de les parets del forn, ('2 la del seu interior, (/1 i ((~ les arees 

de les superfícies interior i exterior i /¡ 1, "2 els coeficients respectius de transferencia termica 

d'aquestes superfícies . 

La matriu d'observabilitat d'aquest sistema és 

( o(f.¡/¡¡ + (/2/¡~ (/~ ) 
rl el 

que, clarament té rang 2. Per tant el sistema és observable, és a dir, mesurantll(t) i !}(l) = :/'¡ (1) 

al lIarg e1'un interval [to otd podelll deduir I'estat en lo i per tant la temperatura T2 en aquest 

instanl. 

Malgrat que entre les definicions geometriques e10nades de controlabilitat i observabilitat eI'un 

sistema lineal no és aparent que existeixi cap relació anem a veure que, pel contrari, es poelen 

reduir una a I'altre a través del sistema dual que tot seguit introelu·l·m. 

S'anolllena sistema dllal ele ~ el sistema lineal ~d definit per 

j.(t) A1r(t) + ('TU(t) 

y(t) Brr(i) 

(.\r és la matriu transposaela ele .-l). 

Es té a leshores, el interessant resultat següent. 

http:ft:It.'\.mh
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Proposición 3.2 Un sis/l'IIW lilil'(f/ ~ é,l' oh,\'l' ,wlh/l' si, i I/Olllé,\' si. d Sl'1I dlla/~,¡ é,\ cOI//m/ah/l'. 

Ob~ervis que amb aquest resultat el teorema 3 . 1 resulta illlmediatament del teorema 1.1. 

Pel que fa a I'observabilitat, acabe m dient que l[uan el sistcma no és observable es poden plante­

jar qLiestions similars J les que hem introduÚ al parlar de .,i,temes no controlables. En particular. 

es dclineixen els subespais (e . . l)-invariants simplement per dualitat: Un subespai S de.IR" és 
(e..-l)-invariant si S.l és (.1 1' e' )-invariant. Aleshores s'introdueixcn les varietats Inv (e.. \) 
(resp. 1m ,¡(C'. .1)) formada pels subespais (C'. .\)-invariants (resp. (C'..-l) -invariants de di­
mem,ió rI) que condueixen a resultats i problcmcs analegs als que hem comentat pels subespais 

(.1. D)-invariants. 

Un problcma particularment interessant on la varictat /nv ¡[(e . . 1) juga un paper important és 

cl conegut com "Oi';turbance Occoupling Problem (OOP)", la rormulació del qual é.., scn/illa i 

done m a conti nuació. 
Suposcm que I'cntrada 1/ del sistema es dcscompon en dos parts que represente m per C;) on 1/ 

b, una pcrtorbació no desitjable pero que no podclll evitar. Les equacions del si~tema prencn 

a!<;shores la forma 

.i(t) .I.r(t) + I31/(/) -1- q,}(/) 

y(l) C'.r(t ) 

El OOP consisteix en trobar, si és possiblc. una rcalimcntació d'esta!. és a dir una nova elllrada 

1/ = 1/ - F.r de tal manera que la pertorbació (/(1) no tingui cap influencia a la sortida l/(t), És 

a dir es tracta de trobar F ele manera que la sortida y(t) del sistema representat per 

,i'(i ) (.1 + I3F),r(t) + DI/(t) + q,}(t) 

y(t) C'.1'(i ) 

l/O dl'jil'l/glli de (J(t). La solució d ' aquest problema la proporciona el resultat següent. 

Proposición 3.3 DeI/o/mi ji{'/' .1(.1, D: h'l' C) /'lÍllic ,llIbes/wi (.1. D)-ill\'(/rillll/lllO.rill1o/ COIl­

{illgllt a kl'l' e. E/ DDP /é sO/l/ció si, i IIOlllés si 

(*) .1(. \. I3: kl,rC) :) 1m Q 

Alc~hores té interes considerar per una (j gl'llhica la ll1üxima dimensió ele 1m e de forma que 
es \'criliqui la inclusió ("'). Per dualitat aque~t problema és equi\'alent al de trobar la mínima 
dimcnsió de kl'r e tal que (kl'l' e) sigui un subespai (lf' .. 1' )- imariant de müxima dimen,ió 

contingul en (/m (2) . r aixb a la se\a vegada é, equi\'<llent a determinar el müxim enler rI tal 

que la intersecci6 
Gr,,(F) l /m l,(U I . . -1' ) 

f)/STEMES LlNEALS: 011<1 ,'prp\Í/Hacicí;I ;,I!!U/I cid" ~l'U" CIIIIl'l:pIC\ I pruh/CIIIC\ rck'\;III" 

nosigui bu ida, on F=( /m (J)l i Inv l ,(I3 ' . . \') és I'estratde maximadimensióele/nv ,,(I3' .. 1''). 
Clarament apareix aquí la conveniencia de saber si els estrats eI'aquesta varietat són varietals al­

gebraiques. Com que aixo no és sabut en l'aclUalitat, cal abordar aquest problema des d'un allre 
punt de vista. Per exemple. a través de I'obtenció de sistemes de coordenades de Inv l' (DI', A''). 
Aix() és possible i condueix a una formulació de la solució més complexa. encara que més 

explícita ja que permet obtenir no solament la dimensió rI sinó també una parametrització del 

conjunt de varielats lineals 1m C . 

4 Realització 

En la representació del sistema ~ a Iravés de les equacions 

.i(t) . 1.r(t) + BlI(t) 

!J(I) e.lU) 

la sortida del sistema lJ(f) s'obté a part ir dcl coneixement de I'estat .r(t). És possible no obstant 
obtenir una relació directa entre la entrada /1 i la sortida y. En efecte, si 'lIposem el sistema 

inicialment en reposo és a dir :1'(0) = n. aplicant la Iransrormació de Laplace a ¿: obtenim 

fücilment la relació 

v(s) = ('(sI" - A) 1Díi(s) 

on íi(.s) i V('s) són les corresponenls transformades de Laplace de 1/(1) i ,Ij(t). 

La matriu JI XIII, U(s) = C(.sl" - ...1.)-.1 D s'anomcna lI1alrill de tramferencia del sistcma. 

Es tracta d'una matriu amb coelicients funcions racionals en .s, el numerador de les quals té 

grau estrictament inferior al denominador; aixo s'exprcssa escrivint H(oo) = O. En la practica. 
succeeix sovint que la dcscripció matemütica del sistema en termes d'equacions diferencials no 

és coneguda, pero en canvi H(s) por determinar-se a partir de mesures experimentals o per altres 

consideracions. Aleshores resulta útil trobar un sistema en la forma habitual que hem vingut 
considerant, la matriu de transferencia del qual sigui precisament H(s). Aixo ens condueix a la 

deflnició de realització. 
Si [[(8) E J!p x,,(lR(s)) és tal que H(oo) = 0, elirem que H(s) és una matrill racional propia. 

Aleshores s'anomena reali/zaóó de H(s) tota terna (A . B , C) que verifiqui la igualtat 

C(sl" - ..1)-1 D = Il(s) . 

Observis que C ha de tenir p files i B 111 columnes, pero que el nombre de files i columnes de 
.1,11 no queda determinat. 

Es demostra que aquest problema té solució i que aquesta no és única. Naturalmenl. es planteja 
aleshores el problema ele determinar L/na realit:ació que /illgL/i el /IIellor nombre de variables 

d·esta/ . Una tal realització s'anolllena rea/it:oóó /11i/'lill1o/ i ve caracteritzada per la proposició 
següent 
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Proposición 4.1 Ulla realit;.ació (A, B, C') de JI (s) és lIIillilllal si, i l1oll1és si (,1. B) és mll/ro­


lable i (C', , \) és obselwlble. 


Elllombre de \'(friables d'esta/ d'ullo realit~aciá lIIillilllal de fI(.,) S'01101llella grau de Mae­


Millan de 11(8). 


Les realitzaeions minimals no són Clniques, pero estan relacionades d'una forma molt interes­

san!. tal com es posa de manifest en el resultat següent 

Proposición 4.2 Dlles ternes (A, B, C') i (A', B', e') siÍn reali/~aciolls lIIillil/lals de JJ(,,) si, i 

llol71és si, exisleix lIIW lIIa/riu illvertible S /al qlle 

,1' = S-lAS, [3' = S 1[3 C'=CS. 

En general. dos sistemes lineals ~ i~' elefinits per ternes (A.[3,C) i (,l'.U',C'), respeeti­

vament, es eliuen algebraicalllelll eqllil 'a lel//s si les matrius que els defineixen verifiquen les 

igualtats anteriors. Aquestes igualtats són, de fet, la traduceió d'una important relació entre e" 

s istemes de la que ens ocuparem en la secció scgüenl. En erecte, és senzill demostrar que ~ i 

~' són al¡?ebraimllletlt equil'Olel1ts si, i l1ol/lés si, ~' s 'ob/é a partir de ~ rni/jwl{'at1l 1111 CWII 'i 

Iil1eal de I'ariables d'esta/, és a elir. si existeix S E GI(II.lR) tal que.r = S.F' . 

Sembla raonable "identificar"elos sistemes lineals ~ i ~' que siguin algebraicamcnt equivalents. 

De forma precisa aixo es pot formular de la manera següent. Denotem per 

~1I,III.fJ = {(.-1. U, C); (, \, E) és controlable i (C, .\) és observable} 

i fem operar el grup lineal Gt(l/) sobre ~1I.1I1.lf mitjan¡;ant 

o- : Gf (11) x ~/I,IfI'l} --1 ~lI,III.P 

(l (S. (,1. [3, Cl) = (S-I AS. S-I [3. CS) . 

L'espai d'orbites {(\ (S, (, 1. U. C')): S E GI (II)} := (, \, [jo C) el denote m ~/I''''.fJ i cada órbita 

representa un sistema lineal, móelul un canvi lineal de les variables el 'estat. Aquest espai 

el'orbites ¿1I,1I1,lf es pot dotar d'una estructura de varietat diferenciable. Un fet remarcable 

d'aquesta estructura ens el dóna la proposició següent. 

Proposición 4.3 La projecció 1/a/llral Ir : ~lI,III,'f ---+ ¿II./I/." és un Gf(n))ibra/ prillcipaf que 

és tril'ial si, i l10lllés si, mill (lII, Ji) = 1. 

Aleshores si designclll per Rat fI.lIl.p(lR) el conjunl ele matrius racionals propies, el grau de 

McMillan de les quals és 11. les proposicions 4.1 i 4.2 ens permeten concloure el resultat següent. 

Proposición 4.4 L'aplicació 

{J : Rat II.Ol.p(IR) ------+ ~1I.,,1.P 

definida per p( II (.,)) = (,l~~ ') 011 (A, U. C) és 1/110 reali/~ació Illillil1lal de f! (8) es/el iJel/ 

definida i és UII 11O/Ili'OI/lOlj7slIIe, 

SIS' fEl\'lES L/NE/\LS: Ufla <lJlrnúllwCld ;¡ ;11~tllI lid, ..L'II' COIIC/:pll'\ , pro/lll'lnC\ n:It'\'II1/\ 

És ciar, ¡¡Ieshores. que aquesta bijecció permet ¡raslladar propietats topologiques d'ulla varietat 

a l' altrc. 

5 Formes canoniques 

L'acció ele grups juga un paper important en la teoria de sislemes lineals. Per exemple, en 

diversos problemes de control i estimació apareixen transfonnacions lineals de coordenades en 

els espais el'estals, d'entrada o de sortiela, realimentacions lineals d'estat i injeccions ele sortiela. 

Aquestes transformacions es poden clescriure com I' acció ele determinats grups de matrius sobre 

la terna de matrius (.-l. B, C) quc elefineix el sistema lineal ¿. 

Per exemple, denotem per conveniencia les ternes ~ que define ixen el, sistemes lineal s en 

forma ele matrius per blocs, ¿ = (t, ;;) i per ~lI.",.P el conjunt de totes elles (sense hipotesis 

de controlabilitat o observabilitat). Considerem el conjunt 9 ele parelles de matrius per blocs 

(M..V ) on M = (;~ ;;.), N = G' ;!) amb T, TI ' i" matrius invertibles 11 x 11, jJ X {J i 11/ XIII, 

respectivament. Aleshores, aquest eonjunt 9 amb el producte definit per 

(V ;\')(.\1', .v') = (.11.1I'. ,V.\") 

és un grup 9 i si definim una aplicació {\ : 9 x ~fI.llI." ---+ ~fI.fll.fi mitjanc;ant 

q * ¿:= (lC", ¿) = .1I~'y -1 . 

on q = (Jf, N), resulta que la imatge ele ¿ per la composició de les lransformacions anteriors 
és precisament JlI¿I'\,-1 . 


L'acció e1'aquest grup proclueix una partició de :S" .III.p en classes (I'equivalencia o órbi/es: ¿I i 


~~ pertanyen a la mateixa órbita si :s~ = 9 * ~I per a algun 9 E g. 

Un deis problemes que es presenta aleshores és caracteritzar aquestes orbites a través d ' un 

conjunt el'invariants. Més precisament, es tracla de trobar una funció (no té perque ser Clnica) 

f : I:lI ,m.p ---+ I:n,m,p tal que 

(i) :s i f(¿) pertanyen a la mateixa arbita, és a dir, f(:S) = q * ~ per a algun 9 E g. 

(ii) f(:SI) = f(~2) si, i només Si':S2 = 9 *:Sr per a algun g E g. 

Aleshores f(:S) és un element de I:n..".P que caracteritza I'arbita definida per ¿ i que s'anomena 

forma canónica ele :s i els elements que defineixen f(~) constitueixen un conjunt cumple/ 

d'il/variants de I'orbita. 

La determinació efectiva d'aquesta forma cananica, o equivalentment elel seu conjunl com ­

plet d ' invariants, és un problema important ele la teoria ele sistemes lineals (per exemple, per a 

l'aplicació de la teoria d' Arnold per a I'estudi de defollllaciolls locals). Problema que, natural­

ment, es planteja de forma analoga per a e1'altres accions de grups que resulten de considerar 

http:fI.fll.fi
http:I''''.fJ
http:1I.1I1.lf
http:1I,III.fJ
http:GI(II.lR
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le~ diverscs transformacions que hem considerat al comen(,:ament d'aquesta secció i que con­


stitueixen casos particulars del cas general que cstem comentanl. 


Continuant amb aquest cas notem que si designe m per ~"'''' ' / ' I'espai d'órbites de ~""'_/' per 


I'acció de 9, I'aplicació r indueix una aplicació injectiva, que seguim denotant L 


r ~1I.1I1"J ----1- ~JI , III,/J 

i, naturalmenl. tenim !alllbé una projecció natural 

7f ~1I.m ,p ~ ~'I . II/.P 

a través de la qual es dota ~"'''',1' de la corresponent estructura topológica inicial. 


Notis que r és una secció de 71_ és a dir, és una aplicació (no necessarialllent contínua!) tal que 


"o f=ld, 

Es plantegen aleshores diversos problemes d'interes en teoria de ,istemes relatius a r i ,,_ Citem 

com més importants I'existencia de r contínua i I'estudi de J'estructura topológica i geometrica 

de ~ " , ,,,. /¡ (connexió, cohomologia, estructura algebraica, diferenciable, analítica, ... ) 

Poc és conegut cn el cas general considerat antcriorrnent, i for(,:a més en el cas particular, en que 

J = 0, /\' = [J, 1\' = 11' i l' = T",. Observis que, en aquest cas l' acció de (} es redueix a canvis 

lineals en les variablcs d'estat ja que com es comprova fitcilment 

fJ*(.I.B,C) = (T_1T I.TB.CT 1) 

acció quc ja hem considerat en I'apartat anterior. 

Indiquern i comente m alguns d'aquests resultats. En tot el que segueix suposarem que el cos 

d'esclars és e 

(i) El 	problema d'existencia d'una forma canónica r pel cas gcneral és equivalcnt al prob­

lema seglient de classificació de parelles d'aplicacions lineals, Considerem dos espais 

vectoriab de dimensió finita Z, X i en el conjuntL:(Z. X) delinimla relació d'equivalencia 

(l,.r¡) ~ (f'.g') si existeixen aUlomorfisrnes -,J de Z i l.' de X tals que f' = l ' o f o -,J I 

i y' = 1.' o 09 o .,:::-1. Aleshores el problema d'existencia d'una forma canónica és equiv­

alen! al problema de classificació de parelles d'aplicacions lineals (f. .'1) per la relació 

d'equivalencia anterior. 

Aquest problema té una ,olució explicita que, gracies a I'equivalencia anterior. es pot 

obtenir per Illetodes geometrics. Observis que si ,1:' = {O}, I'equivalencia considerada es 

redueix a la relació de conjugació, Una forma canónica és en aquest cas ben coneguda: 

la forma de 1m-dan. Diguem que el cas X i= {()} és notablelllent més complicat i afegim 

que si Z = Xii ' = y ' , la classilicació de parelles d'endomorfismes per aquesta relació 

és un problema obert. 

SIS"IFJ\IES f INfo.AI.S: UII.1 ,¡prll\iI",Jc/¡ í ./ 'II.!!UII tIt·" ~l'lI .. l'/!/1n:pfl" I pn>hfctlll'" rdl'\i/lll" 

En resum: Existeix 1I1/ajill'll/o cal/{)I/ica pe/' I'occió ~el/eral cOl/siderada e/1 aquest aparta/. 

Aquesta forma peró /10 és COl/tlnlla. 

Poc o res es coneix relatiu a I'estructura topológica i geometrica en aques! cas general. 

(ii) Considerern linalmcnt el cas particular comentat anteriorment. Aleshores i sota la hipótesi 

de que el parell (. \, B) és controlable es tenen els resultats següents, 

Proposición 5.1 1) :>::",,,/,/1 és 1I1/(/ l'Orietat algebraica /lisa, 

2) La projecció" ~"'¡¡¡'/' ---7 :S",¡¡I,f/ és U11 Gl(u, (c)~tibraf principal que és /10 tririal si 

/11 > 1. 

J) 	No nisteixell.fimlles Cill/()l/iqlles globals pe/' a //1 > l. 

Si a més. suposem (' = 0, és coneguda la hOlllologia de ~",1I (:= :S""",II). Més concretalllent es 

té la proposició seglient. 

Proposición 5.2 Els gmp\ d'l/OlIIologia singular de ~"' , " són iSO//lOrl,l' als de la grassmoniano 

Gr ,,(IC"+))/ 1), peró l/O 170 ,wíl/ els corresplJnenls al/e/ls de collOlllologio. 

6 Famílies de sistemes lineals 

Si _\ denota un entorn obert de () E ~( i {~} denota el conjunt de sistemes lineals definits per 


ternes de matrius (.1. /J, C) de tipus 11 x 11, 11 X /11 i jJ X //1, respectivamenL una/clIl/Ilío de 


sislemes parametritzada per .\ és una aplicació F : ,\ ---7 {~}. La ramília es diu contínua, 


diferenciable, analítica, ... segons que ho sigui J'aplicació F. 

Falllílies de ,istemes apareixen de forma natural en la teoria ele sistemes lineals. Per excmple, 


en I'estudi de sistemes sotmesos a pertorbacions o a incel1esa de tots o part deis parametres que 


defineixen les matlius del sistema, en I'esludi de I'existencia de formes canóniques contínues, 

etc .... 


Una de les branques de les matematiques que més interaccionen amb I'estudi de famílies de 


s isternes és la geornetria. Ho il·lustrarem amb un exemple. 


Suposem que yolem estudiar les pertorbacions locals d'una família de sistemes .i'(t) = .,t(/\),r(t)+ 

B(/\)u(t) (en s limitem a considerar I'equ<lció d'estat) és a dir d'una aplicació (que suposarelll 


Coo o analítica) F : .\ ---7 JI,,(iC) x "I¡¡ ."/(iC) (= M), 

Elmetode utilitzat és I'introdu'it per Arnold en J'estudi de pertorbacions de matrius quadrades. 


Així, es considera la partició de M en orbites per la reslricció a M del grup (} introdu'it a la 


secció 4. És a dir, si seguim denotant peT (} aquesta restricció, I'acció sobre M ve definida per 


g*(.\,B) = P I(.-LB)(~ Z) 
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on hem escrit l' = TI, q = \. 1, fl = ~ \ '- 1fI'T l. COIll ja hem dil a la secció antcrior cada 

(¡rbita lé una forma canonica que anomenarem forllla de Brunovsky-Kronecker. 

Aquestes orbites constilUeixen una estrati ncació de l' espai Mil' estudi de les pertorbacions 

lineals del sistema donat es podria real itzar a partir de la descripció local d' aquesta estrati ficació 

que a la vegada pot obtenir-se a partir de la dej(lI'/1/ació versal del parell (.1(0).13(0)). No 

obstant aixo, i com succeeix en el cas de matrius quadrades, la partició anlerior de M en 

orbites no és localment finita. Cal doncs considerar una nova estratificació de M, en que cada 

estrat esla format per la no numerable unió d'orbites que lenen els maleixos invariants discrelS 

peró no necessariamenl els continus. Aleshores, és il11portalll fer nolar que la descripció local 

donada per la defonnació versal permet provar que cada estrat és una varielat difereneiable . 

Aquesta e;tratificació, que designarem per [JI,' , indueix de forma natural una partició en l'espai 

de parametres .\, que és coneguda amb elnom de diagrama de bi/ú/'mció de la fal11í1ia. El dia­

grama de bifurcació dóna informació precisa respecte de les propietals qualitatives deis sistemes 

de la família així com de I'cfecte de pertorbacions locals deis parll111etres . Tanmatcix. cal afegir 

alguna condició per poder assegurar que el diagrama de bifurcació és rcalment una cstratificació. 

Aixó ens condueix a considerar només famílics (mI/SI 'el'Se.\' a I' estratitieació [JfI· . Per aquestes 

I'amílies es té una importat propietat: la co-dimensió eI'un estrat en I'espai de parametres .\ és 

la mateixa que la co-dimensió del eorresponenl estrat de I'estratilicació 131\'. Així dones, per a 

una ramília transversa lenim una limitació precisa sobre les possibilitats de eanvi de l'estructura 

local de la família. 

Aleshores ens pregunlem: Hi ha "molles" falllílies transverses a l'estralifieaeió Bl\',! És aquí 

on juguen un paper illlportanl les condicions de regularitat de Whitney. En efecte. és sabul que 

si es doncn aquesles eondieions "quasi" tolcs les famílies són transverses. És importan! dones 

saber si J'estratifleaeió [JI\" satisfit aques tes condieions. Només es eoneix una resposta parcial 

a aquest problema que és la que dóna elteorem<l següent. 

Teorema 6.1 Si //1 = 1. /'estratificaciá Bl\' l 'eriJica les cOl/diciol1s de /'egularira( de Whi(lley. 

Amb aguest exemple finalitzem aquesta "lli<;ó" en que. tal COIll helll dit al eOlllen<,:alllelll, hem 

volgut posar de manifest I'entronealllent de diversos problellles de la teoria de sistemes lineals 

amb eonceptes i tecniques bitsiques de l'algebra lineal, de la geollletria i la topologia. Moltes 

gracies per la vostra aleneió. 


