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SISTEMES LINEALS: una aproximacio a algun dels seus conceptes i problemes relevants

1 Introduccio

D’una forma simple I'estudi dels sistemes fisics reals pot esquematitzar-se a través del procés
descrit en el diagrama adjunt
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[ Simulacio

Si apareixen diversos models d’un sistema real es perque, efectivament, un mateix sistema fisic
pot admetre diverses modelitzacions. Per exemple:

e Si volem calcular I'impuls i el combustible necessaris per posar un satel-lit en orbita po-
dem identificar (modelitzar) el satel-li com una particula (especificada per la seva massa,
posicio i velocitat).

e Una vegada esta en orbita, per estudiar ’orientacié de la seva antena, és necessari mod-
elitzar el satel-lit com un cos rigid movent-se al voltant del seu centre de masses.

e Siel satel-lit és grand i si les maniobres es fan molt rapidament potser s hauria de mod-
elitzar com una estructura flexible i tenir en compte els seus nodes de vibracio elastica.

Per tant, no existeix cap requeriment de que el model s’assembli, d’alguna manera, al sistema
real: 1"nic que es requereix €s que, per al problema que es consideri, ¢l model permeti fer
prediccions ttils amb un cost raonable.

Un model d’un sistema fisic real s’anomenara simplement un sistema.

Associat a un sistema existeix un conjunt de variables: voltatges electrics, corrents, forces
mecaniques, desplacaments, fluxes, temperatures,... que, en general, poden canviar amb el
temps. Algunes d’aquestes variables poden ser modificades per tal de produir un determinat
efecte sobre d'altres: les primeres son les variables d’entrada o estimuls o excitacions i les
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segones variables de sortida o resposta. Sempre suposarem que hi ha un nimero finit d’aquestes
variables.

El conjunt de variables d’entrada i sortida no estan definides de manera tnica. Tanmateix, un
cop s han escollit, tenim una situacié definida, segons la qual el sistema rep uns estimuls o
entrades i els transforma en unes respostes o sortides.

Les variables d’entrada les notarem habitualment per 1y, ..., u,, i les de sortida per y,. . .., Yp-
Les variables d’estat sén un conjunt de variables que determinen de forma dnica Iestat del
sistema, una vegada s’ha fixat un valor per a elles, en un instant #y, aixi com les variables

d’entrada u(t),...,u,(t), per a t > ty,. Suposarem també que sén un ndmero finit i les
designarem habitualment per @y, .. ., B

Els sistemes que considerem son aquells que admeten una representacio de la torma

a(t) = Ax(t) + Bu(t) (EE)
y(t) = Cx(t) (ES)

on A, B i C' sén matrius reals de tipus n x n, 1 X m i p x n, respectivament. En aquesta repre-
sentacié x(t), u(t) i y(t) sén funcions vectorials que representen 'estat del sistema, I’entrada
o control i la sortida o resposta, respectivament. Observis que la primera igualtat (EE) és una
equaci6 diferencial matricial que descriu I’evoluci6 de I"estat del sistema .c(#) sotmes a excita-
cions externes u(%) i s’anomena I'equacio d’estat del sistema, en tant que la segona (ES) és una
simple igualtat algebraica que diu quina és la sortida en funcio de I'estat i que conseqlientment
s’anomena equacio entrada/sortida (per simplificar i perque en la majoria de casos €s aixi, es-
tem suposant que la sortida no depén del control u(t)). Suposarem que I’aplicaci6 u(t) verifica
condicions suficients de continuitat perque es pugui aplicar a (EE) el teorema d’existencia i
unicitat de solucions, fixades les condicions inicials. De forma més explicita, la representacié
anterior ens diu que fixat un estat inicial x5 en # = 0 per cada funci6 u(t), I'equacié EE ens
determina una tnica funcié x(t) tal que 2:(0) = x; i I'equacié ES ens déna per cada () la re-
sposta o sortida y(#) del sistema. Naturalment, si variem u(t), les funcions () i y(¢) variaran
de forma corresponent. Es ben sabut que en aquest cas en qué les matrius sén constants, les
solucions estan definides en qualsevol interval real i venen donades per,

ot
x(t) = el Axy + / A Bu(r) dr .

/0

Per brevetat designem aquesta solucié per (t, 0, xg, u(t)). Tal com hem dit anteriorment anem
a considerar alguns problemes qualitatius de la representacié matematica anterior. Denotarem
per 3 el sistema representat per les equacions anteriors. El fet que 3 vingui representat per
aquest tipus d’equacions on les matrius A, B i C' s6n constants es tradueix dient que X és un

sistema lineal invariant en el temps.
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2 Controlabilitat

El problema que ens plantegem és el seglient: Fixats, no solament |"estat inicial .r, sind també
un estat final .ry al cap d’un temps ¢, ens preguntem si existeix algun control u(t) tal que la
solucid corresponent «(f) de EE amb aquest control que verifiqui .x(ty) = &g, també verifiqui
que r(t;) = rp. Siaixd succeeix, per a qualsevol estat inicial i per a qualsevol estat final es
diu que el sistema ¥ o que el parell (A, B) és controlable. (Observis que en aquest problema
I’equaci6 ES no té cap intervencio).

En el cas que estem suposant on - i B son matrius constants, es tracta doncs de veure si
I’equacid

ot
€ —eb '.r', = / (‘“’"T)Bu(r)flr
0

té solucio en u(7), qualssevol que siguin .,y € R" i 4, > 0. La resposta és particularment
simple i de naturalesa algebraica. En efecte, es té el teorema seglient.

Teorema 2.1 El sistema X és controlable si, i només si,
rang (B AB ... A"7' B)=un.
Aleshores, la funcio de control fent ty = 0 ve donada per
u(t) = BTe 2

on z és 'iinica solucio de 'equacio

o
T T —p
(/ A "BBT e T(’T) e L
Jo

Lamatriu (B AB ... A""'  B) s’anomena matriu de controlabilitat de .

Observis que per a aquests sistemes en qué A i B s6n matrius constants, la controlabilitat del
sistema no depen de f, ni de 7.

Ejemplo 2.2 Mostrem una aplicacié d’aquest teorema.
Considerem el sistema fisic (recordis el model!) de la figura
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on u, son els cabals, A; I"area de les seccions transversals dels diposits, /; les altures de liquid,
L <i<3iR;, 1</ <?24és unaconstant de resisténcia al pas de liquid entre dos diposits.
Amb hipotesis fisiques convenients, les equacions de continuitat queden en la torma

1 ([/'] - 7})1 */Iz

Al— = ——— 4wyt
" 7 wi(t)
dhy  hy—hy  ho— hy
i J e UL R M R NG
*dt R, Ry 2(1)
(U)'; hy — II';
A3— = ——— + uz(t
3 i R, uz(t)
Si prenem com variables d’estat les altures, és a dir, si fem /i; = 1, 1 <7 < 3 i suposem, per
exemple, A, =1, 4, = Ay =2/31 R; = R, = 1/2 les equacions anteriors queden
-3 3 0 a0 0
i = 2 =1 2 lxz+ 0 ay, 0 7
0 3 =3 0 0 «y
\ B
frif| U,
ona = [xo), u = [u] i, 1 < i < 3 s6n constants positives. El problema de la
Try Uz,

controlabilitat d’aquest sistema consisteix en determinar si fixades les altures en ¢ = 0, x(0) i
ent =T > 0,.r(T), existeixen cabals u; tals que al cap del temps 7" les altures que inicialment
eren (0), al final siguin (7). La resposta la dona el teorema anterior: Es comprova facilment
que rang (B AB A?B) = 3 i per tant la resposta és si. (Naturalment, en un plantejament
teoric en qué les altures finals fossin més petites que les inicials, les funcions u;(¢) podrien
prendre valors negatius amb una evident interpretacio fisica).

En aquest mateix exemple, suposem que només funciona una de les aixetes i ens fem la mateixa

831
pregunta que abans. Si, per exemple, només funcions u;, la matriu B queda | 0 | ila matriu
0
de controlabilitat continua rang 3, per tant és possible controlar el sistema només amb I'aixeta
Uy.
Per contra, es comprova facilment que no és possible fer-ho només amb I'aixeta u; ja que si
0
B = | ay |, la matriu de controlabilitat té rang 2.
0

Si el sistema no és controlable ja no és possible controlar las trajectories x() perqué puguin
assolir un estat final arbitrari al cap d’un temps fixat, també de forma arbitraria. Ens podem
preguntar si existeix un subespai de I'espai d’estats R” on aquella propietat segueixi sent certa.
La primera condicié que cal exigir és que si I’estat inicial pertany al subespai es pugui controlar
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la trajectoria de forma que tota ella romangui en el subespai. Aixo condueix a la definicié de
subespai (A, B)-invariant que donem a continuacid:

Un subespai S de R" es diu (A, B)-invariant si per a tot vy € S existeix un control u(t) tal que
six(t) = @(t. 0,09, u(t)) aleshores () € S peratott > ().

Aquests subespais tenen, també, una caracteritzacio algebraica simple que recollim en la pro-
posicio seglient.

Proposicion 2.3 Un subespai S de R" és (A, B)-invariant si, i només si, existeix I' € M, .., (R)
tal que
(A+BF)SCS.

Observis que, en particular, els subespais A-invariants son (A, 13)-invariants (F' = 0!) De-
signem Inv (A, B3) el conjunt de subespais (A, B)-invariants.

Un d’aquests subespais A-invariants té la propietat que requeriem al principi d’aquesta dis-
cussio. Es té, en efecte, el resultat segiient.

Proposicion 2.4 Sigui I\ la matriu de controlabilitat de (A. B). Aleshores Im K és un subespai
A-invariant tal que per a tot vy, xy € Im KN i T > 0 existeix un control u(t) tal que si x(t) =
o1 0 () aleshores o (t) € Im K peratott > 0ix(T) = xy.

K rep el nom de subespai de controlabilitar de Y.

Més generalment existeix un subconjunt C'tr(A, B) de Inv (A, B3) tal que cadascun dels seus
elements gaudeix daquesta propietat; és a dir: S € C'tr(A, B) si pera tot ry,.ry € SiT >0
existeix un control u(t) tal que si x(t) = p(t, 0,20, (1)) aleshores x(t) € S peratott > 0i
2(T) = xy. El subespai S es diu que és un subespai de controlabilitat de X o de (A, B) .

Com en el cas anterior existeix una caracteritzacio algebraica d’aquests subespais I’enunciat de
la qual €s una mica més sofisticat que I’anterior i I’ometem. De fet en la literatura habitual de
la teoria de control se sol donar com definicié pel que fa als subespais (A, B)-invariants com
als de controlabilitat, la caracteritzaci6 algebraica esmentada, ja que és a partir d’aquesta que
s’estudien més comodament les seves propietats.

Aquesta discussié obra un linia d’estudi interessant dintre de la teoria de sistemes lineals. En
efecte, per estudiar Inv (A, B) i C'tr(A, B) el primer que fem és considerar la seva particio
natural per dimensi6 dels subespais. Es a dir, considerem els subconjunts respectius Inv 4( A, B)
i C'try(A, B) formats pels seus subespais de dimensié d. Es tenen aleshores les inclusions

Ctry(A, B) C Inv 4(A, B) C Gry(R")

on Giry(R") és la varietat grassmaniana de subespais d- dimensionals de R” . Sorgeixen aleshores
diverses preguntes relatives a la seva estructura diferenciable, algebraica, topologica,... D algunes
d’elles es coneix la resposta, d’altres encara no.
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Per exemple, Inv (A, B) i Ctry(A, B) son subvarietats estratificades de G'ry(R" ), de les quals
es coneix explicitament la dimensi6 de cada estrat. Aixo és interessant ja que, per exemple,
permet saber en quines condicions la dimensio és zero. Se sap que si substituim R per C,
tant Inv 4(A, B) com cadascun dels seus estrats sén connexos, pero s’ignora si C'try(A. B) té
aquesta propietat. Aixi mateix s’ignora la naturalesa algebraica d’aquestes varietats.

3 Observabilitat

La determinaci6 directa dels estats d”un sistema pot resultar molt complicada o impossible. Per
exemple, considerem un forn representat per la figura adjunta

on la temperatura interior 75 es controla variant la potencia térmica u(7) aportada a través de
les parets del forn, mitjancant una resisténcia electrica. Suposant una dificultat o impossibilitat
de mesurar directament 75, ens pregunten si és possible coneixer 7, en un instant fg, a partir del
coneixement de w(#) i T} durant un interval [ty. {,]. Com veurem, amb hipotesis fisiques conve-
nients aixo és possible, és a dir, podem determinar ’estat del sistema en un instant si coneixem
el control i la sortida al llarg d’un interval. Direm aleshores que el sistema és observable (en
fy). De forma general, es diu que el sistema X és observable en t, si per qualsevol estat inicial
g = x(ty), existeix t; > ty tal que xy queda determinat de forma iinica pel coneixement de
u(t) iy(t) pertott € [fo,ty].

Novament aquest problema té una solucié senzilla per als sistemes que estem considerant.
Es té, en efecte, el resultat segtient.

Teorema 3.1 El sistema X és observable en t si, i només si,
C
CA
rang ) =n
C' A" =

i, en aquest cas, [’estat inicial .o ve donat per (suposant ty = 0)

'IT - )
ro= M(t;) ™! / 7 ll(’l!/(T)(/T
J0
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At
on M(ty) = / e CTCe™dr
Jo

('1
| oea | I |
La matriu . s’anomena matriu d’observabilitat del sistema. Observis que la condicié
(‘ _11171
d’observabilitat només afecta les matrius A;. Es per aixo que el parell (C', A) es diu observable
si verifica la condici6 del teorema.
Analogament al que hem vist anteriorment, observis que per als sistemes que estem estudiant
la condicié d’observabilitat és independent del temps.
Si tornem a I’exemple del forn el primer que cal fer és obtenir la representacié matematica del
model. Amb hipotesis fisiques convenients es demostra que si considerem com variables d’estat

les diferencies de temperatures iy = 1) — T, x» = T — T, aquest sistema es representa per

ayhy + azhy ayhy 1
o o (&1 & . o
oty = & Fy "1}” x(t) + r(]l u(t)
(8] (&)

on ¢ €s la capacitat calorifica de les parets del forn, ¢, la del seu interior, a; i a, les arees
de les superficies interior i exterior i hy, hy els coeficients respectius de transferéncia térmica
d’aquestes superficies.
La matriu d’observabilitat d’aquest sistema €s

1 0

arhy +ashy  ayhy

C Ci
que, clarament té rang 2. Per tant el sistema és observable, és a dir, mesurant u(?) i y(t) = 1 (t)
al llarg d’un interval [{5.7,] podem deduir I'estat en , i per tant la temperatura 75 en aquest
instant.

Malgrat que entre les definicions geomeétriques donades de controlabilitat i observabilitat d’un
sistema lineal no €s aparent que existeixi cap relacié anem a veure que, pel contrari, es poden
reduir una a Ialtre a través del sistema dual que tot seguit introduim.

S’anomena sistema dual de X el sistema lineal ¥, definit per
i(t) = ATx(t) + CTu(t)
y(t) = Blx(t)

(AT és 1a matriu transposada de A).
Es té aleshores, el interessant resultat segiient.
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Proposicion 3.2 Un sistema lineal ¥ és observable si, i només si, el seu dual ¥, és controlable.

Observis que amb aquest resultat el teorema 3.1 resulta immediatament del teorema 2.1.

Pel que fa a I’observabilitat, acabem dient que quan el sistema no és observable es poden plante-
jar giiestions similars a les que hem introduit al parlar de sistemes no controlables. En particular,
es defineixen els subespais (C'. A)-invariants simplement per dualitat: Un subespai 5 de R" és
(C'. A)-invariant si S* és (AT C'T)-invariant. Aleshores s’introdueixen les varietats Inv (C', 4)
(resp. Inv 4(C'. A)) formada pels subespais (€', A)-invariants (resp. (C', A)-invariants de di-
mensié d) que condueixen a resultats i problemes analegs als que hem comentat pels subespais
(A, B)-invariants.

Un problema particularment interessant on la varietat Inv ,(C', /A) juga un paper important és
el conegut com “Disturbance Decoupling Problem (DDP)”, la formulaci6 del qual és senzilla i
donem a continuacio.

Suposem que I"entrada « del sistema es descompon en dos parts que representem per (’;) on ¢
és una pertorbacié no desitjable perd que no podem evitar. Les equacions del sistema prenen

aleshores la forma

=
I

Ar(t) + Bu(t) + Qq(t)

Cr(t)

e
=
Il

El DDP consisteix en trobar, si és possible, una realimentacio d’estat, s a dir una nova entrada
i = u — Fr de tal manera que la pertorbacio ¢(1) no tingui cap influéncia a la sortida y(7). Es
a dir es tracta de trobar F' de manera que la sortida y() del sistema representat per

(A+ BF)ux(t) + Bu(t) + Qq(t)

22
-
Il

.:

=

T
Il

Cx(t)
no depengui de q(t). La solucié d’aquest problema la proporciona el resultat segtient.

Proposicion 3.3 Denotem per J (A, B:ker C') Utinic subespai (A, B)-invariant maximal con-
tingut a ker C'. EIl DDP té solucid si, i només si

() J(A. B:iker () D Im Q.

Aleshores té interes considerar per una () genérica la maxima dimensié de Im " de forma que
es verifiqui la inclusié (¥). Per dualitat aquest problema és equivalent al de trobar la minima
dimensi6 de ker (' tal que (ker C') - sigui un subespai (BT, A" )-invariant de maxima dimensio
contingut en (Im Q). T aixd a la seva vegada és equivalent a determinar el maxim enter d tal
que la interseccio

Gr,4(F)nlnv BT, A? )
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no sigui buida, on F=(Im Q)" iInv ,(B”, AT) és I'estrat de maxima dimensi6 de Inv , (B, A”).
Clarament apareix aqui la convenieéncia de saber si els estrats d’aquesta varietat son varietats al-
gebraiques. Com que aix0 no és sabut en I’actualitat, cal abordar aquest problema des d’un altre
punt de vista. Per exemple, a través de 1"obtenci6 de sistemes de coordenades de Inv , (B, AT).
Aixd és possible i condueix a una formulacié de la solucié més complexa, encara que més
explicita ja que permet obtenir no solament la dimensié d siné també una parametritzacié del
conjunt de varietats lineals Im C'.

4 Realitzacio

En la representaci6 del sistema ¥ a través de les equacions

Il

Ax(t) + Bu(t)

u(t) = Ca()

la sortida del sistema y(f) s obté a partir del coneixement de I'estat r(#). Es possible no obstant
obtenir una relacié directa entre la entrada u i la sortida y. En efecte, si suposem el sistema
inicialment en repos, €s a dir x(0) = 0. aplicant la transformaci6 de Laplace a ¥ obtenim
facilment la relacio

J(s) = C(sI, — A)" ' Bi(s)
on 7(s) i 7(s) son les corresponents transformades de Laplace de wu(f) i y(#).

La matriu p x m, H(s) = C(sI, — A)~' B s’anomena matriu de transferéncia del sistema.
Es tracta d’una matriu amb coeficients funcions racionals en s, el numerador de les quals té
grau estrictament inferior al denominador; aixo s’expressa escrivint H (o) = 0. En la practica,
succeeix sovint que la descripcié matematica del sistema en termes d’equacions diferencials no
és coneguda, perd en canvi H (s) por determinar-se a partir de mesures experimentals o per altres
consideracions. Aleshores resulta til trobar un sistema en la forma habitual que hem vingut
considerant, la matriu de transferéncia del qual sigui precisament H (s). Aixd ens condueix a la
definicio de realitzacid.

Si H(s) € My, (R(s)) és tal que H(oo) = 0, direm que H (s) és una matriu racional propia.
Aleshores s’anomena realitzacié de H (s) tota terna (A, B, C') que verifiqui la igualtat

C(sl, —A)'B=H(s).

Observis que €' ha de tenir p files i B m columnes, perd que el nombre de files i columnes de
A, n no queda determinat.

Es demostra que aquest problema té solucid i que aquesta no és dnica. Naturalment, es planteja
aleshores el problema de determinar una realitzacié que tingui el menor nombre de variables
d’estat. Una tal realitzacié s’anomena realitzacié minimal i ve caracteritzada per la proposicié
seguent
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Proposicion 4.1 Una realitzacio (A, B, C') de H(s) és minimal si, i només si (A, B) és contro-
lable i (C', A) és observable.
El nombre de variables d’estat d’una realitzacié minimal de H(s) s’anomena grau de Mac-
Millan de H (s).
Les realitzacions minimals no sén dniques, perd estan relacionades d’una forma molt interes-
sant, tal com es posa de manifest en el resultat segtient
Proposicion 4.2 Dues ternes (A, B, C) i (A, B',C") son realitzacions minimals de H(s) si, i
només si, existeix una matriu invertible S tal que
A'=87148, B =5"'B ¢ =08

En general, dos sistemes lineals ¥ i X' definits per ternes (A, B, ') i (A, B', ("), respecti-
vament, es diuen algebraicament equivalents si les matrius que els defineixen verifiquen les
igualtats anteriors. Aquestes igualtats son, de fet, la traduccié d’una important relacio entre els
sistemes de la que ens ocuparem en la seccio segiient. En efecte, és senzill demostrar que ¥ /
S s6n algebraicament equivalents si, i només si, ' s'obté a partir de Y. mitjangcant un canvi
lineal de variables d’estat, és a dir, si existeix S € Gl(n, R) tal que & = Su'.
Sembla raonable “identificar’dos sistemes lineals ¥ i ¥ que siguin algebraicament equivalents.
De forma precisa aixo es pot formular de la manera segtient. Denotem per

Yomp = {(A.B,C); (A, B) és controlable i (C', -1) és observable}
i fem operar el grup lineal G((n) sobre ¥, ,, , mitjangant

(e G((”) X Sll.m.[l S!l.m.])

a(S, (A, B,C)) = (S7'AS, S7'B,CS).

L'espai d’orbites {a(S, (A, B,()); S € Gl(n)} := (4. B.C) el denotem Y.m,p 1 cada Orbita
representa un sistema lineal, modul un canvi lineal de les variables d’estat. Aquest espai
d’orbites X, ,,,,, es pot dotar d’una estructura de varietat diferenciable. Un fet remarcable
d’aquesta estructura ens el dona la proposicié seglient.
Proposicion 4.3 La projeccio natural @ : ¥, ,,,,, — 5, €s un Gl(n)-fibrat principal que
és trivial si, i només si, min(m. p) = 1.
Aleshores si designem per Rat ,,,,,(R) el conjunt de matrius racionals propies, el grau de
McMillan de les quals és 7, les proposicions 4.1 i 4.2 ens permeten concloure el resultat segiient.
Proposicion 4.4 L'aplicacio

P Rat ::.l::./)(R) ’ Su,/n.p
definida per p(H (s)) = (A B.C') on (A, B.C') és una realitzacié minimal de H(s) esta ben

definida i és un homeomorfisme.

R
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Es clar, aleshores, que aquesta bijeccié permet traslladar propietats topologiques d’una varietat
a I'altre.

5 Formes canoniques

L'accié de grups juga un paper important en la teoria de sistemes lineals. Per exemple, en
diversos problemes de control i estimacid apareixen transformacions lineals de coordenades en
els espais d’estats, d’entrada o de sortida, realimentacions lineals d’estat i injeccions de sortida.
Aquestes transformacions es poden descriure com I’accié de determinats grups de matrius sobre
la terna de matrius (A, B, (') que defineix el sistema lineal Y.

Per exemple, denotem per conveniencia les ternes ¥ que defineixen els sistemes lineals en

forma de matrius per blocs, ¥ = (‘(4, (l;

de controlabilitat o observabilitat). Considerem el conjunt G de parelles de matrius per blocs

(M.NyonM = (5 ). N=( ¢)ambT.W il matrius invertibles nx n, px pim xm,

respectivament. Aleshores, aquest conjunt G amb el producte definit per

) iper X, ., el conjunt de totes elles (sense hipotesis

(M, N)Y(M',N") = (MM',NN'")
és un grup G i si definim una aplicacié o : G x i,,,,,,_,, — i,,‘,,,‘,, mitjancant
gx Y i=a(g,Y) = MIN',

on g = (M, N), resulta que la imatge de ¥ per la composicié de les transformacions anteriors
és precisament MY N !,

L'acci6 d’aquest grup produeix una particié de f,,_,,,_,, en classes d’equivalencia o orbites: ¥ i
¥, pertanyen a la mateixa orbita si ¥, = ¢ ) pera algun g € G.

Un dels problemes que es presenta aleshores és caracteritzar aquestes Orbites a través d’un
conjunt d’invarifmts. Més precisament, es tracta de trobar una funcié (no té perqué ser tinica)

r : En.m..p —F Sunmp tal que
(i) ¥iI'(X) pertanyen a la mateixa orbita, és a dir, (X)) = g % ¥ pera algun g € G.
(i) I'(X;) =T'(X,) si, i només si, By = g x ) peraalgun g € G.

Aleshores I'() és un element de ¥, ,,, , que caracteritza I"orbita definida per ¥ i que s’anomena

forma canonica de X i els elements que defineixen I'(X) constitueixen un conjunt complet

d’invariants de I’orbita.

La determinacio efectiva d’aquesta forma canonica, o equivalentment del seu conjunt com-
plet d’invariants, és un problema important de la teoria de sistemes lineals (per exemple, per a
I"aplicacio de la teoria d’Arnold per a I’estudi de deformacions locals). Problema que, natural-
ment, es planteja de forma analoga per a d’altres accions de grups que resulten de considerar
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les diverses transformacions que hem considerat al comencament d’aquesta seccid i que con-
stitueixen casos particulars del cas general que estem comentant.

Continuant amb aquest cas notem que si designem per ¥, ,, , 'espai d’orbites de ¥, , per
IPaccié de G, I"aplicacio I indueix una aplicacid injectiva, que seguim denotant I,

l . LII.I”.[‘ SILIH.I}
i, naturalment, tenim també una projeccié natural
e Ln.m.p ? Sn.m.]r

a través de la qual es dota ¥, ,, ,, de la corresponent estructura topologica inicial.
Notis que I" és una seccié de 7, €s a dir, és una aplicacid (no necessariament continua!) tal que
7o '=Id.

Es plantegen aleshores diversos problemes d’interes en teoria de sistemes relatius a I i 7. Citem
com més importants |'existencia de I" continua i I’estudi de I'estructura topologica i geometrica
de ¥, ,,,, (connexid, cohomologia, estructura algebraica, diferenciable, analitica,...)

Poc és conegut en el cas general considerat anteriorment, i forca més en el cas particular, en que
J=0,K=0WW=1,iV = I,. Observis que, en aquest cas ["accié de G es redueix a canvis
lineals en les variables d’estat ja que com es comprova tacilment

g% (A, B,C)=(TAT", TB, CT™")

accio que ja hem considerat en I’apartat anterior.
Indiquem i comentem alguns d’aquests resultats. En tot el que segueix suposarem que el cos
d’esclars és C.

(i) El problema d’existencia d’una forma canonica " pel cas general és equivalent al prob-
lema segiient de classificacié de parelles d’aplicacions lineals. Considerem dos espais
vectorials de dimensid finita Z, X' i en el conjunt £(Z, X') definim la relacié d’equivaléncia
(f.g) ~ (f'.¢) si existeixen automorfismes ¢ de Z i de X tals que /' = ' o fop!

ig' =1 ogop . Aleshores el problema d’existéncia d’una forma candnica és equiv-

alent al problema de classificacié de parelles d’aplicacions lineals (f.¢) per la relacid
d’equivalencia anterior.

Aquest problema té una solucio explicita que, gracies a I’equivaléncia anterior, es pot

obtenir per metodes geometrics. Observis que si X' = {0}, I’equivaléncia considerada es

redueix a la relacié de conjugacié. Una forma canonica €s en aquest cas ben coneguda:
la forma de Jordan. Diguem que el cas X' # {0} és notablement més complicat i afegim
que si Z = X' i ¢ = o, la classificacio de parelles d’endomorfismes per aquesta relacié

€s un problema obert.
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Enresum: Existeix unaforma canonica per 'accio general considerada en aquest apartat.
Aquesta forma pero no és continua.

Poc o res es coneix relatiu a Iestructura topologica i geometrica en aquest cas general.

(ii) Considerem finalment el cas particular comentat anteriorment. Aleshores i sota la hipotesi
de que el parell (A, B) és controlable es tenen els resultats segtients.

Proposicion 5.1 1) Y, €5 una varietat algebraiea llisa.

2) La projeccio @ : %y 1 — Sy €s un Gl(n, C)-fibrat principal que és no trivial si

m > 1.
3) No existeixen formes canoniques globals per a m > 1.

Si a més, suposem C' = 0, és coneguda la homologiade ¥, ,, (:= X, , o). Més concretament es
té la proposicié segiient.

Proposicion 5.2 Els grups d’homologia singular de X, ,, son isomorfs als de la grassmaniana
Gr (T, pero no ho sén els corresponents anells de cohomologia.

6 Families de sistemes lineals

Si A denota un entorn obert de O € R" i {2} denota el conjunt de sistemes lineals definits per
ternes de matrius (A, B, (') de tipus 1 x n, n X m i p x m, respectivament, una familia de
sistemes parametritzada per A és una aplicaciéo F' : A — {X}. La familia es diu continua,
diferenciable, analitica.... segons que ho sigui I"aplicacié F.

Families de sistemes apareixen de forma natural en la teoria de sistemes lineals. Per exemple,
en I’estudi de sistemes sotmesos a pertorbacions o a incertesa de tots o part dels parametres que
defineixen les matrius del sistema, en Iestudi de I’existéncia de formes candniques continues,
01 (e

Una de les branques de les matematiques que més interaccionen amb I’estudi de families de
sistemes €s la geometria. Ho il-lustrarem amb un exemple.

Suposem que volem estudiar les pertorbacions locals d’una familia de sistemes i () = A(\)x(f)+
B(A)u(t) (ens limitem a considerar 1"equaci6 d’estat) és a dir d’una aplicacié (que suposarem
C*> oanalitica) F' : A — M,,(C) x M, ,,(C) (= M).

El metode utilitzat €s Iintroduit per Amnold en "estudi de pertorbacions de matrius quadrades.
Aixi, es considera la particié de M en orbites per la restriccié a M del grup G introduit a la
secci6 4. Es a dir, si seguim denotant per G aquesta restriccié, 1'accié sobre M ve definida per

" _ p-1 P @
g+(A,B)=P (A.B)(R Q)
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onhemescrit P=7"",Q =V"', B = —V"'AT~". Com ja hem dit a la seccié anterior cada
orbita té una forma canonica que anomenarem forma de Brunovsky-Kronecker.

Aquestes orbites constitueixen una estratificacié de 'espai M i I'estudi de les pertorbacions
lineals del sistema donat es podria realitzar a partir de la descripcié local d’aquesta estratificacio
que a la vegada pot obtenir-se a partir de la deformacio versal del parell (A(0), B(0)). No
obstant aix0, i com succeeix en el cas de matrius quadrades, la particié anterior de M en
orbites no és localment finita. Cal doncs considerar una nova estratificacié de M, en que cada
estrat esta format per la no numerable unié d’orbites que tenen els mateixos invariants discrets
perod no necessariament els continus. Aleshores, és important fer notar que la descripcid local
donada per la deformacié versal permet provar que cada estrat s una varietat diferenciable.
Aquesta estratificacid, que designarem per 31y, indueix de forma natural una particié en I’espai
de parametres A\, que és coneguda amb el nom de diagrama de bifurcacié de la tamilia. El dia-
grama de bifurcacié déna informacid precisa respecte de les propietats qualitatives dels sistemes
de la familia aixi com de I’efecte de pertorbacions locals dels parametres. Tanmateix, cal afegir
alguna condicid per poder assegurar que el diagrama de bifurcacié €s realment una estratificacio.
Aixo0 ens condueix a considerar només families transverses a I'estratificacié BK . Per aquestes
families es té una importat propietat: la co-dimensio d'un estrat en I'espai de parametres A és
la mateixa que la co-dimensio del corresponent estrat de "estratificacié BA'. Aixi doncs, per a
una familia transversa tenim una limitacio precisa sobre les possibilitats de canvi de I'estructura
local de la familia.

Aleshores ens preguntem: Hi ha “moltes” families transverses a Iestratificacié BK? Es aqui
on juguen un paper important les condicions de regularitat de Whitney. En efecte, és sabut que
si es donen aquestes condicions “quasi” totes les families s6n transverses. Es important doncs
saber si I'estratificaciéo BI satisfa aquestes condicions. Només es coneix una resposta parcial
a aquest problema que és la que dona el teorema segtient.

Teorema 6.1 Sim = 1, l'estratificacio B verifica les condicions de regularitat de Whitney.

Amb aquest exemple finalitzem aquesta “Ili¢c6” en que, tal com hem dit al comengament, hem
volgut posar de manifest I’entroncament de diversos problemes de la teoria de sistemes lineals
amb conceptes i técniques basiques de 1'algebra lineal, de la geometria i la topologia. Moltes
gracies per la vostra atencio.




