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1
INTRODUCCION

Una gran parte de la poblacién mundial vive en regiones de alta sismicidad, con
el riesgo de sufrir los efectos de terremotos de distinta severidad. Estos pueden
causar grandes danos materiales y perdidas de vidas; s6lo durante este siglo se
han producido en el mundo més de 1100 terremotos fuertes, ocasionando la pér-
dida de vida de més de un millén y medio de personas. Ejemplos recientes de-
muestran el gran potencial destructivo de terremotos como los de Chile (1985),
México (1985), Armenia (1988), Estados Unidos (Loma Prieta, California, 1989;
Northridge, California, 1994), Colombia (1985, 1994) o Japén (Kobe 1995). Por
ello, en todo el mundo se realizan investigaciones dedicadas a encontrar medidas
que permitan mitigar el efecto de los desastres sismicos.

A lo largo de los anos han sido propuestas diferentes maneras de enfocar el
diseno antisismico de estructuras, todas intentando reducir los efectos que los
sismos producen en ellas. Pero a pesar de los avances en la Ingenierfa Sismica y
en la Ingenierfa Estructural realizados en las tltimas décadas, se ha incrementa-
do el riesgo de pérdidas debidas a los terremotos. Esta afirmacién puede parecer
paradéjica, pero debe tenerse en cuenta que en la actualidad existe una mayor
concentracién de poblacién en las zonas urbanas y que en éstas predominan edi-
ficios de altura, industrias de alta tecnologia, infraestructuras como autopistas
e instalaciones, asi como muchos edificios de alto valor histérico que han sido
construidos sin diseno sismoresistente.

El mencionado incremento puede observarse si se comparan las pérdidas econé-
micas ocasionadas por terremotos como el de San Francisco (1906) y el de Loma
Prieta (1989). Las pérdidas econémicas causadas por éste ultimo sismo son del
mismo orden o incluso algo superiores a las generadas por el gran terremoto de
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San Francisco de comienzos del siglo, a pesar de que la la energia liberada por
el sismo de San Francisco fue 63 veces superior a la del sismo de Loma Prieta.
Ademas, el epicentro del terremoto de Loma Prieta se situé a 90 km de la ciudad,
mucho més lejano que el epicentro del terremoto de San Francisco. Otro ejemplo es
el terremoto de Northridge (1994), con una magnitud inferior al de Loma Prieta,
el cual ha llegado a producir las enormes pérdidas de 30 billones de ddlares,
convirtiéndose en el més grave desastre natural de la historia de los Estados
Unidos (Hall 1994) debido, entre otros motivos, a la proximidad del epicentro a
zonas altamente pobladas de Los Angeles.

El diseno convencional de edificios sismorresistentes se fundamenta en los con-
ceptos de ductilidad y redundancia estructural. La ductilidad es la capacidad de
un material de deformarse pldsticamente sin romperse; un material es ductil si es
capaz de deformarse de manera permanente y apreciable en el rango ineldstico
antes de fallar. Las fuerzas inducidas por sismos severos se reducen en funcién de
ambos conceptos, interrelacionados con la capacidad de disipacién de energfa en
los elementos estructurales y sus nudos (Bozzo y Barbat 1995b). La ductilidad
global de un edificio se alcanza por la plastificacién local de estos elementos,
en particular de los extremos de barras donde es mas eficiente el proporcionar
detalles dictiles. Un disenio sismorresistente racional debe garantizar que para
una determinada demanda de ductilidad estructural global no se sobrepase la
capacidad de ductilidad de los elementos, seccional y del material. Pero resulta
dificil estimar de forma precisa la demanda de ductilidad local en cada seccién
de una estructura.

El criterio del diseno sismorresistente convencional requiere que el edificio so-
porte un sismo severo con danos locales que pueden ser importantes pero sin que
se llegue al colapso de la estructura. El diseno convencional no evita los danos
a los elementos estructurales frente a un sismo severo; lo tinico que pretende
es preestablecer las zonas danadas. Sin embargo, la reparacién de los elementos
principales puede ser dificil y costosa.

Por todo ello, en los tltimos anos se han propuesto sistemas de aislamiento de
base y disipacion de energia que localizan los fenémenos no lineales en dispositivos
que no son parte de la estructura y que son sustituibles en caso de averfa. El
aislamiento de base desacopla el movimiento de un edificio del movimiento del
terreno mediante dispositivos ubicados entre la estructura y su cimentacién. El
uso de dispositivos de aislamiento de base constituye una técnica avanzada de diseno
sismorresistente que estd siendo empleada en varios paises, principalmente en
Japén, Estados Unidos y Nueva Zelanda.

De los diversos tipos de dispositivos desarrollados para el aislamiento sfsmico
de base, de los cuales se hace una revisién en el Capitulo 2, los més utilizados
en Estados Unidos y Japén son los de elastémero laminado. En Nueva Zelanda
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los mas utilizados son dispositivos de elastémero laminado con nicleo de plomo
(SMiRT11 1991, Skinner, Robinson & McVerry 1993).

Estos dispositivos estdn constituidos basicamente por capas alternadas de elas-
témero y acero. Las capas de elastémero proporcionan una gran flexibilidad hori-
zontal al sistema, mientras que las capas de acero aseguran su rigidez vertical. La
flexibilidad horizontal de los dispositivos incrementa considerablemente el periodo
fundamental del edificio, alejandolo del periodo predominante de los terremotos
esperados. Esto significa un cambio en la dindmica del sistema aislado en com-
paracién con un sistema convencional. Ademds, frente a un movimiento sismico,
las deformaciones se concentran en los dispositivos de aislamiento, reduciéndose
los desplazamientos relativos entre los pisos del edificio y por lo tanto eliminan-
dose o disminuyéndose los posibles danos por plastificaciéon de los componentes
estructurales asi como los danos en los componentes no estructurales. Adicional-
mente, utilizando elastémeros de alto amortiguamiento o incorporando un nicleo
de plomo en los dispositivos, éstos pueden disipar una importante cantidad de
energia.

La reduccion de desplazamientos relativos entre pisos en los edificios con aisla-
miento sismico hace que los requerimientos de ductilidad sean minimos en estas
estructuras y mas simple la instalacién de cerramientos y componentes no estruc-
turales, con lo cual los costos de los edificios con aislamiento de base no son nece-
sariamente superiores a los de edificios convencionales de base fija o pueden ser
incluso menores. Skinner et al. (1993) senalan que los costos de edificios con ais-
lamiento sismico en Nueva Zelanda usualmente varfan en +(5-10)% con relacién
a edificios de base fija.

Los dispositivos de apoyo de elastémero laminado son utilizados en diversas
dreas de la ingenierfa. En el campo de la ingenierfa estructural, vienen siendo
utilizados en el apoyo de tableros de puentes, con el objetivo principal de absorber
los movimientos generados por expansion y contracciéon térmica de éstos. En
ingenierfa mecdnica, estos dispositivos son utilizados en el apoyo de maquinaria
para el control de las vibraciones que éstas producen. En ingenierfa ferroviaria
se han propuesto e instalado a nivel experimental como apoyo de traviesas para
mitigar los efectos de las vibraciones sobre edificios construidos en zonas residen-
ciales proximas a lineas férreas (Castellani, Kajon, Panzeri & Pezzoli 1998).

Esta diversidad de aplicaciones condujo a que los dispositivos de apoyo elasto-
mérico hayan sido investigados experimentalmente con cierta amplitud. Los
primeros ensayos, de piezas de elastémeros no reforzadas con ldminas de acero
sometidas a esfuerzo de compresién, fueron realizados por la empresa Dupont
en 1959 (Roeder & Stanton 1983). Posteriormente se realizaron muchos otros
ensayos a compresion y corte (Sanpaolesi & Angotti 1972), torsién (Hausler &
Sayir 1995), compresién y torsién (Hill & Lee 1989) y ensayos de dispositivos
de elastémero laminado a escala real y/o reducida con carga vertical variable e
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imposicién de desplazamientos horizontales ciclicos de amplitud variable hasta un
400% de deformacion por esfuerzo cortante del elastémero y posterior carga has-
ta la rotura de los dispositivos (SMiRT11 1991, Kelly 19915, Kelly 1993, Skinner
et al. 1993, Kelly 1995, Fuller, Gough, Pound & Ahmadi 1997).

Por el contrario, se han publicado pocos estudios analiticos (Koh & Kelly 1989,
Ali & Abdel-Ghaffar 1995, Fuller et al. 1997, Hwang & Ku 1997), lo cual no
resulta sorprendente considerando las dificultades de describir numéricamente
el comportamiento real de los elastémeros. Dicha descripcion deberia considerar
grandes desplazamientos y grandes deformaciones eldsticas no lineales, ademés de
la incompresibilidad de los elastémeros y sus caracteristicas disipativas, conjunta-
mente con el efecto de las placas de acero y en algunos casos de los niicleos de
plomo.

El anélisis de la respuesta de edificios con aislamiento de base desarrollado con
anterioridad se realiz6 modelando los dispositivos de apoyo como barras cuyas
caracteristicas mecdnicas, esencialmente rigidez y amortiguamiento, se tomaron
de ensayos de tales dispositivos realizados en el laboratorio. Para la estructura se
consideré un modelo eldstico lineal, concentrando todas las masas a nivel de los
pisos y utilizando un amortiguamiento proporcional a la rigidez eldstica y masa
de la estructura, dificilmente justificable en la opinién de los autores (Jané &
Barbat 1992, Molinares & Barbat 1994, Barbat & Miquel-Canet 1994, Barbat &
Bozzo 1997). En muy pocos casos se han considerado modelos no lineales para
modelar la estructura (Malangone & Ferraioli 1998, Ferraioli & Malangone 1998).

Dentro de este criterio de andlisis puede citarse a 3D-BASIS, que es una se-
rie de programas de ordenador para el andlisis de estructuras con dispositivos
de aislamiento de base sujetas a movimientos sismicos (Nagarajaiah, Reinhorn
& Constantinou 1991, Nagarajaiah, Li, Reinhorn & Constantsnou 1994). Fue
desarrollado entre los anos 1986 y 1994 en The National Center for Earthquake
Engineering Research de la Universidad de Buffalo en colaboracién con la Uni-
versidad de Missouri Columbia y otras universidades. Este programa considera
a la estructura tnicamente en estado eldstico lineal y con un amortiguamiento
estructural global (5% del amortiguamiento critico para estructuras de hormigén
armado). Programas auxiliares determinan las masas y los momentos de inercia
por piso, considerando luego tres grados de libertad por planta, dos de traslacién
y uno de rotacion, por lo que se pueden estudiar problemas con respuesta acopla-
da desplazamiento lateral-torsién. Los dispositivos de aislamiento se consideran
mediante expresiones analiticas, disponiendo de varias opciones: elemento eldstico
lineal, lineal y no-lineal viscoso e histerético para dispositivos elastoméricos y de
friccién (Buckle 1993). El programa ha sido utilizado como herramienta educa-
cional en un curso de pos-grado bianual en diseno de sistemas de aislamiento de
base en la Universidad de Buffalo y en la Universidad de California en Berkeley.
Dentro del mismo esquema de cédlculo, esto es, expresiones analiticas para los dis-
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positivos de apoyo y estructura en estado eldstico lineal, se encuentra el trabajo
desarrollado por Pan & Yang (1996) y Deb, Paul & Thakkar (1997).

Segtin el conocimiento de los autores no se han publicado estudios donde se
modele numéricamente, y en base a la mecdnica de medios continuos, el compor-
tamiento de edificios con aislamiento de base, aplicando, por ejemplo, el método
de los elementos finitos con modelos constitutivos apropiados para los materiales
estructurales (hormigén y acero) y modelos constitutivos para simular el compor-
tamiento de los elastémeros de los dispositivos de aislamiento.

Si se ha publicado un modelo por elementos finitos para dispositivos de
elastémero laminado con niicleo de plomo y su implementaciéon para la simu-
lacién de puentes colgantes con aislamiento sismico (Ali & Abdel-Ghaffar 1995).
En dicho trabajo el elastémero de los dispositivos es considerado exclusivamente
eldstico, despreciandose su capacidad de disipar energia. Esta simplificacién es
en parte justificable al tratarse de dispositivos donde una parte importante de
su seccién transversal estd ocupada por un nicleo de plomo y, por lo tanto, la
disipacién de energia del dispositivo se considera consecuencia sélo de la presen-
cia de este material. De ninguna manera puede despreciarse el efecto disipativo
del caucho en el caso de dispositivos con elastémeros de alto amortiguamiento,
o con elastémeros normales en rangos de deformacion del 200% y superiores. Ali
& Abdel-Ghaffar (1995) dan comparaciones con resultados experimentales para
deformaciones por esfuerzo cortante inferiores al 75%; en este rango de deforma-
ciones obtienen una muy buena aproximacion.

La empresa Bridgestone en Japén, que ha comenzado la fabricacién de disposi-
tivos de aislamiento sismico en 1981, parece ser la primera companfa en el mundo
que ha desarrollado, luego de tres anos de investigacion, una técnica de andlisis
para estos dispositivos considerando las grandes deformaciones de los elastémeros
con el método de elementos finitos (SMiRT11 1991). No se dan detalles de la for-
mulacién utilizada, pero se presentan historias de desplazamientos y aceleraciones
correspondientes a simulaciones numéricas de un modelo a escala de estructura
porticada, aparentemente de acero, conjuntamente con resultados de ensayos en
mesa vibrante.

El trabajo desarrollado por Moore (1982) para analizar dispositivos elastoméri-
cos mediante el método de los elementos finitos ha sido senalado por Herrmann,
Hamidi, Shafigh-Nobari & Lim (1988) como de utilidad limitada debido a su exce-
sivo costo computacional y problemas de convergencia. Los autores mencionados
han desarrollado un modelo “continuo homogéneo equivalente" para el anili-
sis de materiales compuestos por capas (Herrmann, Hamidi, Shafigh-Nobari &
Lim 1988). Pero, en el andlisis de dispositivos de apoyo, consideran el elastémero
como un material tinicamente eldstico, excluyendo sus propiedades disipativas,
con las limitaciones antes senaladas y utilizando una funcién de energia de de-
formacién que los autores reconocen de validez no demostrada. Se utilizan tres
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sistemas de coordenadas para representar el campo de desplazamientos y se in-
cluyen variables adicionales para considerar efectos de borde y de flexién de
las placas de acero, por lo que su costo computacional también resulta eleva-
do. De los resultados numeéricos presentados (Herrmann, Hamidi, Shafigh-Nobari
& Ramaswamy 1988), la mayoria se centra en deformaciones verticales por esfuer-
zo de compresién y ninguno considera deformaciones por esfuerzos de cortante
con carga ciclica horizontal que, sin duda, son las més importantes en dispositivos
destinados al aislamiento sfsmico de base.

Teniendo en cuenta las ventajas senaladas del aislamiento sismico de base en
comparacién con el diseno convencional de estructuras sismorresistentes y con-
siderando la escasa cantidad de modelos numéricos que permitan una simulacién
por ordenador de estructuras junto con sus dispositivos de aislamiento, el prin-
cipal objetivo de este trabajo es desarrollar un modelo numérico aplicando el
método de los elementos finitos para analizar edificios con aislamiento sismico de
base, discretizando el conjunto estructura-dispositivo de aislamiento. Se pretende,
de esta manera, estimar con mayor precisién la respuesta de tales sistemas y, con
ello, facilitar la tarea de diseno y verificaciéon de las mismas.

A tal efecto se consideran los siguientes objetivos parciales:

e Desarrollo de un modelo constitutivo apropiado para elastémeros. Dicho
modelo constitutivo debe plantearse considerando:

— Grandes deformaciones elasticas. Los elastémeros representan un
claro ejemplo de material homogéneo e isétropo (a nivel macroscopi-
co) con respuesta eldstica marcadamente no lineal en grandes defor-
maciones. Resultados de ensayos indican deformaciones de rotura a es-
fuerzo cortante que varfan entre 440% y 550% (SMiRT11 1991, Kelly
1991b, Fuller et al. 1997).

— Incompresibilidad. Las grandes deformaciones eldsticas de los
elastémeros se producen con cambios de volumen cuasi nulos (con una
dilatacién J—1 del orden 10~%), segtin se pone de manifiesto en ensayos
uni y biaxiales (Ogden 1984).

— Visco-elasticidad y elasto-plasticidad en grandes deformaciones.
Los dispositivos de apoyo elastoméricos presentan cierto amor-
tiguamiento; éste es mdas pronunciado en dispositivos construidos con
elastémeros de alto amortiguamiento (High Damping Rubber Bearing)
que en aquellos construidos con elastémero natural (Natural Rubber
Bearing). El modelo constitutivo propuesto debe ser capaz de capturar
este efecto disipativo y a tal fin se utilizan modelos visco-eldsticos y
elasto-plasticos.
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e Incorporacion del modelo constitutivo propuesto en un modelo general de
andlisis dindmico de estructuras por el método de elementos finitos. Dicho
modelo deberd contemplar:

— El trabajo conjunto de elementos de barra, utilizados en la discre-
tizacion de edificios porticados, con elementos de estado plano, uti-
lizados en la discretizacion de la base y dispositivos de aislamiento
sfsmico.

— Modelos constitutivos apropiados para la simulacién numérica de los
materiales estructurales, esto es, modelos de degradacién para ma-
teriales friccionales —hormigén— y modelos elasto-plédsticos para el
acero.

— Teorfa de mezclas, que permita el trabajo en conjunto de los modelos
constitutivos destinados a materiales friccionales con aquellos destina-
dos a modelar acero para la simulacién numérica del hormigén armado.

— Discretizacién por capas. Los modelos constitutivos precisan infor-
macién de los tensores de tensién y de deformacién a nivel de cada
punto de integracion, lo cual hace necesaria una discretizaciéon secun-
daria a nivel de la seccién transversal de los elementos de barra, esto
es, una discretizaciéon por capas.

e Aplicacién de indices de dano que faciliten la evaluacién del estado global
de la estructura después de la ocurrencia de acciones extraordinarias como
son los movimientos sismicos.

e Estudio numérico del comportamiento de estructuras con sistemas de ais-
lamiento de base elastomérico frente a sismos reales y su comparaciéon con
estructuras similares de base fija. El objetivo es efectuar comparaciones de:

Los desplazamientos del punto mads alto de las estructuras respecto a
la cimentacién y a la base.

— Los desplazamientos relativos méximos entre pisos.

Las aceleraciones absolutas del punto més alto de las estructuras.

— Los indices globales de dano de las estructuras.

Tal como se senald en la seccién anterior, el principal objetivo de esta mono-
graffa es desarrollar un modelo numérico aplicando el método de los elementos
finitos para analizar edificios con aislamiento sismico de base, discretizando el
conjunto estructura y dispositivos de aislamiento. Por lo tanto, en el Capitulo
2, se hace un estudio critico exhaustivo de las caracteristicas principales de los
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distintos tipos de dispositivos de apoyo destinados al aislamiento sfsmico de base.
Posteriormente, en el mismo capitulo se estudian las propiedades mecdnicas de
los dispositivos de elastémero laminado, que son el tipo de dispositivos para el
cual se propone un modelo numérico en los siguientes capitulos. Para finalizar
el Capitulo 2 se describe el anélisis numérico de estructuras con sistemas de ais-
lamiento de base, tal como se viene haciendo este andlisis hasta el momento, esto
es, modelando los dispositivos de apoyo como barras y la estructura en régimen
eldstico lineal concentrando todas las masas a nivel de los pisos.

El Capitulo 3 estd dedicado al desarrollo teérico de modelos constitutivos desti-
nados a simular numéricamente el comportamiento de sélidos con grades deforma-
ciones eldsticas. El modelo constitutivo propuesto deriva de funciones de energia
de deformacion expresadas en funcién de los estiramientos principales (principal
stretches) de los tensores de deformacién y por lo tanto constituye un planteo
general de elasticidad en grandes deformaciones. Posteriormente se particulariza
para materiales elasto-visco-plésticos, tales como los elastémeros, utilizando para
la parte eldstica del comportamiento, la expresién de la energia de deformacion
propuesta por Ogden (1984), con lo cual se incluyen las expresiones denominadas
como Mooney-Rivlin y Neo-Hooke.

La cuasi-incompresibilidad de los elastémeros es tratada a nivel constituti-
vo mediante descomposiciéon multiplicativa del gradiente de deformacién en sus
partes desviadora y volumétrica, lo cual conduce a una descomposicién aditiva
de la funcién energia de deformacion.

La disipacion de energia es tratada mediante modelos de viscoelasticidad y
elastoplasticidad en grandes deformaciones. Estos se consideran como modelos
constitutivos bédsicos que representan, respectivamente, el comportamiento del
caucho y de las particulas agregadas al mismo. Se utiliza la teoria de mezclas
para insertar el comportamiento béasico de cada sustancia en un modelo global de
sélido compuesto.

En el Capitulo 4 se desarrolla la modelizacion de la estructura. Se tratan mode-
los constitutivos elastoplasticos con degradacién y/o viscosidad particularizados
para pequenas deformaciones, para ser aplicados a materiales friccionales, tales
como el hormigén y para materiales metdlicos elastopldsticos como el acero.

En esta monografia se supone que las estructuras apoyadas sobre los dispositi-
vos de aislamiento antisismico estdn formadas por porticos de hormigén armado
y éstos se modelan utilizando elementos de barra de Timoshenko. La seccién
transversal de estas barras se discretiza en capas, estando las capas internas com-
puestas por un tinico material, hormigoén, y las capas externas por dos materiales,
hormigén y acero. Para modelar adecuadamente estas 1iltimas se utiliza, una vez
mas, la teorfa de mezclas que permite el trabajo en conjunto de los modelos cons-
titutivos destinados a materiales friccionales con aquellos destinados al acero.
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El dano que puede sufrir un edificio a causa de una accién sismica puede ser
de dos tipos: estructural, que se produce en elementos que forman parte del sis-
tema resistente y no estructural, que ocurre en los elementos que no forman parte
del sistema resistente principal, incluyendo el dano arquitecténico o en los sis-
temas mecénicos, eléctricos, sanitarios asi como en su contenido. El dano estruc-
tural depende del comportamiento de los elementos del esquema resistente, vigas,
columnas, muros de corte, sistemas de piso, etc. y puede cuantificarse mediante
un indice de dano global, asociado a estos elementos o a toda la estructura en
conjunto, a partir de las contribuciones de indices de dano local en los distintos
puntos de la estructura. El dano local se expresa mediante un fndice que mide en
forma objetiva la degradacién de rigidez que sufre un punto material de un sélido
sometido a acciones externas. Su andlisis se realiza también en el Capitulo 4.

El Capitulo 5 se divide en dos partes; en la primera se desarrolla la imple-
mentacion, en un cédigo general de elementos finitos, de los modelos constitutivos
propuestos en el Capitulo 3. Especial atencion se dedica al problema de la cuasi-
incompresibilidad de los materiales elastoméricos y al término de presién asociado
a ésta, que aqui se trata mediante técnicas de separacién de variables y conden-
sacién estdtica. A efectos de integrar los modelos constitutivos para elastémeros
en un cédigo general de elementos finitos se implementa en éste la cinematica de
grandes deformaciones en mecdnica del continuo cuyos fundamentos se dan en el
Apéndice.

En la segunda parte del Capitulo 5 comienza la verificacién del comportamiento
de los modelos implementados y a este efecto se presentan varios ejemplos:

1) Traccién simple con deformacién homogénea de un bloque de elastémero.
Se comparan las respuestas fuerza-deformacién correspondientes a distintos mo-
delos constitutivos (Ogden, Mooney-Rivlin y Neo-Hooke) y para deformaciones
de hasta siete veces el valor de la longitud original del bloque.

2) Deformacién plana no homogénea. Se analiza la respuesta del modelo pro-
puesto frente a estados de deformacién fuertemente no homogéneos.

3) Dispositivo de apoyo. Se analiza un dispositivo de apoyo de elastémero la-
minado, cuyas caracteristicas geométricas se toman de la referencia Kelly (1991b)
y se realizan comparaciones con resultados de ensayos experimentales realizados
en el Farthquake Engineering Research Center de la Universidad de California en
Berkeley que son publicados en la citada referencia (Kelly 19915). Se propone la
utilizaciéon de un inico elemento para modelar todo el dispositivo, con respuesta
a esfuerzo cortante equivalente a la de modelar este dispositivo dicretizando, en
forma independiente, las laminas de elastémero y de acero.

4) Control de volumen. Se plantea un ensayo donde cuatro bloques de
elastémero se colocan entre placas de acero y se imponen desplazamientos horizon-
tales ciclicos de amplitud creciente en las placas centrales de acero, con libertad
de movimientos en direccién vertical. Se calcula la deformaciéon volumétrica en
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base a la relacion entre desplazamientos horizontales y verticales, para amplitudes
de desplazamiento horizontal equivalentes a hasta un 400% de deformacién por
esfuerzo cortante.

5) Elastémero natural y de alto amortiguamiento. La componente elastoméri-
ca de los dispositivos de elastémero laminado, puede ser elastémero natural o
elastémero de alto amortiguamiento. Los pardmetros materiales a utilizar en el
modelo varfan segiin el tipo de material que se pretende modelar. Para cuantificar
los valores de estos pardmetros se analizan dispositivos de los cuales se dispone
de resultados experimentales (SMiRT11 1991).

6) Elemento de conexién. Para conseguir la simulacién numérica del conjunto
estructura-sistema de aislamiento de base y considerando que en la discretizacién
de la estructura se utilizan elementos de barra y en la discretizacion de la base y
dispositivos de aislamiento elementos planos, es necesario un elemento de conexién
que permita el trabajo conjunto de ambos. Se analiza la respuesta del elemento
de conexién frente a varias condiciones de carga.

En el Capitulo 6 se analizan numéricamente y en forma comparativa las res-
puestas de estructuras con y sin aislamiento sismico frente a excitaciones arméni-
cas y sismicas. Se comparan las respuestas de un pértico de planta tinica con y
sin aislamiento sismico de base. En primer término y a efectos de determinar sus
caracteristicas dindmicas, se analizan ambas estructuras, con y sin aislamiento
sismico, en vibracién libre. A continuacién se analizan las respuestas de ambas
estructuras frente a dos excitaciones armoénicas, una de periodo préximo al fun-
damental de la estructura de base fija y otra de perfodo préximo al fundamental
de la estructura con aislamiento de base. Los pardmetros utilizados para eva-
luar la eficacia del sistema aislador son: desplazamientos de la base respecto a la
cimentacion, desplazamientos totales y relativos del dintel y aceleraciones abso-
lutas del dintel. Luego se comparan las respuestas de un edificio de seis niveles
con aislamiento sismico de base mediante dispositivos de elastémero laminado,
con las de un edificio de iguales caracterfsticas sin aislamiento sismico, esto es,
con base fija empotrada directamente en el terreno. Se analizan las respuestas de
estas estructuras frente al terremoto de El Centro (California) de 1940, utilizando
los siguientes pardametros para evaluar la eficacia del sistema aislador:

1) Los desplazamientos de la base respecto a la cimentacién; que es un
pardmetro bdsico para el diseno de las instalaciones que unen el edificio con el
terreno circundante.

2) Los desplazamientos del punto més alto de la estructura respecto a la ci-
mentaciéon y a la base, los cuales permiten evaluar la deformacién global de la
estructura.

3) Los desplazamientos relativos maximos entre pisos, los cuales son propor-
cionales a la tensién que soportan los pilares del edificio.
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4) Las aceleraciones absolutas del punto més alto de la estructura, que deter-
minan el nivel de confort para las personas dentro del edificio y pueden ser causa
de dano en equipos contenidos en el edificio.

5) Los indices globales de dafio de la estructura, los cuales permiten apreciar
en que medida las estructuras se encuentran danadas y, en consecuencia, si éstas
contintian en servicio y, en caso negativo, si una posible reparacién de la estructura
puede resultar econémicamente viable o serfa necesaria su demolicién.

En el Apéndice se hace una revisién de conceptos de mecdnica del continuo
relacionados con la cinemética de grandes deformaciones y necesarios para el
desarrollo de modelos constitutivos y su implementacién, Capitulos 3 y 4 de
esta monograffa. La revisiéon incluye conceptos tales como tensor gradiente de
deformacion, descomposicién polar del tensor gradiente, tensores de estiramiento
y rotacién, descomposicién espectral de los tensores de estiramiento, distintos
tensores de deformacién (Green-Lagrange, Almansi, Hencky) y de tensién (Primer
y Segundo tensor de Piola-Kirchhoff, Cauchy), y operaciones de transporte de
tensores entre las configuraciones de referencia y deformada.
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2

SISTEMAS DE AISLAMIENTO DE
BASE PARA EDIFICIOS

2.1 INTRODUCCION

La solucién convencional al diseno sismo-resistente de edificios consiste en proyec-
tar estructuras con suficiente resistencia, deformabilidad y capacidad de disi-
pacion de energia para soportar las fuerzas generadas por los terremotos. Se acepta
que el movimiento del terreno transmita energia al edificio, energia que debe ser
en parte disipada a fin de evitar aceleraciones excesivas y corrimientos entre los
pisos que los pilares no pudieran resistir. Esta disipacién se consigue mediante la
plastificaciéon de algunos elementos de la estructura, lo que causa danos mas o
menos importantes a esta. Asimismo, en el diseno sismo-resistente convencional,
el dano en componentes no estructurales resulta muy dificil de evitar, ya que las
fuerzas dindmicas superan a las de diseno, que se calculan utilizando las normati-
vas. Por otra parte, al vincular rigidamente el edificio al terreno, las aceleraciones
que se producen en la estructura son normalmente mayores a las del terreno y
pueden afectar a los equipos contenidos en el edificio.

Para evitar, o al menos reducir, estos inconvenientes aparece el concepto de
aislamiento sismico, que en diversas formas y de manera intuitiva, habfa sido ya
aplicado en épocas pasadas. Pero dentro de la construccién antisismica moderna
este concepto es relativamente reciente y basicamente consiste en la instalacién de
mecanismos que afslen la estructura y su contenido de los posibles movimientos
del terreno.

A diferencia del enfoque clésico, los sistemas de aislamiento limitan los efectos
del ataque sfsmico sobre la estructura montdndose esta sobre un mecanismo con
gran flexibilidad horizontal, tal que durante un sismo estos sufran la mayor parte



14 2. SISTEMAS DE AISLAMIENTO DE BASE PARA EDIFICIOS

de las deformaciones, aislando en lo posible la estructura de los movimientos del
terreno.

El aislamiento sismico de edificios mediante dispositivos de apoyo colocados
entre la cimentacién y la base se denomina control pasivo. Otro procedimiento
utilizado para reducir las vibraciones de una estructura consiste en incorporar
a ésta mecanismos, alimentados por una fuente de energia externa, capaces de
ejercer fuerzas de control. Dichos mecanismos se incluyen en un lazo cerrado go-
bernado por un ordenador, lo que permite calcular continuamente, en tiempo real,
las fuerzas de control que deben aplicarse, en funcién de los valores de la respuesta
medida de la estructura, con el objetivo de mejorar su comportamiento (Barbat &
Miquel-Canet 1994, Luo, Rodellar & Sen 1998). Estos sistemas se denominan de
control activo y son capaces de adecuarse automaticamente a las caracteristicas de
la excitacién, sin embargo, tienen la desventaja de que requieren un importante
aporte de energfa, cuyo suministro no estd garantizado durante la ocurrencia de
un sismo.

También se han propuesto sistemas hibridos que combinan diferentes sistemas
de control pasivos y activos. Un tipo de sistema hibrido que en los 1ltimos anos
ha despertado un gran interés combina un sistema de aislamiento de base con
uno de control activo que aplica fuerzas sobre la misma base. La componente
pasiva del sistema hibrido, que en este caso es el aislamiento de base, reduce los
desplazamientos relativos y la aceleracién absoluta de la estructura a costa de
un desplazamiento significativo de la base. El objetivo de la componente activa
es el de reducir este movimiento mediante la aplicacién de fuerzas de control.
Desde un punto de vista practico, es importante que el mencionado objetivo se
alcance mediante la aplicaciéon de una unica fuerza que no exceda unos valores
aceptables. El desarrollo de una ley de control que permita su evaluacién presenta
dificultades relacionadas tanto con el comportamiento no lineal del sistema de
aislamiento como con las incertidumbres asociadas a modelar el sistema global
estructura-aislamiento y de la excitacion.

El andlisis numérico de estructuras con sistemas de control activo o con sis-
temas hibridos queda fuera de los objetivos de esta monograffa. Si bien, al estar
los dispositivos de apoyo incluidos en estos tltimos, el modelo numérico aqui de-
sarrollado para tales dispositivos es aplicable a estos sistemas para determinar el
comportamiento no lineal del aislamiento de base y para modelar la respuesta del
sistema global estructura-aislamiento, elementos necesarios para el desarrollo de
la ley de control que se ha mencionado en el parrafo anterior.

En este capitulo se presenta en primer lugar una revisiéon de distintos disposi-
tivos utilizados en el aislamiento de base. A continuacién se describe el compor-
tamiento mecdnico de los dispositivos de elastémero laminado, que son el tipo de
dispositivo més utilizado en el aislamiento sfsmico de edificios y para los cuales se
propone un modelo numérico en los siguientes capitulos de esta monografia. Por
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lltimo se hace un estudio critico del andlisis numérico de estructuras con tales
dispositivos tal como ha sido realizado hasta ahora. Se remarca que las técnicas de
andlisis que se describen no son las utilizadas en esta monografia y se presentan
aqui solo a efectos comparativos.

Mis detalles referentes a estructuras con dispositivos de aislamiento sfsmico
y su andlisis numérico pueden consultarse en las siguientes referencias: Bozzo &
Mahin (1990), Buckle & Mayes (1990), SMiRT11 (1991), Fan, Ahmadi, Mostaghel
& Tadjabakhsh (1991),Jané & Barbat (1992), Skinner et al. (1993), Molinares &
Barbat (1994), Barbat & Miquel-Canet (1994), Kelly (1996) y Barbat & Bozzo
(1997). La descripcién del comportamiento mecénico de los dispositivos de caucho
laminado que se realiza en este capitulo estd basada en ensayos de laboratorio de
tales dispositivos. Sobre estos y otros ensayos pueden consultarse las referencias:
SMiRT11 (1991), Kelly (19915), Kelly (1993), Kelly (1995), Mori, Moss, Carr &
Cooke (1996) y Fuller et al. (1997).

2.2 CONSIDERACIONES GENERALES

Los sistemas de aislamiento de base desacoplan parcialmente la estructura de los
movimientos sfsmicos del terreno, mediante dispositivos instalados entre la estruc-
tura y su cimentacién. En la figura 2.1 se muestra esquematicamente la diferencia
de comportamiento entre un edificio de diseno antisismico convencional (base fija)
y uno con aislamiento de base. Los edificios de base fija reducen las fuerzas dindmi-
cas mediante plastificacion de ciertas zonas de la estructura y de componentes no
estructurales. Los edificios de base aislada reducen estas fuerzas mediante dispo-
sitivos que pueden ser, basicamente, una superficie con bajo coeficiente de friccién
y/o capas de elastémero y acero con gran flexibilidad horizontal.

Las superficies de friccién dan lugar a dispositivos de aislamiento de base de
tipo friccional, donde el pardmetro principal es el coeficiente de friccién. Cuanto
mads bajo sea este coeficiente, mayor serd la reduccion de las fuerzas dindmicas.
Por otra parte, en los dispositivos de tipo elastomérico, formados por capas de
elastémero y acero, los pardmetros principales son el periodo propio del dispositivo
aislador y su capacidad de disipar energfa. Las fuerzas dindmicas son reducidas
por la modificaciéon de las caracterfsticas dindmicas de la estructura mediante
un corrimiento del perfodo fundamental de vibracién del edificio, alejandolo del
periodo predominante de los terremotos esperados en la zona.

En el caso de estructuras con aislamiento de base, resulta de fundamental
importancia una correcta estimacion del desplazamiento maximo de la base. De
acuerdo a esta estimacion se fijardn las dimensiones del espacio entre la base y
el terreno circundante (véase la figura 2.1). Si, en caso de movimiento sismico, se
alcanzasen desplazamientos de la base superiores a los previstos, podria producirse
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Figura 2.1 Comparacién del comportamiento dindmico de un edificio conven-
cional con base fija (izquierda) y uno con aislamiento de base
(derecha).

el impacto de la base contra la cimentacién. Los esfuerzos generados por este
impacto podrian superar los generados por el mismo terremoto, por ello suelen
colocarse topes para amortiguar sus efectos (Guerrero & Azevedo 1996, Allred,
Billings & Shepherd 1996, Tsai 1997, Malhotra 1997).

2.3 ELASTOMEROS - Breve resena histérica

En esta monografia se utilizan indistintamente los términos elastémero o caucho,
y ocasionalmente neopreno, para designar el material utilizado en la construccién
de los dispositivos de aislamiento sfsmico de base y denominado en la bibliografia
anglosajona rubber. El término caucho, que deriva de la palabra nativa caoutchouc,
originalmente se utilizé para designar el material obtenido en zonas tropicales de
Ameérica del Sur de drboles Hevea brasiliensis. Actualmente se hace una distincién
entre caucho crudo y vulcanizado; el término elastémero es el preferido para designar
caucho vulcanizado (Nagdi 1993).
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Durante casi una centuria todo producto de caucho ha sido fabricado con cau-
cho crudo natural, el cual es preparado en base a un liquido lechoso de los éar-
boles Hevea brasiliensis conocido como latexr natural. Posteriormente se desarrollé
el caucho crudo sintético producido en base a reacciones quimicas con sustancias
de bajo peso molecular denominadas mondémeros que producen largas cadenas
moleculares, los polimeros. El caucho crudo, natural o sintético, es un material
plastico que puede ser deformado a altas temperaturas; las propiedades eldsticas
del caucho son producto de aditivos y procesos termo-quimicos. El vulcanizado es
uno de estos procesos en el cual las cadenas de moléculas se unen en varios pun-
tos a lo largo de su longitud mediante uniones cruzadas (cross-links). A diferencia
del caucho crudo, el caucho vulcanizado es un material eldstico, esto es, tiene
la propiedad de deformarse cuando se le aplica una fuerza y volver a su forma
original cuando se retira dicha fuerza. El término elastémero deriva de polimero
elastico.

El proceso de vulcanizado, descubierto por Charles Goodyear (1839) en Améri-
ca y patentado en 1841 (Franta 1989) o 1844 (White 1995) e independientemente
por T. Hancock en Inglaterra (1843), inicia una répida expansién en la produc-
cién y comercializacién del caucho. Con el incremento en la utilizacién del cauho
natural, el gobierno britdnico vio la oportunidad de desarrollar ubicaciones al-
ternativas para su produccién en sus colonias ubicadas en regiones tropicales.
Es asf como el gobierno britdnico de la India encomendé a un agente secreto el
contrabando de las plantas Hevea desde Brasil. Estas fueron obtenidas por H.
Wickham en 1876 violando las leyes del Brasil. Las plantas fueron entregadas
a Kew Gradens y luego cultivadas en forma experimental en diferentes suelos y
climas de los territorios coloniales, teniendo un éxito notable en Malasia, a raiz de
lo cual Wickham fue nombrado caballero por la Corona Britdnica. Otras planta-
ciones fueron establecidas por los britdnicos en Ceylan (Sri Lanka) y la India, por
los holandeses en Indonesia, por los franceses en Vietman y por los americanos
(Firestone Tire and Rubber Company) en Liberia.

Razones econémicas impulsaron a laboratorios europeos, especialmente ale-
manes, a tratar de reproducir sintéticamente la composicién quimica del caucho
natural. Los primeros esfuerzos en este sentido se deben a Fritz Hofmann en 1906
(Bayer AG). Los monémeros fueron convertidos en caucho sintético y luego vul-
canizados, pero el producto obtenido fue de calidad inferior al caucho natural
vulcanizado, por lo que, a pesar de algunas aplicaciones no tuvo éxito comercial.
La primera guerra mundial y el consecuente bloqueo britdnico condujo nueva-
mente a su consideracién. Bayer en conjunto con BASF y Hoechst comienzan
un nuevo programa de produccién de caucho sintético en los anos 20, al mismo
tiempo la empresa Du Pont, en Delaware USA, desarrolla un caucho sintético
de distinta formulacién. La actividad de Japoén en relacién al caucho sintético se
inicia en la tltima parte de los anos 30 y no toma auge hasta fines de los 50 con
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la colaboracién de la empresa americana Goodyear Tire & Rubber Company con
las locales Japan Synthetic Rubber Company y Bridgestone Tire Company.

Las férmulas de cauchos industriales son raramente publicadas por los fabri-
cantes y en general contienen, ademds de caucho crudo, una parte importante
de agregados, aceleradores y/o activadores del proceso de vulcanizado, antioxi-
dantes y agentes que retardan el proceso de envejecimiento, sulfuros, oxido de
zinc y productos anti-llama como componentes principales. Segin el monémero
utilizado en la reacciéon quimica base y los distintos elementos agregados en el
proceso de elaboracién pueden obtenerse elastémeros de muy variadas caracte-
risticas. En la bibliografia se mencionan unas 26 clases de elastémeros y unos 7
de elastémeros termo-plasticos; Nagdi (1993) y Franta (1989) realizan una clasi-
ficaciéon de cauchos sintéticos de acuerdo a su composicién y propiedades y una
descripcion de sus principales caracteristicas, White (1995) describe el proceso de
produccién de estos materiales.

Los cauchos utilizados en dispositivos de aislamiento sfsmico son, segin el
conocimiento del autor, naturales (Natural Rubber Bearing) o una mezcla de natu-
rales y sintéticos y siempre vulcanizados. De los agregados, el denominado carbon
black obtenido de la combustién incompleta de gas natural o petréleo, es el més
utilizado, en forma de polvo y a efectos de incrementar las propiedades disipativas
del caucho (High Damping Rubber Bearing).

2.4 DESCRIPCION DE LOS DISPOSITIVOS

Los dispositivos de caucho (o neopreno) laminado (laminated rubber bearing) estan
compuestos, tal como se indica en la figura 2.2, por capas alternas de caucho y
acero unidas entre si por un proceso de vulcanizacién. Se consigue asi dispositivos
muy flexibles en direccién horizontal y suficientemente rigidos en direccién ver-
tical. Una estructura soportada por estos dispositivos tendrd un periodo mayor
que una estructura similar de base fija y este corrimiento de frecuencias reduce
las amplificaciones dindmicas.

Estos dispositivos son similares a los utilizados en el apoyo de tablero de
puentes, en este caso para permitir la dilataciéon y/o contraccién de los mis-
mos por efectos de cambios de temperatura. La experiencia de que se dispone
en su utilizacién permite confiar en su durabilidad y resistencia a todo tipo de
ambientes, incluso en caso de incendio (Derham & Plunkett 1976).

El uso de este tipo de dispositivos permite satisfacer los requerimientos de los
cddigos de edificacién sin un incremento sustancial de costos (Skinner et al. 1993),
por lo que han sido objeto de investigaciéon experimental en diversas instituciones
del mundo.
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Figura 2.2 Dispositivo de apoyo de caucho laminado. (a) Esquema (b) Modelo
dindmico.

En 1972 el Centre National de la Recherche Scientifique de Marsella, Francia,
inicié sus investigaciones con el fin de proteger edificios utilizando dispositivos
de apoyo de caucho laminado. En 1977 finaliz6 en Saint Martin de Castillon la
construccién de tres edificios usando esta técnica y un cuarto fue concluido en
1982 (Buckle & Mayes 1990). Durante este mismo periodo se edificé una escuela
secundaria para 600 alumnos en Lambesec, cerca de Marsella, utilizando como
aislamiento 152 apoyos de caucho laminado, con un didmetro de 300 mm y una
altura de 50 mm (Delfosse 1982).

En los tltimos anos se ha desarrollado una intensa labor investigadora encami-
nada a mejorar las cualidades de estos apoyos (Kelly 19915, Kelly 1995). En 1976
se iniciaron las investigaciones en el Farthquake Engineering Research Center de
la Universidad de California en Berkeley. El primer programa de investigacién,
en colaboracién con la britdnica Malaysian Rubber Producers Reserch Association,
consistié en una serie de ensayos en mesa vibrante. Los ensayos continuaron poste-
riormente incorporando sistemas de seguridad en caso de solicitaciones excesivas.
Este sistema se sometié también a un terremoto generado artificialmente median-
te explosivos.

La modificacién de la frecuencia fundamental de un edificio, alejandola de la
frecuencia predominante de los terremotos de la zona, no garantiza la total pro-
teccion de la estructura de una posible resonancia con frecuencias naturales mas
altas. Puede también presentarse el caso de terremotos que no tienen una tnica
frecuencia predominante sino varias. Es por ello necesaria la incorporacion de
mecanismos de amortiguamiento.

En Nueva Zelanda, donde el aislamiento antisismico de estructuras se aplica
desde 1973 (Skinner et al. 1993), se aprecié que el amortiguamiento que propor-
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cionaban los dispositivos de caucho natural era insuficiente. Por este motivo se
desarrollé un nuevo tipo de dispositivo de apoyo consistente en colocar en éstos
un nticleo de plomo. El niicleo de plomo incrementa significativamente el amor-
tiguamiento, desde el 3% del amortiguamiento critico del caucho natural hasta
el 15%. Este tipo de apoyo se denomina internacionalmente “neocelandés" y su
esquema puede verse en la figura 2.3. La flexibilidad horizontal de las capas de
caucho permite los desplazamientos de la base mientras que el niicleo de plomo
es un mecanismo de disipacién de energfa.
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0 = = ’

(a) (b)

Figura 2.3 Dispositivo de apoyo neocelandés. (a) Esquema (b) Modelo dindmico.

Los dispositivos de apoyo con nicleo de plomo han sido utilizados en el ais-
lamiento antisismico de varios edificios. Un ejemplo es el William Clayton Building,
en Wellington, Nueva Zelanda (Skinner et al. 1993). Actualmente, los fabricantes
poseedores de la patente desarrollan dispositivos de apoyo de alta estabilidad
consistentes en placas de acero separadas por discos de caucho situados en las
esquinas tal como se indica en la figura 2.4. La rigidez horizontal resulta muy
baja, manteniendo la estabilidad del sistema. En Japoén se estén llevando a cabo
investigaciones en el mismo sentido.

El primer edificio con aislamiento antisismico en Japén fue terminado en 1986 y
en la actualidad muchos edificios incorporan dispositivos de apoyo, en la mayoria
de los casos de caucho laminado con o sin nicleo de plomo (SMiRT11 1991). La
alta sismicidad del Japon hace preferibles estos sistemas, que brindan proteccién
durante toda la vida de las estructuras, frente a los disenos tradicionales en los
que se aceptaba como inevitables ciertos desperfectos estructurales en caso de
terremotos.
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Figura 2.4 Dispositivo de apoyo de alta estabilidad.

Se han propuesto también dispositivos de apoyo denominados de friccién pura,
en los que la protecciéon se debe a un mecanismo deslizante como el indicado en
la figura 2.5. Las fuerzas horizontales de rozamiento se oponen al movimiento
y disipan energia. Al carecer de fuerzas restitutivas, los desplazamientos rema-
nentes son inevitables. Se ha ensayado (National Center for Earthquake Engineering
Research, Nueva York) la utilizacién de teflon en este tipo de apoyos.
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Figura 2.5 Dispositivo de apoyo de friccién pura. (a) Esquema (b) Modelo
dindmico.

Para evitar los corrimientos remanentes, el dispositivo de apoyo original ha
sido modificado, dando forma curva a las placas en contacto y reduciendo las
dimensiones de una de ellas. De esta forma, luego del desplazamiento provocado
por la accién de un terremoto, el edificio oscila hasta encontrar su posicién de
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equilibrio, coincidente con la posicién inicial. Este tipo de apoyo se denomina
pendular con rozamiento y un esquema del mismo puede verse en la figura 2.6.

td
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SUPERFICIE ESFERICA
CONCAVA CON CAPA
DE ACERO INOXIDABLE

(a) (b)

Figura 2.6 Dispositivo de apoyo pendular con rozamiento. (a) Esquema (b)
Modelo dindmico.

El aislamiento antisismico ofrece la interesante posibilidad de reducir las cargas
sismicas en centrales nucleares (SMiRT11 1991, Tajirian 1995), pudiéndose limitar
la proteccion al reactor o hacerse extensiva a toda la central. Este hecho permite
estandarizar el diseno de centrales nucleares y, por lo tanto, reducir costos. La
compania FElectricité de France ha desarrollado un tipo de dispositivo de apoyo
destinado a centrales nucleares, denominados EDF (siglas de la compania que los
disend). Consisten en dos placas en contacto, la superior anclada a la estructura
y la inferior vulcanizada a un soporte de caucho laminado tal como verse en el
esquema de la figura 2.7.

Cuando el sistema se ve sometido a un movimiento del terreno de baja in-
tensidad, el apoyo se comporta como uno de caucho laminado. Si el terremoto
es de gran magnitud, las placas deslizan entre si actuando como mecanismo de
seguridad. Los costos de este tipo de aislamiento son altos pero se justifican por
el ahorro que supone el no tener que redisenar ni reforzar una central nuclear que
deba construirse en una zona de alta sismicidad. Este sistema ha sido implemen-
tado en una central nuclear en Sudéfrica. En Francia, dos centrales incorporan
los apoyos EDF, pero sin el mecanismo de deslizamiento; la proteccion se debe
exclusivamente a la parte elastomérica del sistema.

Otro apoyo propuesto es el denominado eldstico-friccionante. Consta de varias
capas de tefléon en contacto entré si, con la posibilidad de deslizar y un nicleo
de caucho (véase la figura 2.8). El caucho proporciona la elasticidad necesaria al
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Figura 2.7 Dispositivo de apoyo EDF. (a) Esquema (b) Modelo dindmico.

sistema para recobrar la posicién inicial después del terremoto, mientras que la
energia se disipa por rozamiento entre las placas.
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Figura 2.8 Dispositivo de apoyo eldstico-friccionante. (a) Esquema (b) Modelo
dindmico.

También se ha propuesto un dispositivo de apoyo con doble sistema de friccién,
que combina las prestaciones del eldstico-friccionante y del EDF. El mecanismo
es similar a un apoyo eldstico-friccionante con la diferencia de que el contacto con
la estructura se realiza a través de placas deslizantes. De este modo, bajo cargas
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pequenas el sistema se comporta como eldstico-friccionante, cuando las cargas
aumentan se produce el deslizamiento de las placas superiores, desacoplandose la
estructura del movimiento del terreno.

El momento de vuelco ejercido por las acciones sismicas y el empuje del viento
sobre el edificio descarga los dispositivos de apoyo. La descarga puede llegar
a traducirse en despegue de la base y para evitarlo, usualmente, se limita la
altura del edificio. Al mismo tiempo se estdn desarrollando mecanismos capaces
de resistir las fuerzas de despegue.

Por otra parte, y desde el punto de vista econémico, la incorporacién de es-
tos sistemas de aislamiento no necesariamente debe incrementar el costo de una
construccién a la que se debe proveer de una determinada resistencia antisfsmi-
ca, podrian incluso reducirlo. Esta posible reduccién de costos se deriva de una
reduccién en las fuerzas sismicas que debe soportar la estructura, una reduccién
en la ductilidad necesaria en esta y la consecuente simplificacién en la instalacién
de cerramientos, derivados de menores deformaciones en la estructura. Construc-
ciones con aislamiento sismico realizadas en Nueva Zelanda muestran reducciones
de costo del orden de un 5% (Skinner et al. 1993).

Aunque el concepto de aislamiento antisismico fue desarrollado en principio
para proteger edificios de nueva construccién, es posible extender su utilizacién
al campo de la rehabilitacién de edificios antiguos. La adecuacién de edificaciones
ya existentes a las nuevas normativas sismicas, puede comportar reformas estruc-
turales costosas que incluso hagan econémicamente preferible la demolicién.

En el caso de edificios de alto interés histérico o artistico, el aislamiento de
base permite evitar los desperfectos ocasionados por la construccién de paredes de
carga, estructuras de sostenimiento u otro tipo de refuerzos. Estudios efectuados
sobre rehabilitacién de edificios utilizando el concepto de aislamiento antisismico
han demostrado la fiabilidad técnica y rentabilidad econémica de esta técnica
(Kelly 1983, Garevski 1995). En los Estados Unidos se ha aplicado con éxito en
la rehabilitacion, entre otros, de los siguientes edificios : City and County Building,
Salt Lake, Utah construido en 1894 y rehabilitado en 1986/7, Mackay School of
Mines, Reno, Nevada construido en 1908 y rehabilitado en 1990, City Hall Oakland,
California construido en 1914 y rehabilitado en 1993/4, US Court of Appeals, San
Francisco, California construido en 1905 y rehabilitado en 1993/4 (Buckle & Mayes
1990, Buckle 1995, Mokha, Amin, Constantinou & Zayas 1996).

2.5 CARACTERISTICAS MECANICAS DE
DISPOSITIVOS DE CAUCHO LAMINADO

En esta seccién se describe la respuesta mecdnica de dispositivos de caucho lami-
nado utilizando informacién publicada de ensayos de laboratorio de estos dispo-



2.5 CARACTERISTICAS MECANICAS DE LOS DISPOSITIVOS 25

sitivos (SMiRT11 1991, Kelly 19915, Kelly 1993, Kelly 1995, Fuller et al. 1997).
De estos ensayos, se analizan aquf los mejor documentados.

Kelly (1991b) presenta ensayos de laboratorio realizados en el Earthquake
Engineering Research Center de la Universidad de California en Berkeley con dispo-
sitivos de caucho laminado de alto amortiguamiento producidos por Bridgestone
en Japén. Las caracteristicas geométricas de los dispositivos ensayados pueden
verse en la figura 2.9. Los dispositivos estdn formados por 22 capas de elastémero
de 2mm de espesor y 21 capas de acero de 0.8 mm. La seccién transversal es
circular con un didmetro de 24 cm. Dos placas de acero, una inferior y otra supe-
rior, de mayor espesor y didmetro permiten fijar los dispositivos a la méquina de
ensayo (o a la cimentacién y base de la estructura).

El material elastomérico utilizado en la construccion de los dispositivos ensaya-
dos es descrito como de alta rigidez y alto amortiguamiento compuesto por una
mezcla de caucho natural y sintético con un 31% de agregados (carbon filler).

Los ensayos de laboratorio consistieron en ciclos de desplazamiento horizontal
de amplitud creciente desde un 5% hasta un 350% de deformacién por esfuerzo
cortante (estos porcentajes de deformacién se dan con referencia al espesor total
de elastémero). Estos ciclos de desplazamiento horizontal se han impuesto en tres
secuencias de carga:

e Secuencia 1 +5%, +£10%, +25%, £50%, +£75%, =100%
e Secuencia 2 +100%, £150%, +200%, £250%
e Secuencia 3 +200%, +250%, +=300%, +=350%

En cada secuencia de carga se han impuesto 5 ciclos de desplazamiento horizontal
a cada nivel de deformacién, con una frecuencia de 0.5Hz y solo unos minutos
entre secuencias.

Los ciclos de desplazamiento horizontal impuesto se aplicaron considerando
cuatro situaciones de carga vertical, correspondientes a distintos niveles de pre-
sién:

e 0.00kg/cm? (0psi)

e 35.15kg/cm? (500 psi)

e 70.30kg/cm? (1000 psi)
e 105.45kg/cm? (1500 psi)

Estas presiones verticales pueden considerarse como 0%, 50%, 100% y 150% de
la presién vertical de diseno.
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Figura 2.9 Caracteristicas geométricas de los dispositivos ensayados (Kelly, 1991).

También se analizan aquif resultados experimentales con dispositivos de caucho
natural (NRB = Natural Rubber Bearing), de caucho natural con nicleo de plo-
mo (LRB = Lead Rubber Bearing) y de caucho de alto amortiguamiento (HRB =
High Damping Rubber Bearing) publicados en (SMiRT11 1991). Las caracteristicas
geométricas y mecdnicas de estos dispositivos son las indicadas en la figura 2.10.

En este caso los ensayos se han realizado imponiendo ciclos de desplazamiento
horizontal con una frecuencia de carga cuasi estatica (0.01 Hz). En los dispositi-
vos a escala natural (1/1), cuyas caracteristicas se indican en la figura 2.10, se
aplicaron cuatro ciclos de desplazamiento horizontal sinusoidal con carga vertical
constante. La amplitud de los ciclos de desplazamiento horizontal corresponde a
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Diametro

V4 V4
’ ’
ez
Altura
Tipo NRB | LRB | HRB
Didmetro (mm) 1600 | 1600 | 1420
Seccién transversal m ®2/4 (m?) 2.0106 | 2.0106 | 1.5837
Altura (mm) 440 580 620
Espesor de las ldminas de caucho (mm) | 11.5 9 8
Numero de ldminas de caucho 19 25 31
Espesor de las ldminas de acero (mm) 4.5 5.8 5.8
Numero de ldminas de acero 18 24 30
Carga vertical, Py (T) 500 500 500
Frecuencia natural horizontal, fy (Hz) 0.5 0.5 0.5
Frecuencia natural vertical, fy (Hz) 20 20 20

Figura 2.10 Caracteristicas geométricas y mecdnicas de los dispositivos ensaya-
dos (SMiRT11, 1991).

deformaciones por cortante en el elastémero de +25%, £50%, £100% y +200%. La
amplitud de la carga vertical corresponde a valores de —20% a +200% de la carga
vertical de diseno.

En esta serie de ensayos (SMiRT11 1991) se han utilizado también modelos
a escala reducida, escala 1/1.58 para los dispositivos de caucho natural y escala
1/1.83 para los dispositivos con niicleo de plomo y de alto amortiguamiento.
Sobre estos dispositivos a escala se aplicaron ciclos de desplazamiento horizontal
sinusoidal con amplitud variable desde +25% hasta +400% de deformacién por
cortante del elastémero y carga vertical igual a la carga vertical de diseno.

Luego de estos ciclos de desplazamientos, se ensayaron los modelos a escala
con carga horizontal mondtona hasta la rotura. Adicionalmente a los modelos a
escala ya senalados, en los ensayos a rotura se utilizaron modelos a escala 1/3.16.

Los resultados experimentales analizados en los apartados siguientes de esta
seccién se comparan con resultados obtenidos de la simulacién numérica propuesta
en esta monograffa en las secciones 5.3.3 y 5.3.5.
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2.5.1 Moddulo de elasticidad transversal y rigidez horizontal

El médulo de elasticidad transversal G y/o la rigidez horizontal Ky conjunta-
mente con el amortiguamiento se senalan como propiedades clave de los disposi-
tivos de caucho laminado (SMiRT11 1991, Kelly 19915, Skinner et al. 1993, Fuller
et al. 1997). Estas propiedades han sido evaluadas experimentalmente y en las
citadas referencias se presentan algunos resultados de estos ensayos.

En ensayos de dispositivos sometidos a una fuerza ciclica horizontal de ampli-
tud variable, se miden fuerzas @ y desplazamientos u y con estos se determinan
tensiones tangenciales 7 = @Q/A y deformaciones de cortante v = u/(n t), sien-
do n el nimero de capas de caucho de espesor ¢t y drea A. Cuando se trata de
determinar el médulo de elasticidad transversal dindmico, la fuerza ciclica hori-
zontal se aplica con una frecuencia de 0.5Hz, que es la frecuencia fundamental
de vibracién con la que se disefian estos dispositivos (SMiRT11 1991). Con estos
valores se calcula el médulo de elasticidad transversal G

T

G=> (2.1)

La rigidez horizontal del dispositivo, Ky = Q/u, es relacionada con el médulo
de elasticidad transversal G mediante la expresién:

Kyg=—— 2.2
H= " (2.2)

Se considera que las capas de acero sélo contribuyen a la rigidez vertical del
dispositivo y no tienen efecto sobre su comportamiento horizontal. La ecuacién
(2.2) tampoco contempla la influencia de la carga vertical sobre el dispositivo,
considerando que la magnitud de esta carga estard muy por debajo de la de
inestabilidad.

El valor del médulo de elasticidad transversal G en la ecuacién (2.1) y por lo
tanto la rigidez horizontal Kz en la ecuacién (2.2) estdn lejos de ser una constante,
como serfa en el caso de un material eldstico lineal. Utilizando valores publicados
por Kelly (19915) y correspondientes a los ensayos descritos en la pagina 25 para
dispositivos de apoyo de alto amortiguamiento de las caracteristicas indicadas en
la figura 2.9, puede graficarse la relacién entre el médulo de elasticidad transversal
G y la deformacién ~ tal como se presenta en la figura 2.11.

Las curvas graficadas en la figura 2.11 corresponden a los valores de fuerza
méximos registrados en el primer ciclo de desplazamientos horizontales a cada
nivel de deformacién.
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Figura 2.11 Variacién del médulo de elasticidad transversal G con la deforma-
cién tangencial v a diferentes niveles de presién vertical. Ensayos
experimentales de dispositivos de alto amortiguamiento (Kelly,
1991).

e Incidencia de la carga vertical en el médulo G

En la misma figura 2.11 se grafican cuatro curvas, correspondientes a los distintos
niveles de presién vertical (0%, 50%, 100% y 150% de la presién vertical de
diseno), y por lo tanto puede afirmarse que la variacién del médulo de elasticidad
transversal G no es significativa en relacién a la presién vertical y puede no
incluirse en los cdlculos de la rigidez horizontal, dada por la ecuacién (2.2).

e Degradaciéon

En la figura 2.11 puede verse que el médulo de elasticidad transversal G y por
lo tanto también la rigidez horizontal Ky sufren un cambio de valor segin sea la
primera vez que el dispositivo de apoyo es sometido a una cierta deformacién o
ya haya experimentado tal deformacién en ciclos previos. Este cambio es parti-
cularmente notable en la figura 2.11 para deformaciones del 200% y 250%, segin
éstas correspondan a la segunda o tercera secuencias de carga.
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Figura 2.12 Variacién de la rigidez horizontal Ky con la deformacién
tangencial v. Ensayos experimentales de dispositivos de alto amor-
tiguamiento (SMiRT11, 1991).

Este fenémeno también puede apreciarse en la figura 2.12 que grafica la relacion
entre la rigidez horizontal Ky y las deformaciones tangenciales ~ utilizando los
resultados de los ensayos (SMiRT11 1991) de dispositivos de alto amortiguamiento
(figura 2.10). En este caso, los dispositivos fueron sometidos a dos secuencias
de desplazamientos horizontales de amplitud correspondiente a deformaciones
por cortante de £25%, +50%, +100% y +200% con una frecuencia de carga cuasi
estdtica (0.01Hz). La diferencia entre la primera secuencia de carga, estando el
material virgen, y la segunda secuencia, después de experimentar un 200% de
deformacion, puede verse en la figura 2.12.

El cambio de valor en la rigidez horizontal segiin sea la primera o la segunda
secuencia de carga, no se mantiene en ciclos de carga posteriores. En SMiRT11
(1991) Bridgestone, Japo6n, senala haber sometido dispositivos a escala reducida
a 200 ciclos continuos de deformaciones por esfuerzo cortante del 75%, indicando
una reduccion en la rigidez del 20%. Esta reduccién de rigidez es atribuida al
incremento de temperatura en los elastémeros causado por las deformaciones
ciclicas (véase el apartado 2.5.4).
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Fuller et al. (1997) también puntualizan la pérdida de valor del médulo G en
dispositivos de caucho de alto amortiguamiento, cuando éstos son sometidos a
deformaciones previas. En este sentido, indican una pérdida del 30% en el valor
de G para deformaciones v del 100%, cuando previamente se ha alcanzado una
deformacién v del 300%. Pero senalan que el valor de G se recupera parcialmente
con el tiempo, en forma logaritmica, alcanzando una recuperacién del orden del
50% después de 10 dias. A mds largo término, se menciona un ensayo en el cual
un material de médulo inicial G = 8kg/cm? y pre-deformado a un 300% fue
ensayado después de un ano mediante aplicacién de deformaciones del 100% y
200% y dio como resultado un valor del médulo G sélo un 5% menor al inicial. Una
pequena, parte, alrededor de un 4% de esta recuperacion, se atribuye al efecto de
envejecimiento del caucho (véase el apartado 2.5.5). Para menores deformaciones
7, la recuperacién también fue menor, obteniéndose un valor de G un 20% inferior
al inicial para una deformacién v del 10%.

e (asos de los dispositivos de caucho natural y de caucho natural con nicleo de
plomo

La dependencia de la rigidez horizontal Ky con respecto a las deformaciones por
cortante v es menos pronunciada y por lo tanto méas préxima a la de un material
eldstico lineal en el caso de dispositivos de caucho natural. Esta dependencia
se grafica en la figura 2.13 tomando resultados experimentales de la referencia
SMiRT11 (1991).

Para dispositivos de caucho natural con niicleo de plomo, la dependencia entre
la rigidez horizontal Ky y las deformaciones por cortante v se encuentra en una
situacién intermedia entre la que presentan los dispositivos de caucho natural y
los de alto amortiguamiento, tal como puede verse en la figura 2.14. En estas
iltimas figuras también se pone de manifiesto que la incidencia de la presién
vertical sobre el valor de la rigidez horizontal es apenas apreciable.

2.5.2 Amortiguamiento

El amortiguamiento que presentan los dispositivos de apoyo de caucho laminado
es funcién del tipo de elastémero utilizado en su construcciéon. Como se mencioné
en el apartado 2.3 estos pueden ser de caucho natural o una mezcla de caucho
natural y sintético con agregados que incrementan sus propiedades disipativas
dando lugar a cauchos de alto amortiguamiento.

e Dispositivos de caucho natural

En el caso de dispositivos de caucho natural el amortiguamiento resulta minimo,
tal como puede observarse en la figura 2.15 para deformaciones de cortante de
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Figura 2.13 Variacién de la rigidez horizontal Ky con la deformacién tangen-
cial . Ensayos experimentales de dispositivos de caucho natural
(SMiRT11, 1991). P = Carga vertical de ensayo, P, = Carga ver-
tical de diseno.
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Figura 2.14 Variacién de la rigidez horizontal Ky con la deformacién tangen-
cial v. Ensayos experimentales de dispositivos con niicleo de plomo
(SMiRT11, 1991). P = Carga vertical de ensayo, P, = Carga ver-
tical de diseno.
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hasta +200%. Para deformaciones superiores el amortiguamiento se incrementa
(véase la figura 2.16). En ambas figuras la carga impuesta fue cuasi estética
y los desplazamientos horizontales fueron de frecuencia 0.01 Hz con amplitud
variable de +25% a +200% y de +25% a +400% de deformacién por cortante,
respectivamente (SMiRT11 1991).

o Dispositivos de caucho natural con nicleo de plomo

El amortiguamiento en dispositivos de caucho natural con niicleo de plomo resul-
ta incrementado debido a la presencia del plomo y la plastificacién del mismo. Al
ser baja la tension de plastificacion del plomo, ésta se alcanza con deformaciones
por cortante relativamente pequenas y a partir de alli permanece constante en
todo el rango de deformaciones, como puede verse en las figuras 2.17 y 2.18. Es-
tos resultados corresponden a la misma serie de ensayos ha que se hace referencia
en el punto anterior (SMiRT11 1991), realizados sobre dispositivos con la misma
componente elastomérica y cuyas caracteristicas geométricas son las indicadas
en la figura 2.10. Naturalmente, el incremento de amortiguamiento dependerd
de la proporcién relativa de plomo en el dispositivo. Resultados de ensayos ex-
perimentales realizados sobre diversos dispositivos con niicleo de plomo pueden
consultarse en la referencia (Skinner et al. 1993).

e Dispositivos de alto amortiguamiento

De la misma serie de ensayos mencionada en los puntos anteriores (SMiRT11
1991) se obtienen las figuras 2.19 y 2.20, correspondientes a dispositivos de cau-
cho laminado de alto amortiguamiento. En ambas curvas la frecuencia de carga
horizontal fue cuasi estética (0.01 Hz) y la carga vertical P constante e igual a la
carga de diseno P,.

Para carga ciclica con frecuencia igual a 0.5Hz, de la referencia (Kelly 1991b)
se obtienen las figuras 2.21, 2.22 y 2.23 correspondientes a la primera, segunda
y tercera secuencia de carga descritas en la pagina 25, sobre dispositivos de alto
amortiguamiento con las caracteristicas indicadas en la figura 2.9. Cada secuencia
de carga incluyé cinco ciclos de desplazamientos para cada nivel de deformacion.

La figura 2.24 engloba los resultados de las tres secuencias de carga (figuras
2.21, 2.22 y 2.23) y corresponde al primer ciclo de desplazamientos méximos de
cada una de estas secuencias. En la figura 2.25 se presenta el resultado de las
mismas secuencias de carga horizontal, pero en este caso con una carga vertical
correspondiente a un 150% de la presion vertical de diseio. Observando estas
figuras (2.24 y 2.25) puede afirmarse, una vez més, que la incidencia de la carga
vertical en la respuesta a esfuerzos de cortante de los dispositivos de caucho
laminado es minima.
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Figura 2.15 Diagrama fuerza-desplazamiento horizontal para deformaciones
v < 200%. Ensayos experimentales (SMiRT11, 1991) de disposi-
tivos de caucho natural. P = Carga vertical de ensayo, Py, = Carga
vertical de diseno.
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Figura 2.16 Diagrama fuerza-desplazamiento horizontal para deformaciones
~v < 400%. Ensayos experimentales (SMiRT11, 1991) de disposi-
tivos de caucho natural en escala reducida (1/1.58). P = Carga
vertical de ensayo, P, = Carga vertical de diseno.
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Figura 2.17 Diagrama fuerza-desplazamiento horizontal para deformaciones
v < 200%. Ensayos experimentales (SMiRT11, 1991) de disposi-
tivos de caucho natural con nicleo de plomo. P = Carga vertical
de ensayo, P, = Carga vertical de diseno.
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Figura 2.18 Diagrama fuerza-desplazamiento horizontal para deformaciones
~v < 400%. Ensayos experimentales (SMiRT11, 1991) de disposi-
tivos de caucho natural con nicleo de plomo en escala reducida
(1/1.83). P =Carga vertical de ensayo, P, = Carga vertical de
diseno.
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~v < 200%. Ensayos experimentales (SMiRT11, 1991) de dispo-
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Figura 2.20 Diagrama fuerza-desplazamiento horizontal para deformaciones
v < 400%. Ensayos experimentales (SMiRT11, 1991) de disposi-
tivos de alto amortiguamiento en escala reducida (1/1.83). P =
Carga vertical de ensayo, P, = Carga vertical de disefio.
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Figura 2.21 Diagrama fuerza-desplazamiento horizontal para carga vertical
nula y deformaciones v = £5% — +£100% (Kelly, 1991).
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Figura 2.22 Diagrama fuerza-desplazamiento horizontal para carga vertical
nula y deformaciones v = +100% — +250% (Kelly, 1991).
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Figura 2.23 Diagrama fuerza-desplazamiento horizontal para carga vertical
nula y deformaciones v = +200% — +350% (Kelly, 1991).

15

10

o

FUERZA HORIZONTAL (T)
o

|
O

—10

—15
—20 —10 o 10
DESPLAZAMIENTOS HORIZONTALES (ecm)

Figura 2.24 Diagrama fuerza-desplazamiento horizontal para carga vertical
nula y primer ciclo de desplazamientos para deformaciones v =
+5% — £350% (Kelly, 1991).
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Figura 2.25 Diagrama fuerza-desplazamiento horizontal para carga vertical
correspondiente a un 150% de la carga de disenio y primer ciclo
de desplazamientos para deformaciones v = +5% — +350% (Kelly,
1991).

La pérdida de rigidez horizontal para valores de deformaciones de cortante infe-
riores a los alcanzados en ciclos de deformacion previos es evidente en las figuras
2.19 a 2.25 y corresponde a la variaciéon en el valor del médulo de elasticidad
transversal G entre distintas secuencias de carga graficada en las figuras 2.12 y
2.11.

e Estimacién del amortiguamiento

A partir de los resultados de ensayos de dispositivos de apoyo sometidos a fuerzas
ciclicas y graficados en las figuras precedentes, puede estimarse el amortiguamien-
to de estos dispositivos de la siguiente forma (Kelly 19915):

- Se expresa la relaciéon fuerza-desplazamiento utilizando la forma estdndar,

F=K-u+C-1 (2.3)

- Si en la ecuacion (2.3) el desplazamiento impuesto u es de forma sinusoidal,
u = u,sinwt, la fuerza resultante es

F =K uy,sinwt + C - wu, coswt (2.4)

- La méaxima fuerza es dada por el valor de wt para el cual F =0,
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1/2
B K/Cw+Cw/K , B Cw\?
Fuax = K o ooy P = Ko <1+(K ) > (2.5)

- La rigidez efectiva K.s es definida por

F, C w\? Y2
Kep= " = K (1 + (7> > (2.6)

- La energfa total disipada por el elemento en un ciclo completo es

2m Jw
W = / Ft) - a(t)dt = 7 C w 2 (2.7)
0

En ensayos con desplazamientos impuestos de tipo sinusoidal se determina el
area de los ciclos de histéresis y el valor de K.s y, con estos valores, se calcula C
de la ecuacién (2.7) y K de la ecuacion (2.6).

Si K y C se suponen asociados con una masa m en un sistema de un grado de
libertad,

K/m = w? y C/m=2w,0 (2.8)

donde w, es la frecuencia fundamental y 3 es la fraccién del amortiguamiento
critico. De la ecuacion (2.8)

2
C= 25 K (2.9)
Wo
y reemplazando este valor en la ecuacién (2.7) se tiene:
w2
Wp=2rK—u;f (2.10)
Wo
lo cual conduce a una estimacién de 3 de la forma:
wo Wp
=—— 7 2.11
p w 21 K u2 (2.11)

La ecuacion (2.11) indica que la prediccion de la energfa disipada por el modelo
viscoso varia en forma lineal con la frecuencia y en forma cuadratica con los
desplazamientos.
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2.5.3 Deformaciones y tensiones de rotura

La deformacién iltima en traccién de diferentes elastémeros puede variar en un
rango muy amplio, entre 100% y 1000%, dependiendo de del tipo de caucho y los
ingredientes utilizados en la formulacién del compuesto (Nagdi 1993).

En lo referente a deformaciones de rotura a esfuerzo cortante para elastémeros
utilizados en la construccion de dispositivos de aislamiento de base, se han senal-
ado valores de 490% y 570% para una pieza de caucho de 2mm de espesor y
25 mm de didmetro vinculada rigidamente a piezas metdlicas (Fuller et al. 1997).
Naturalmente, de estos valores dependerd la maxima deformacion de los dispo-
sitivos de aislamiento, pero también esta médxima deformacién serd funcién del
diseno de los dispositivos y un andlisis completo de esta dependencia atin no se
ha publicado. En las referencias (Kelly 1991a, Kelly 1993) y (Skinner et al. 1993)
se dan algunas recomendaciones de diseno.
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Figura 2.26 Diagramas tensién-deformacién para fuerza horizontal monétona
cuasi estdtica hasta la rotura. Dispositivos de caucho natural
(SMiRT11, 1991) en escala reducida (1/1.58 y 1/3.16). P = Carga
vertical de ensayo, P, = Carga vertical de disefo.

En las figuras 2.26 y 2.27 puede verse la respuesta de dispositivos de caucho
natural y de alto amortiguamiento cuando éstos son sometidos a una fuerza hori-
zontal monétona cuasi estdtica hasta la rotura (SMiRT11 1991). Esta fuerza fue
aplicada después de las cargas ciclicas, con deformaciones de cortante v hasta
+400%, descritas en el apartado anterior y con carga vertical P de magnitud
igual a la de la carga de diseno P,. Para dispositivos de caucho natural, las de-
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Figura 2.27 Diagramas tensién-deformacién para fuerza horizontal monétona
cuasi estdtica hasta la rotura. Dispositivos de alto amortiguamiento
(SMiRT11, 1991) en escala reducida (1/1.83 y 1/3.16). P = Carga
vertical de ensayo, P, = Carga vertical de diseno.

formaciones de rotura v se encuentran entre un 440% y 470%, con tensiones de
rotura que varfan entre 50kg/cm? y 70kg/cm?. Para dispositivos de alto amor-
tiguamiento las deformaciones de rotura son aiin superiores, con valores v que
varfan entre 450% y 550% y tensiones del orden de 60kg/cm? a 75kg/cm?.

Adicionalmente, a estos ensayos de dispositivos de caucho natural y de alto
amortiguamiento, en la misma referencia (SMiRT11 1991) se mencionan ensayos
a rotura de dispositivos con niicleo de plomo donde la carga vertical se hizo variar
desde +2 P, (traccion) hasta —10 P, (compresion), siendo P, la carga prevista de
diseno. Las deformaciones de cortante v al momento de la rotura varian entre
430% y 470%, lo que indica la poca incidencia de la carga vertical en la magnitud
de la deformacién de rotura.

Con el mismo objetivo, esto es, para poner en evidencia la dependencia entre
la presién vertical y las deformaciones de rotura, se presenta la figura 2.28 corres-
pondiente a ensayos de dispositivos de alto amortiguamiento con fuerza horizontal
mondtona cuasi estdtica y cargas verticales correspondientes a tensiones de com-

presién del 0%, 50%, 100% y 150% de la tensién de diseno (Kelly 19915).

2.5.4 Efectos de la temperatura

En general, las propiedades fisicas de los elastémeros son dependientes de la tem-
peratura, la tensién, el mdédulo eldstico y la dureza disminuyen cuando aumenta
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Figura 2.28 Diagramas tensién-deformacién para fuerza horizontal monétona

cuasi estdtica hasta la rotura. Dispositivos de alto amortiguamiento
(Kelly, 1991).

la temperatura. La deformacién de rotura aumenta con el incremento de tem-
peratura hasta cierto valor y disminuye para temperaturas superiores a dicho
valor (Nagdi 1993). Estos efectos, inmediatos, son fisicos y reversibles en cuanto
la temperatura retorna a su valor ambiente. Los efectos a largo plazo del cam-
bio de temperatura son causados por reacciones quimicas en los elastémeros y
son irreversibles. La incidencia de estos cambios permanentes en las propiedades
elasticas de los elastémeros depende principalmente del tipo de polimero y del
sistema de vulcanizacién.

Tachibana & Li (1996) y Fuller et al. (1997) senalan la dependencia del médulo
de elasticidad transversal dindmico y del amortiguamiento con respecto a la tem-
peratura. Las bajas temperaturas, por debajo de 0°C, producen una rigidizacién
del caucho. Este efecto es mds marcado en el caso del caucho de alto amor-
tiguamiento en el cual se agregan particulas para incrementar su amortiguamiento
al afectar la temperatura la interaccién entre el caucho y las particulas.

En el caso del caucho natural no vulcanizado, este puede cristalizar parcial-
mente cuando se encuentra sometido a bajas temperaturas. Puede alcanzar un
méaximo del 30% de cristalizacién después de permanecer durante 8 horas a una
temperatura de —24°C' (Fuller et al. 1997). El vulcanizado mejora esta situacién
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haciendo el proceso mucho maés lento, puede requerir dias, semanas o meses,
dependiendo este tiempo del proceso de vulcanizado. La aplicaciéon de tensién
generalmente incrementa la tasa de cristalizacién, pero este proceso segiin Nag-
di (1993) no es un problema para elastémeros sujetos a movimientos frecuentes,
ya que el calor generado durante estos movimientos impide la cristalizaciéon. De-
bido a que los elastémeros son malos conductores de calor, cuando una pieza de
considerable espesor es sometida a deformaciones ciclicas con frecuencias altas la
temperatura en su interior puede alcanzar los 150°C' (Nagdi 1993).

A partir de resultados de ensayos de laboratorio se desprende que para una
carga con frecuencia de 0.5 Hz y deformacion por esfuerzo cortante equivalente a
un 100% de la altura del elastémero, el médulo de elasticidad transversal varfa con
la temperatura en una relacion G(—20°C)/G(20°C) entre 1.5 y 1.8, dependiendo
estos valores de la composicién del caucho (Fuller et al. 1997). A pesar de ser
esta una variacién de rigidez muy importante, no es de esperar temperaturas tan
bajas (—20°C) en los dispositivos de aislamiento instalados en edificios reales,
pues estos estdn usualmente ubicados en compartimientos cerrados y no al aire
libre.

Por otra parte, en los mismos ensayos (Fuller et al. 1997) se pone de manifiesto
que la variacién del médulo de elasticidad transversal con la composiciéon del
elastémero es mds pronunciada que su variaciéon en funcién de la temperatura.
Para los casos analizados, el médulo de elasticidad transversal G a 20°C' y 100% de
deformacion por cortante, puede variar entre 4 y 12kg/cm? segun la composicién
del elastémero.

En SMiRT11 (1991) Bridgestone, Japén, presenta un grafico de la dependencia
del médulo de elasticidad transversal con la temperatura para dispositivos con
caucho de alto amortiguamiento. La relacion G(—30°C)/G(30°C) es igual a 1.5.
Con relacién a la rigidez horizontal y amortiguamientos en referencia a estos
valores a una temperatura de 20°C se da la siguiente tabla:

Temperatura —15°C' | 0°C' | 20°C | 40°C
Rigidez relativa 1.31 | 1.31| 1.00 | 0.91
Factor de amortiguamiento relativo | 1.11 | 1.06 | 1.00 | 0.90

El efecto del fuego en el comportamiento de los dispositivos de apoyo elas-
toméricos es senalado por Skinner et al. (1993), indicando ensayos en los cuales
los dispositivos han sido sometidos a temperaturas superiores a 800°C' por més
de 100 minutos mientras se encontraban soportando cargas verticales. Después
de haber sido sometidos a estas temperaturas, los dispositivos se comportaron
de forma satisfactoria, sin cambios apreciables en su capacidad de carga o en su
respuesta fuerza-desplazamiento.

Otro efecto de los cambios de temperatura es el cambio volumétrico de los
elastémeros, con un coeficiente de expansién térmica unas 10 veces superior al
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del acero (Nagdi 1993). Esta diferencia en el coeficiente de expansién térmica
pude causar tensiones en ldminas de caucho vulcanizadas con ldminas de acero,
cuando el conjunto es sometido a grandes cambios de temperatura.

2.5.5 Envejecimiento

No se dispone de datos de dispositivos de alto amortiguamiento hallados durante
un largo periodo de tiempo en servicio. Sf pueden mencionarse, en este sentido,
datos de dispositivos de caucho natural utilizados en apoyos de puentes. Fuller
et al. (1997) mencionan el caso del primer puente en el Reino Unido soportado
por dispositivos de caucho laminado, el Puente Pelham en Lincoln, Inglaterra. En
este caso los dispositivos manufacturados en 1957 han estado en servicio desde
entonces sin presentar problemas. Algunos de estos dispositivos han sido reem-
plazados en 1994 y ensayados en Japén (Kato, Watanabe & Yoneda 1996, Kato,
Watanabe & Kato 1997). Los resultados de estos ensayos indican una rigidez a
esfuerzo cortante un 5% superior a la obtenida en ensayos realizados sobre los
dispositivos al tiempo de su instalacion.

Un estudio experimental sobre la primera estructura construida con aislamiento
de base mediante dispositivos elastoméricos puede consultarse en Garevski, Kelly
& Bojadziev (1998). Se trata de una escuela de tres plantas en Skopje (Macedonia)
construida en 1969 con dispositivos de apoyo de caucho natural sin refuerzo de
placas de acero.

En dispositivos de alto amortiguamiento se pueden realizar ensayos de enve-
jecimiento acelerado en laboratorio. Un problema a considerar en estos ensayos
es lograr que la relacién tiempo/temperatura en laboratorio sea equivalente a
someter el dispositivo a un largo perfodo de tiempo a temperaturas de servicio.
Otro factor a tener en cuenta es el importante efecto del oxigeno en el proceso de
envejecimiento del caucho natural, a efectos de reducir su incidencia es usual el
agregado de antioxidantes en el proceso de vulcanizado (Nagdi 1993, White 1995).

Ensayos en el laboratorio de envejecimiento anaerébico indican un incremento
del 20% en el valor del médulo de elasticidad transversal G, para carga dindmica
de frecuencia 0.5Hz y deformacion v del 100%, después de 120 dias de enve-
jecimiento a una temperatura de 70°C' (Fuller et al. 1997). Los mismos ensayos
indican una disminucién del amortiguamiento, en todos los casos, inferior al 20%
del valor inicial. La utilidad de estos datos es relativa, al no ser posible rela-
cionarlos con un periodo de tiempo equivalente a temperaturas de servicio (Fuller
et al. 1997).

Brigestone, Japén, realizé ensayos de envejecimiento acelerado mediante incre-
mentos de temperatura y reacciones quimicas y establecié una relacién de 24 horas
en laboratorio con 2.5 anos en condiciones de servicio. Utilizando esta relacién
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senala que el cambio de rigidez en 60 afios serd, como méaximo, un 20% del valor
inicial (SMiRT11 1991).

2.5.6 Capacidad de carga vertical

La capacidad de carga vertical de los dispositivos de apoyo de caucho laminado
viene dada por el fabricante de los mismos en base a resultados experimentales.
Para una determinada composicién de elastémero y una superficie dada, la ca-
pacidad de carga vertical se incrementa reduciendo el espesor de cada capa de
elastémero y la rigidez horizontal se reduce incrementando el espesor total de las
capas de caucho (Skinner et al. 1993).

El aumento de capacidad de carga vertical con la reduccién de espesor de las
capas de caucho se debe a la restriccién que presentan las capas de acero a la
deformacion de expansion en el plano del elastémero, causada por su incompresi-
bilidad, cuando el dispositivo es cargado verticalmente (Roeder & Stanton 1983).

Como guia de disefio Kelly (1993) sugiere una tensién vertical o de alrededor
de 7T0kg/cm? y con esta tension seleccionar G de acuerdo al tipo de elastémero a
utilizar en la construccion del dispositivo. Segin los valores dados por Bridgestone,
para los dispositivos cuyas caracteristicas se indican en la pagina 26, la tensién
vertical resulta de unos 25kg/cm? para caucho natural y unos 31kg/cm? para
caucho de alto amortiguamiento. Esta “reducciéon" de tensiones puede deberse
a que, para determinada carga vertical, el desplazamiento vertical que sufre el
dispositivo aumenta con la deformacién tangencial por esfuerzo cortante que si-
multdneamente este actuando en él. Para el dispositivo de alto amortiguamiento
(pagina 26), una carga vertical de 500 T genera un desplazamiento de 0.9 mm
para 0% de deformacién tangencial y de 1.6 mm para 200% de deformacién tan-
gencial. Para el dispositivo de caucho natural, las 500 T' de carga vertical generan
un desplazamiento de 1.2mm para 0% de deformacién tangencial y de 2.8 mm
cuando la deformacion tangencial es del 200%.

Roeder & Stanton (1983) presentan una férmula empirica para la determinacién
de la deformacion vertical € de dispositivos de caucho laminado por efectos de
cargas de compresion, esta es:

o
=7 E
siendo f. un coeficiente adimensional, E el médulo de elasticidad del caucho y & la
tension de compresion media. Con esta tensién de compresién media ¢ determinan
una tensién de cortante 7,4z,

¢ (2.12)

Tmaz = 9c O (2.13)

siendo g, otro coeficiente adimensional. En la citada referencia (Roeder & Stanton
1983) se dan valores para estos coeficientes, f. y g, en funcién de un factor de
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forma S y para dispositivos de planta rectangular. Para dispositivos de planta
axisimétrica se citan otras referencias con expresiones empiricas similares.

2.6 ESTUDIO CRITICO DE LOS METODOS DE
CALCULO DE ESTRUCTURAS CON
AISLAMIENTO DE BASE

2.6.1 Modelizacién dinamica de edificios porticados

En el apartado 2.4 se han descrito los principales tipos de dispositivos utilizados
en el aislamiento sismico de base y en el apartado 2.5 se analizan las propiedades
mecdnicas del tipo de dispositivos méds utilizado, esto es, dispositivos de caucho
laminado, a partir de resultados de ensayos experimentales. En este apartado se
hace una revisién del cdlculo numérico de estructuras con aislamiento sismico,
en especial de aquellas que utilizan sistemas de aislamiento con dispositivos de
caucho laminado.

Desde el punto de vista del calculo numérico, la respuesta sismica de una estruc-
tura es el resultado de “filtrar” la senal sfsmica a través de la misma estructura. La
obtencion de dicha respuesta, es decir, un andlisis sismico, requiere la definicién
previa tanto del movimiento del terreno como de las caracteristicas estructurales.
Obviamente, el sujeto del andlisis no es la propia estructura, sino un modelo
mecédnico de la misma que, en este caso, es uno dindmico. La definicién de tal
modelo depende del tipo de estructura analizado y pretende no sélo proporcionar
una descripcién realista de su comportamiento, sino también desarrollar una serie
de relaciones entre las acciones y la respuesta, que describan el modelo matemdtico
del problema (Barbat & Miquel-Canet 1994).

Las caracteristicas fisicas a tener en cuenta en la definicion de un modelo
matematico son la masa, el amortiguamiento y la rigidez de la estructura. En
el caso de los edificios de hormigén armado, la masa de la estructura estd gene-
ralmente concentrada en unas zonas de la estructura facilmente identificables. Por
este motivo, los modelos dindmicos que suelen considerarse en este caso utilizan el
método de las masas concentradas, de fécil aplicacién y que proporciona resultados
suficientemente precisos.

Si se hace la simplificacién de despreciar la deformacién por esfuerzo axial de
los pilares, los porticos pueden modelarse mediante un sistema de varios grados
de libertad con masas concentradas a nivel de los forjados. Si, ademds, se supone
que los forjados de las plantas son rigidos, el nimero de grados de libertad queda
reducido a los desplazamientos de los pisos. En el supuesto de que los pérticos
no tuvieran un plano de simetria o si la direccién del terremoto no estuviera
contenida en dicho plano, se tendrfan que considerar en el modelo grados de
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libertad adicionales, a fin de incluir en el anélisis la posibilidad de giro de las
plantas en su propio plano, es decir, el fenémeno de torsion.

El método de las masas concentradas es eficiente en la modelizacién de los
edificios, que son estructuras caracterizadas por una concentraciéon real de su
masa en algunos puntos discretos. En este caso, el modelo dindmico se obtiene
concentrando la totalidad de la masa en estos puntos, suponiendo que el resto
de la estructura tiene solamente rigidez, pero no masa. En el caso de estructuras
continuas, el procedimiento de discretizacién maés riguroso y que maés se utiliza
actualmente es el método de los elementos finitos.

e Formulacién General

Utilizando aislamiento de base en un edificio se trata de conseguir que la es-
tructura del mismo se mantenga en el rango elédstico lineal, concentrando la no
linealidad en los dispositivos de aislamiento. Considerando la notacién de la figura
2.29, la ecuaciéon de movimiento del sistema sujeto a una excitacién sismica a(t)
se expresa como

Mﬁ+CD+KD:—MJ[d},+a} (2.14)

donde D es un vector con la historia de desplazamientos relativos a la base, d,
es el desplazamiento de la base relativo al suelo, M es la matriz de masas, C
es la matriz de amortiguamiento, K la matriz de rigidez y J es el vector que
relaciona el movimiento de cuerpo rigido con los grados de libertad del modelo.
Para edificios de cortante, J es un vector unidad. Las condiciones de borde son

para t=0— D=0, D=0 (2.15)

Las fuerzas de rigidez y amortiguamiento ejercidas por el edificio sobre la base
se obtienen de la ecuacion (2.14) como

JTCD+JTKD:fJTME—JTMJ[d'bJra} (2.16)

Por lo que, la ecuacién de movimiento de la base es

my(dp+a)+JTM [D+J(d’b+a)} +f=0 (2.17)

siendo m; la masa de la base (encima del aislador) y f la fuerza ejercida por el
aislador sobre my. La ecuacién de f depende del tipo de aislador utilizado. Las
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a(t SISTEMA DE
BASE AISLAMIENTO
W ==l
7
CIMENTACION
(a) (b)

Figura 2.29 Edificio de base aislada. (a) Esquema. (b) Modelo dindmico.

correspondientes a los aisladores mas utilizados son analizadas en Su, Ahmadi &
Tadjbakhsh (1989), Su, Ahmadi & Tadjbakhsh (1990), Bozzo & Mahin (1990),
Molinares & Barbat (1994) y Barbat & Bozzo (1997).

La solucién general de la ecuacién (2.14) puede obtenerse utilizando la super-
posicién modal en la forma:

D(1) =3 gm0 (2.18)

donde ¢, son las formas modales, g es el nimero de modos incluido en el anédlisis y
n, las amplitudes modales, las cuales son determinadas por la siguiente expresion:

' MJ

iii(t) + 2vg w0 (1) + win(t) = —m

[d}; + a} =Qi [o'l}, + a} (2.19)
En esta ecuacién, w; y v; son las frecuencias naturales y coeficientes de amor-
tiguamiento del edificio y Q; es el factor de participacién modal. Reemplazando
la ecuacién (2.18) en la (2.17), la ecuacién de movimiento de la base resulta
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mp(dy+a)+JTM Z @; () +J (dy+a) | +f=0 (2.20)

i=1
e Caso de las estructuras con dispositivos de caucho laminado

Un esquema de dispositivos de caucho laminado y su correspondiente modelo
dindmico es el presentado en la figura 2.2. La ecuacién de movimiento para la
base de un edificio apoyado sobre este tipo de dispositivos y excitado por una
aceleracion sfsmica a(t) puede ser representada como

mb(Jb+a)+cbdb+kbdb+JTM Zcpiﬁi(t)+J(Jb+a) =0 (2.21)

donde ¢, es el amortiguamiento equivalente y k; es la rigidez equivalente del
sistema de aislamiento (Kelly 1991a). Nétese que esta ecuacién es igual a las
ecuaciones generales (2.17) y (2.20) donde la fuerza f ejercida por los dispositivos
de aislamiento ha sido reemplazada por el valor correspondiente a esta fuerza en
caso de dispositivos de caucho laminado, esto es f = cpdp+kpds.

El sistema lineal equivalente permite una solucién numérica aproximada del
problema. Las amplitudes modales 7;(t) y el desplazamiento de base d, se ob-
tienen resolviendo el sistema de ecuaciones diferenciales acopladas dado por las
ecuaciones (2.19) y (2.21).

El periodo de diseno maés aceptado para dispositivos de caucho laminado es
T, = 2s (donde T, = 2mv/myot/kp). El coeficiente de amortiguamiento equivalente
del caucho varia considerablemente. Para pequenas deformaciones, puede tener
un valor de v, = 0.3 (donde v, = ¢,/2w;) pero para grandes deformaciones puede
bajar a 0.05. Un valor v = 0.1 suele ser aceptado como pardametro de diseno.
La rigidez equivalente del sistema k;, serd funcién de la rigidez de los dispositivos
individuales Ky y ésta también varfa significativamente (véase el apartado 2.5.1).

2.6.2 Teoria lineal del aislamiento de base

e Introduccion

Un andlisis preciso de estructuras soportadas por dispositivos aisladores de
base requiere un andlisis no lineal paso a paso en el tiempo. No obstante para
ciertos sistemas, como los dispositivos de caucho laminado, es posible linealizar las
ecuaciones no lineales utilizando los conceptos de rigidez equivalente y coeficientes
de amortiguamiento equivalente. Esta simplificacién propuesta por Kelly (1991a)
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permite conocer, en forma aproximada, el comportamiento de estructuras con
aislamiento elastomérico. En el caso de dispositivos de friccién resulta dificil de
linealizar la ecuacién de movimiento, por lo que se han propuesto (Bozzo & Mahin
1990) sistemas no lineales de un grado de libertad.

Un hecho importante es que el perfodo fundamental de las estructuras aisladas
con dispositivos de caucho laminado es similar al periodo de estos dispositivos.
El periodo fundamental de la estructura de base fija sufre un corrimiento hacia
un periodo mucho mayor. El objetivo es apartar este perfodo del perfodo pre-
dominante de los terremotos. Para estructuras con aislamiento, los factores de
participacién para modos superiores son despreciables comparados con la parti-
cipacién del primero.

Si la frecuencia natural del sistema de aislamiento es préxima a la frecuencia
predominante de un terremoto, la respuesta estructural del edificio aislado seria
mayor que la respuesta de la estructura convencional de base fija. Por lo que
resulta esencial predecir con la melor exactitud posible el contenido de frecuencias
de los terremotos en la zona.

El primer modo de vibracién serd excitado, atin cuando la frecuencia funda-
mental de la estructura de base aislada se encuentre lejos de la predominante
del terremoto, por lo que cierto amortiguamiento es necesario para limitar los
desplazamientos maximos.

e Estructuras de un grado de libertad

En la figura 2.30 se indica una estructura de un grado de libertad apoyada
sobre dispositivos de caucho laminado y su correspondiente modelo dindmico.
Las masas my;, y m, corresponden a la base y a la estructura, respectivamente, la
rigidez ky, y el coeficiente de amortiguamiento ¢, definen las propiedades mecdnicas
del sistema aislador y la rigidez k; y el coeficiente de amortiguamiento ¢; definen
las propiedades mecdnicas de la estructura.

El movimiento sismico es representado por el desplazamiento d(¢), la velocidad
v(t) y la aceleracion a(t) del terreno actuando sobre la base. Las vibraciones del
suelo se propagan a través de los dispositivos aisladores induciendo desplazamien-
tos en la base y en la estructura, siendo d;(¢) el desplazamiento de la masa m;
con respecto a la base y dp(t) el desplazamiento de la masa my; con respecto al
terreno. El principio de equilibrio dindmico de D’Alembert permite escribir las
ecuaciones de movimiento para las masas my y my

m [d‘l (t) + dy(t) + a(t)} +kidy(t) + erdy(t) =0 (2.22)

me [d’b(t) + a(t)} +my [d’l (t) + dy(t) + a(t)} + kydy(t) + cydy(t) = 0 (2.23)
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BASE
AISLADORES

. -

CIMENTACION
(a) (b)

Figura 2.30 Estructura de un grado de libertad con aislamiento de base. (a)
Esquema. (b) Modelo dindmico.

En notacién matricial estas ecuaciones son representadas como:

MD + CD + KD = —M J a(t) (2.24)
donde
M:{mb—i-ml ml] ’ C:[Cb 0}
mi mi 0 o
ky O 1 dp
K: = D:
[0 k’1} ’ T [0} ’ {dl}

El problema en autovalores y autovectores asociado a la ecuacién (2.24) puede
expresarse como

(K —w?*M)p=0 (2.25)

donde w es la frecuencia del sistema y ¢ es su correspondiente forma modal.
La ecuacién caracteristica para este sistema puede ser escrita en forma explicita
como

my+my My my1 mi+my

w1 —7)—w? (L+ﬂ>+ﬂi—0 (2.26)
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siendo v = my/(m1 + my). De la solucién de esta ecuacién se obtienen las dos
frecuencias naturales del sistema. Definiendo las frecuencias fundamentales de la
estructura ws y del sistema de aislamiento sismico w, como

B by

= , = 2.27
v mq “b mp + My ( )
se puede expresar la ecuacién (2.26) como
wh (1 —7) — w? (wf + w?) + wpw? =0 (2.28)
La solucién de la ecuacion (2.28) es
2 _ M 14+ ./1— 4d-7)e (2.29)
2(1=9) (1+¢)°

en la cual se ha introducido el coeficiente e = w? /w?.

Al ser la rigidez estructural k; mucho mayor que la rigidez del sistema de
aislamiento sismico k;, la ecuacién (2.27) indica que el pardmetro e resulta
muy pequeno, aproximadamente 1% segin Kelly (1991a). Por consecuencia, con-
siderando e2 ~ 0 y (1 +¢)? ~ 1, la ecuacién (2.29) resulta

2 2
2 . Wy tws

w’ ~ 1£(1-2(1—-9)e¢ 2.30
e (1 (1 -2(1 - 7)) (2:30)
Los correspondientes autovalores son
2 2
2, Wp T Wi 2 2
wi > —F—=2(1—v)exwy(l+¢)~w 2.31
R e RUBEL R B (231)
2 2 2
2, Wh T Ws ws
wy >~ ——=—(2—-2e(1l—7)) ~ 2.32

En estas ecuaciones w; representa la frecuencia natural modificada del sistema
aislador y wy la frecuencia natural modificada de la estructura. Los autovectores
p1 Y 2, siguiendo el desarrollo de Barbat & Bozzo (1997), se obtienen empleando
las frecuencias w; y wy para resolver el sistema lineal (2.25)

el =[1 —¢/v] (2:33)
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¢y =[1-1/7] (2.34)

Los vectores ¢1 y 2 forman una base completa y son utilizados para desacoplar
las ecuaciones de movimiento (2.24),

dy(t)

D®) = [ a(t)

| =m e+ m() (2:35)

donde n1(t) v n2(t) son funciones de tiempo. Tomando las componentes x(t) y
z1(t) individualmente y considerando las ecuaciones (2.33) y (2.34), se obtiene

zp(t) = () 8 + ma(t) @4 = m(t) + n2(t) (2.36)
m@:m®ﬁ+m®¢%*$m®—29 (2.37)

Las ecuaciones presentadas en esta secciéon permiten realizar algunas obser-
vaciones generales acerca del comportamiento de estructuras con aislamiento de
base. Si la frecuencia fundamental de los terremotos esta préxima a la frecuencia
natural del edificio de base fija, el sistema de aislamiento de base deberia tener
una frecuencia alejada de estas.

A diferencia de una estructura de un solo grado de libertad y base fija, que tiene
una unica frecuencia ws, una estructura aislada tendrd dos frecuencias naturales
w1 y we. La ecuacién (2.31) indica que la frecuencia w; es similar a wy,. Para evitar
la resonancia entre el primer modo y la frecuencia predominante de un terremoto,
es conveniente que w; sea menor que ws. Ademads la ecuacién (2.33) indica que los
desplazamientos en el primer modo estdn concentrados en la base, mientras que el
desplazamiento relativo dintel-base resulta muy pequeno; el sistema se comporta
casi como un sélido rigido.

La segunda frecuencia natural, wo, resulta mayor que wg, y puede ser suficiente
para evitar la resonancia en el segundo modo. La ecuacién (2.34) indica el peligro
potencial de una vibracién en el segundo modo ya que el desplazamiento relativo
dintel-base resulta mayor que el correspondiente al primer modo.

Una conclusién general aplicable a estructuras aisladas mediante dispositivos de
caucho laminado es que la respuesta es minimizada por el cambio de la dindmica
del sistema original (de base fija), no por disipacién de energia.

Pueden existir, no obstante, terremotos cuya frecuencia predominante sea baja
y proxima a wi. En este caso la respuesta de la estructura con aislamiento puede
ser muy desfavorable, incluso peor a la de una estructura similar de base fija,
y la respuesta deberd ser limitada por el amortiguamiento 14, cuyo valor puede
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variar entre el 5% y el 30% del amortiguamiento critico. Un valor del 10% es
frecuentemente utilizado (Barbat & Bozzo 1997).

Resulta por lo tanto obvia la necesidad de estudios sismolégicos para determinar
el rango de los perfodos predominantes que son posibles en una determinada
region.

e Estructuras de varios grados de libertad
Una extension de la teorfa lineal de aislamiento de base presentada en el aparta-
do anterior ha sido desarrollada por Kelly (1993). El modelo analitico es simi-

lar al de estructuras de un solo grado de libertad. En este caso, la ecuacién de
movimiento en notaciéon matricial es

MD + CD + KD = —M J a(t) (2.38)
donde
T
M | et mr J Mg 7 c_| @ 0 7
MgJ Mg 0 Cs
B O R [ d
K15 k) T le] Pelon

En estas expresiones K g es la matriz de rigidez lateral de la estructura, Cg es la
matriz de amortiguamiento estructural, Mg es la matriz de masas de la estruc-
tura, my es la masa estructural total mpy = > X, m; y m; es la masa correspondiente
a una planta.

De forma andloga al procedimiento seguido en la seccién anterior para sistemas
de un grado de libertad, el problema de autovalores y autovectores asociado a la
ecuacién (2.38) puede expresarse como

(K —w’M)p=0 (2.39)

asumiendo que ¢;Cp; =0, si i # j.

Las formas modales y frecuencias naturales se pueden obtener directamente de
estas ecuaciones utilizando procedimientos estdndar. No obstante, Kelly (1993)
indica que esta alternativa puede conducir a errores numéricos causados por el
mal condicionamiento de la matriz de rigidez, ya que un elemento de la diagonal
tendria dos ordenes de magnitud inferiores a los demés. Por ello propone un pro-
cedimiento iterativo basado en los autovalores y autovectores de la estructura de
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base fija. Resultados numéricos indican que las frecuencias altas no son afectadas
por los dispositivos de aislamiento y resultan préximas a las de base fija. Las
frecuencias bajas, por el contrario, si sufren un corrimiento significativo causado
por los aisladores.

2.6.3 Teoria no lineal del aislamiento de base

La simulacién numérica de estructuras con aislamiento de base necesita de al-
goritmos no lineales eficientes que permitan su anélisis paso a paso (Barbat &
Bozzo 1997). Varios procedimientos han sido propuestos para realizar esta in-
tegracién en el tiempo y en esta secciéon se hace una breve revision de los més
importantes.

Los procedimientos m&s empleados corresponden a los denominados monoliti-
cos (Barbat & Bozzo 1997). Estos no distinguen entre los grados de libertad
correspondientes a la estructura y aquellos correspondientes a los aisladores. Si
la estructura esta aislada, generalmente, permanece en el rango elédstico lineal y,
por ello, estos procedimientos monoliticos son ineficientes.

Los algoritmos basados en una condensacion estatica reducen el orden del pro-
blema no-lineal limitdndolo al mimero de grados de libertad ineldsticos. Ademas
de la condensacion estatica se pueden desacoplar las ecuaciones de movimiento
de los aisladores y de la estructura de forma iterativa. Estos métodos iterativos,
combinados con la correspondiente linealizacién de los términos no-lineales se
denominan esquemas iterativos por bloques (Barbat, Molinares & Codina 1996).

e Esquemas de integraciéon paso a paso monoliticos

La ecuacién de movimiento

MD+CD+f(D)=F (2.40)

es similar a la ecuacién (2.38) pero el vector f (D) representa las fuerzas no-lineales.
Los procedimientos de simulacién monoliticos resuelven el problema no-lineal es-
tatico en cada paso de tiempo, considerando el sistema completo, de forma similar
a procedimientos de anélisis ineldsticos de estructuras convencionales. En cada
paso, la solucién se obtiene usando la matriz de rigidez tangente o usando las
pseudo-fuerzas equivalentes. La evaluaciéon y descomposiciéon de la matriz tan-
gente en cada paso es un procedimiento costoso computacionalmente y por ello
estos procedimientos no son adecuados en aislamiento de base. Una alternativa
mas eficiente es evaluar las fuerzas equivalentes pseudo-estédticas en cada paso de
tiempo. De esta forma la ecuacién de movimiento es
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MD+CD+K,D=F —Fy (2.41)

donde el vector f(D) se linealiza de la siguiente forma

f(D)=K,D +Fy

La matriz de rigidez K, es lineal y el vector de pseudo fuerzas F  es dependiente
del tiempo. La matriz K, puede ser la de rigidez tangente inicial.

La principal ventaja de emplear pseudo-fuerzas es de que la matriz de rigidez
original se descompone una sola vez al inicio de la integracién, siendo esta opera-
cién la que més contribuye a la ineficiencia numérica. En cada paso, el problema
no lineal se limita a la evaluacién de las fuerzas equivalentes. Si estas fuerzas co-
rresponden a unos pocos grados de libertad el procedimiento puede ser eficiente
ya que los célculos se limitan al nivel de los elementos.

e Esquemas de iteracién por bloques

Los algoritmos monoliticos requieren procedimientos de discretizacién de las
ecuaciones de movimiento que incluyan su linealizacién y acoplamiento (Su
et al. 1989). El sistema global no es de fécil solucién debido a las distintas rigide-
ces relativas de la estructura y de la base, por lo que suele necesitar incrementos
de tiempo muy pequenos. Estos procedimientos suelen necesitar un importante
nimero de iteraciones y su convergencia es lenta. Por ello se propusieron esque-
mas de iteracién por bloques que reducen el niimero de iteraciones y disminuyen
el tiempo de convergencia (Codina 1992). Un estudio de la eficiencia comparati-
va entre los esquemas monoliticos y los de bloques iterativos para edificios con
aislamiento de base se presenta en Barbat et al. (1996). Los procedimientos de
bloques iterativos tratan la no-linealidad del problema como una actualizacién
iterativa de la fuerza f en los aisladores.

Las ecuaciones que se presentan a continuacién representan un problema genéri-
co acoplado (Codina 1992)

eyl M
pu— 2-42
{ A Ax(y) ||y 0 (2.42)
donde x y y son vectores a determinar, ¢q; y g, son los vectores de carga y

A;j, i,j = 1,2 son matrices, donde Ay, depende de y. Las ecuaciones del sistema
(2.42) estdn acopladas linealmente. La matriz Ay, se linealiza de la siguiente forma
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An(y )y ~Asy+ p(y" ) (2.43)

donde A;2 es la forma linealizada de Agy. A partir de la ecuacién (2.42) se puede
plantear el siguiente procedimiento monolitico, similar al presentado anterior-
mente para las pseudo-fuerzas

(4)
AH 1411‘2 m(i) = 4 (i—1) (244)
Az Ay Yy ©-—Yy )
Alternativamente a partir de la ecuacién (2.44) y empleando la iteracién por
bloques de Gauss-Seidel se pueden formular las siguientes ecuaciones acopladas

1)

Az = q, — Ay (2.45)

Ay =gy -y ") — Anz” (2.46)

Esta es una primera alternativa para formular un procedimiento iterativo por
bloques. La ecuacién (2.45) se resuelve primero dando un valor para = y este
valor se emplea para resolver la ecuacién (2.46) para obtener el vector y'.

Las ecuaciones desacopladas del movimiento para la estructura (2.19) y el ais-
lador (2.20) se pueden expresar en la siguiente forma compacta

. .9 ®TMJ - T MJ
+2v QAN+ QN+ =— t 2.47
N2y At e e T T ar e (2.47)
JTM®#+ (T "M J +myp)dy+ f =—(JTMJI)a(t) —mpa(t) (2.48)

donde @ es la matriz modal correspondiente a los primeros ¢ modos de vibracién
de orden (n x q), v es la matriz diagonal de amortiguamiento y € es la matriz
diagonal de frecuencias. Los términos 7, y 7 para el instante de tiempo k en
la ecuacion (2.47) y dyx en la ecuacién (2.48) se pueden expresar en funcién de
los desplazamientos 7 v dp empleando, por ejemplo, la discretizacion de New-
mark. Se formula entonces el siguiente problema, similar al representado por las
ecuaciones (2.44)
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2
Ay = ﬂAt2I+ ﬂAtQV+Q Aqp = ﬁAt2Q (2.49)
Agi = ——J"M® Agy = 0oL L o+ ke (2.50)
ﬁAﬁ BAL2 T BAL
_ dy dyk 1
a = a(t)+mtz +6At+( Qﬁ)dbk]Q‘i‘ﬂAtQ?’lk—FﬁAtﬂunk-l- -
. v ,
@nk*Q(l - B)QV%+ (1- Qﬁ)nk —2(1- —ﬁ)AtQth
g = [~a(t)+ v + M + (1 - _)dbk]mtot +——=J" M &y, +
BAL2  BAt 203 ﬁAﬁ
T : _Jh\gT . i —(1—Xerdnr — 2.52
ﬂAtJ M @7, + (1 5)J M‘I)”Ik+ﬂAthdbk (1 ﬂ)cbdbk (2.52)
(1*—5)At0bdbk*f

donde Q es un vector que contiene los factores de participacién modal y ny,
M, y 7, son vectores que contienen desplazamientos, velocidades y aceleraciones
conocidas, respectivamente, en el intervalo de tiempo k.
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3

MODELOS CONSTITUTIVOS PARA
ELASTOMEROS

3.1 INTRODUCCION

Las leyes o modelos constitutivos describen la naturaleza (macroscépica) del com-
portamiento de los materiales. Diferentes leyes constitutivas gobiernan distintos
tipos de comportamiento material, o mas precisamente, un modelo constitutivo
describe un material ideal y las predicciones de este modelo deberfan resultar una
aproximacién cercana al comportamiento observado del material real que la ley
constitutiva trata de describir.

Los modelos constitutivos son necesarios para distinguir entre diferentes medios
continuos, por ejemplo entre un material como el acero y otro material como el
caucho, distinciéon que la descripcion geométrica del movimiento de un medio
continuo no puede realizar. Estas leyes constitutivas establecen la relaciéon entre
dos campos, el campo donde se cumplen las condiciones de equilibrio tensién-
fuerza y el campo donde se cumplen las condiciones cineméticas de compatibilidad
deformacion-desplazamientos.

Una relacién lineal tensién-deformacién puede ser un modelo aceptable, den-
tro de ciertos limites, para representar el comportamiento de algunos materiales
sélidos homogéneos y eldsticos, como el acero, en el rango de pequenas defor-
maciones. No obstante, cuando las estructuras construidas con tales materiales,
deben soportar acciones extraordinarias tales como terremotos, es necesario uti-
lizar modelos constitutivos mas sofisticados para simular el comportamiento del
material con el fin de predecir con cierta exactitud la respuesta de estas estruc-
turas.
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Otros materiales, tales como los elastémeros, cuando son sometidos a cargas
presentan grandes cambios de forma y una respuesta fuertemente no lineal. Una
vez retiradas las cargas retornan a posiciones muy cercanas a la inicial y cuando
son sometidos a cargas ciclicas exhiben en la respuesta una considerable disi-
pacién de energfa, especialmente aquellos conocidos como elastémeros de alto
amortiguamiento (véase la Seccién 2.5). Un modelo constitutivo destinado a si-
mular el comportamiento de estos materiales deberd ser capaz de captar estos
fenémenos.

En este capitulo se realiza, en primer lugar, una breve revisién de las leyes
fundamentales de la termodindmica que deben cumplir los modelos constitutivos.
A continuacién se propone un modelo hipereldstico generalizado para el anali-
sis de elastémeros multi-fase. Se utiliza teorfa de mezclas para incorporar las
expresiones constitutivas bdsicas propuestas para cada sustancia, esto es, vis-
coelasticidad para el caucho y elastoplasticidad para las particulas agregadas, en
una formulacién de sélido compuesto. Todo el modelo se desarrolla en grandes
deformaciones en funcién de los estiramientos principales. La resolucién numérica
de esta formulacién se implementa en el Capitulo 5, utilizando el método de los
elementos finitos, con especial consideracién al tratamiento de la presién interna
generada por la cuasi incompresibilidad de los elastémeros.

3.2 FORMULACION DE MODELOS
CONSTITUTIVOS

En esta seccion se hace una breve revision de algunos conceptos bésicos de ter-
modindmica de medios continuos, que serdn luego utilizados en la formulacién
de los modelos constitutivos. Para un estudio m&ds amplio de estos conceptos
pueden consultarse las referencias clasicas de mecédnica del continuo (Trusdell &
Noll 1965, Malvern 1969, Gurtin 1981, Marsden & Hughes 1983).

3.2.1 Leyes fundamentales de la termodinamica

Considérese un cuerpo continuo B el cual ocupa una regién  con contorno 92 en
el espacio de tres dimensiones £2 en su configuracién de referencia. Sea B sujeto a
un movimiento ¢ tal que para cada tiempo ¢, la deformacién ¢(-t) : £3 — £3 ma-
pea cada particula material X de B en el lugar x que esta ocupa al tiempo t. Para
establecer las leyes fundamentales de la termodindmica, es conveniente introducir
los campos escalares 0(x,t), e(x,t), s(x,t) y r(x,t) definidos en la configuracién
deformada (€2, ¢) de B, los cuales representan la temperatura, energia especifica in-
terna, entropia especifica y densidad de produccion de calor. Ademds de estos campos
escalares, el campo tensorial o (x,t) representard el tensor de tensiones de Cauchy y
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los campos vectoriales b(x,t) y g(x,t) representardn, respectivamente, las fuerzas
masicas y €l flujo de calor.

Conservacion de masa

El postulado de conservaciéon de masa requiere el cumplimiento de:
p+ pdiv[v] =0 (3.1)

donde p es el campo de densidad de masa, v es la velocidad espacial y div|:] repre-
senta la divergencia espacial de [-].

Balance de momento

En su forma local euleriana, el balance de momento puede ser expresado por las

ecuaciones:

divg] + pb=p o
ol =¢o en () (3.2)
f=0on en ¢(09)

donde n es el vector normal al contorno deformado ¢(92) de B, f es el campo
vectorial de fuerzas de superficie y v el campo de aceleraciones.

El primer principio

El primer principio de la termodindmica, que postula la conservacién de energia,
en forma local euleriana, se expresa en forma explicita por la ecuacién

pé=o:d+pr—div|q] (3.3)
donde

d= < (Vv+Vol)

N —

es la tasa de deformacion, siendo V(-) el gradiente espacial de (-).

El segundo principio

El segundo principio de la termodindmica postula la irreversibilidad de produccién
de entropia. Es expresado por medio de la desigualdad:

pé + div [‘Eﬂ - % >0 (3.4)
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La desigualdad de Clausius-Duhem

Combinando el primer y segundo principio de la termodindmica se obtiene la
desigualdad

1
p s+ div [g} — é(pé—a :d+diviq]) >0
De la introduccién de la energia libre especifica 1, también conocida como energia
libre de Helmholtz por unidad de masa, definida por

Yv=e—0s (3.5)

junto con la identidad

w19 = Laivig - Lg.
dlvb}—edlv[q] 724 \V4%

en la desigualdad anterior resulta la desigualdad de Clausius-Duhem:
. 1
U:d*p(dﬂrs@)*gq-gzo (3.6)
donde g = /0 es el gradiente de temperatura.

3.2.2 Axiomas constitutivos

Los principios presentados en el apartado anterior son vélidos para cualquier cuer-
po continuo; para distinguir entre diferentes tipos de material debe introducirse
un modelo constitutivo. En este apartado se presentan tres axiomas, los cuales
forman la base para el desarrollo de modelos constitutivos de tipo general y tam-
bién deben cumplirse cualquiera sea el material modelado.

Se introducen a continuacién las definiciones de procesos termocinético y
calordindmico. Un proceso termocinético sobre B es el desarrollado por el par de
campos (X, t) y 6(x,t). Un proceso calordindmico es definido por el conjunto de
campos {o(z,t), e(z,t), s(x,t), r(x,t), b(x,t), q(x,t)} en B, tal que se satisfacen
el balance de momento y el primer y segundo principio de la termodindmica.

Determinismo termodinamico

El principio de determinismo termodindmicamente compatible postula que “la histo-
ria del proceso termocinético al que se ha sometido una zona préxima al punto X
de B determina un proceso calordindmico para B en X”. Para un material simple
la historia local de F, 6 y g es suficiente para determinar la historia del proce-
so termocinético para propésitos constitutivos. En este caso, considerando a las
fuerzas masicas by de calor r como entregadas por el balance de momento lineal,
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ecuacion (3.2), y la conservacién de energfa, ecuacién (3.3), respectivamente e
introduciendo la energfa libre especifica, el principio de determinismo termodina-
mico implica la existencia de los funcionales F, G, N, J tal que, para un punto X,
se cumplen las siguientes relaciones durante todo el proceso termocinético,

o(t) =F(F', 6", g")

U(t) = G(F', 6", g")

s(t) = N(F', ¢, g")

q(t) = I(F", 0", g")

(3.7)

y la desigualdad de Clasius-Duhem, ecuacién (3.6). La dependencia en X de
ambos lados de la ecuacién (3.7) se da por sobreentendida y (-)! en el lado derecho
de esta ecuacién senala la historia de (-) en el punto X hasta el tiempo presente
t.

Objetividad material

Otro importante axioma de la teorfa constitutiva es el principio de objetividad
material. Este principio sostiene que “la respuesta material es independiente del
observador”. El movimiento ¢* es relacionado con el movimiento ¢ por un cambio
en el observador si

" (X, 1) = y(t) + Qt)p(X, 1) (3.8)

donde y(t) es un punto y Q(t) un tensor ortogonal. Esta relacién corresponde
a un movimiento relativo rigido entre diferentes observadores y el gradiente de
deformacion correspondiente a ¢* es dado por

F*=QF (3.9)

Los campos escalares, tales como 6, v, y s, no son afectados por un cambio en el
observador, pero las tensiones de Cauchy o(t), el flujo de calor ¢(¢) y el gradiente
de temperatura g(t) se transforman segun las reglas

o—o"=QoQF
q—q =Qq (3.10)
9—9 =Qyg

El principio de objetividad material introduce restricciones a los funcionales de
la ecuacién (3.7). Formalmente requiere que F, G, N, J cumplan con

o*(t) = F(F"™.0", g")

U(t) = G(F™, 0", g")
S(t) — N(Ft*,Qt,gt*) (311)
q’(t) = I(F™,0', g")
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para cualquier transformacién de la forma expresada por las ecuaciones (3.9) y
(3.10).

Simetria material

El grupo simétrico de un material es el grupo de cambios de configuracién de
referencia que preservan la densidad y para los cuales los funcionales F, G, N,
J no son afectados. El grupo simétrico de un material sélido es un subgrupo de
un grupo ortogonal O. Un subgrupo S de O es un grupo simétrico del material
definido por los funcionales F, G, N, J si las relaciones

F(F',6',¢") = F([F QI',0 gt)

G(F'. 0", ¢") = G([F QI',¢', ¢") (3.12)
N(F*, 0", ¢") = N([F Q[',0 gt)

J(F', 6", ¢") = I(FQ]',0', g

se cumplen para cualquier Q € S independiente del tiempo. Un sélido es isdtropo
si su grupo simétrico es todo el grupo ortogonal O. En el desarrollo de cualquier
modelo constitutivo los funcionales deben cumplir con las restricciones impuestas
por las simetrias del material.

3.2.3 Termodinamica con variables internas

Las ecuaciones constitutivas (3.7) escritas en términos de funcionales de la historia
de F, 0 y g, en dicha forma, son demasiado generales para tener utilidad préctica
en la modelizaciéon de materiales reales sujetos a procesos termodindmicos reales.
Esto es especialmente cierto cuando se tienen en cuenta identificacién experimen-
tal de funciones constitutivas y la solucién de los correspondientes problemas de
contorno.

Una alternativa efectiva a la descripcién general basada en la historia de fun-
cionales es la adopcién de la termodindmica con variables internas. El punto de
partida de la termodindmica con variables internas es la hipémonografia que
sostiene que en cualquier instante del proceso termodindmico, el estado termodi-
namico (definido por o, 1, s y ¢) en un punto dado X puede ser completamente
determinado por el conocimiento de un niimero finito de variables de estado. El es-
tado termodindmico depende solo del valor instantdneo de las variables de estado
y de su variacién temporal y no de su historia pasada. Esta hipémonografia estd
conectada con la aceptacién de la existencia de un estado (ficticio) de equilibrio
termodindmico conocido como estado de acompanamiento local descrito por el valor
actual de las variables de estado. Todo proceso es considerado como una sucesion
de estados de equilibrio.
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Desde el punto de vista matematico, las variables de estado pueden ser conside-
radas como pardametros de la historia del proceso termocinético que reemplazan
la compleja descripcion constitutiva en términos de la historia de funcionales por
una aproximacién con un nimero finito de pardmetros. Es conveniente asumir
que en un cierto tiempo t, el estado termodindmico en un punto es determinado
por el grupo {F,0, g, a} de variables de estado donde F, 6, g son valores instantd-
neos de gradiente de deformacién, temperatura y gradiente de temperatura y a
es un grupo a = {«y, a9, .., } de k variables internas asociadas con mecanismos
disipativos. Cada elemento «; € a puede ser en general una entidad de naturaleza
escalar, vectorial o tensorial.

Siguiendo esta hipémonografia, se asume que la energia libre especifica tiene la
forma

v =9¢(F,0,a) (3.13)
tal que la tasa de cambio es dada por

I Ty

donde se adopta la convencion:
k
N e
9a™ " ; Do
Introduciendo la relacién
c:d=LP. F (3.15)
Po

donde P = det[F)o F~7T es el primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff y
po es la densidad en la configuracién de referencia, se obtiene la desigualdad de
Clasius-Duhem:

0 : 0 : oy .
(P—Poa—;ﬁ>3F—P0(8+8—1§>9—P08—za—%¢920 (3.16)

Considerando que esta desigualdad debe cumplirse para cualquier proceso ter-
modindmico, de aquif resultan las expresiones del primer tensor de tensiones de
Piola-Kirchhoff P y la entropia s:

_ 9 __
P_pan 5= %9 (3.17)
Luego, con la definicién de
A= po 2t (318)

8ai
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como la fuerza termodinamica conjugada a cada variable interna «; € a, la de-
sigualdad de Clausius-Duhem puede reescribirse como:
. 0
—Aiai—p—CI'QZO (3.19)
0
A efectos de completar un modelo constitutivo son necesarias leyes asociadas
con los mecanismos disipativos, como ecuaciones para las variables de flujo %q
y &. Recordando el principio de determinismo termodindmico compatible, la de-
sigualdad de Clausius-Duhem, ecuacién (3.19), debe cumplirse y eso generard
restricciones en las relaciones constitutivas. Una manera efectiva de asegurar que

se satisface la ecuacién (3.19) consiste en postular la existencia de un potencial
de disipacion de la forma

v =1(A,g) (3.20)

que tenga las variables de estado como pardmetros, el cual se asume convexo con
respecto a cada A; y g y con valor cero en el origen {A, g} = {0,0}. Ademas
se introduce la hipémonografia de disipatividad normal, donde se asume que las
variables de flujo son determinadas por las leyes

oY L o

~ 04, 09~ "ag

i (3.21)

Se hace notar que la descripcién constitutiva por medio de potenciales con-
vexos como la aqui descrita no es una consecuencia de la termodindmica, pero
sf una herramienta para formular ecuaciones constitutivas sin violacién de la ter-
modindmica. Un modelo constitutivo definido por las ecuaciones (3.13), (3.17) y
(3.21) satisface “a priori” la desigualdad de disipacion.

3.2.4 Aproximacién micro-mecdnica y fenomenolégica

El éxito de un modelo constitutivo tratando de describir el comportamiento de
un material en particular depende de la eleccién de un apropiado grupo de varia-
bles internas. Desde que dificilmente un modelo constitutivo serd suficientemente
amplio para describir la respuesta de un material sometido a todos los procesos
posibles, en la definicién de las variables internas debe considerarse no sélo el
material, también el rango de procesos bajo los cuales este material serd analiza-
do.

Bésicamente, los modelos constitutivos con variables internas se basan en una
de dos aproximaciones posibles: micro-mecédnica o fenomenolégica. La aproxi-
macién micro-mecdnica involucra la determinacién de mecanismos y variables
relacionadas con los niveles atémico, molecular o cristalino. En general, estas va-
riables son cantidades discretas y sus contrapartes continuas son determinadas
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por medio de técnicas de homogeneizacién. La aproximacién fenomenolégica, por
otra parte, pasa por alto la necesidad de cuantificar cantidades microscépicas y
estd basada en el estudio de la respuesta de un elemento de volumen representa-
tiwo, un elemento de materia suficientemente grande como para ser considerado
un continuo. Las variables internas, en este caso, estardan directamente asociadas
con el comportamiento disipativo observado a nivel macroscépico en términos de
cantidades continuas, como ser deformaciones, tensiones y temperatura. A pesar
de la naturaleza macroscopica de los modelos derivados en base a metodologias
fenomenoldgicas es de esperar que “buenas” variables internas estén relacionadas
de alguna manera con los mecanismos de disipacién microscépicos.

En el campo de la mecdnica de sélidos, la aproximacién fenomenolégica a
sido particularmente exitosa con modelos como los de elasto-plasticidad clasi-
ca, orientados a modelar materiales (macroscopicamente) homogéneos tales co-
mo los metales. En el caso de los elastémeros, cuyas principales caracteristicas
mecdanicas han sido analizadas en base a resultados experimentales en el Capi-
tulo 2, la mayorfa de los modelos constitutivos que pueden encontrarse en la
literatura adoptan un enfoque fenomenolégico considerando los elastémeros co-
mo material homogéneo e isétropo y tratan solo sus caracterfsticas eldsticas
(Ogden 1984, Gadala 1991, Miehe 1994, Ali & Abdel-Ghaffar 1995, Salomén, Oller
& Barbat 1996). En algunos casos se incorporan al modelo constitutivo efectos
disipativos mediante viscoelasticidad y dano (Simo 1987) o sélo viscoelasticidad
(Holzapfel 1996) o sélo plasticidad (Kaliske & Rothert 1995) o viscoelasticidad y
plasticidad (Kaliske, Gebbeken & Rothert 1997, Salomén, Oller & Barbat 1998).

Excepcionalmente se ha tratado la modelizacién de elastémeros con una apro-
ximacién micro-mecdnica, pero al resultar esta modelizacién inviable computa-
cionalmente para la solucién de problemas préacticos, se debe pasar de ésta for-
mulacién a una de tipo fenomenolégico (Govindjee & Simo 1992b). Algunos
autores han desarrollado modelos constitutivos inspirados en la micro-mecénica
pero implementados en forma macroscopica (Arruda & Boyce 1993, Anand 1996,
Bergstrom & Boyce 1998).

3.3 DESCRIPCION DEL MODELO PROPUESTO

Los elastémeros sometidos a grandes deformaciones responden en forma princi-
palmente eldstica y cuasi-incompresible y, desde un punto de vista macroscépi-
co, como sélido homogéneo e isétropo. Ensayos en laboratorio de dispositivos de
elastémero laminado con cargas ciclicas indican una componente no elédstica en su
respuesta, siendo esta componente de mayor magnitud en el caso de dispositivos
construidos con elastémeros de alto amortiguamiento (véase la Seccién 2.5.2). En
este tipo de elastémeros, una importante proporcién de particulas (carbon-black
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filler) son agregadas al caucho a efectos de incrementar sus propiedades disipati-
vas.

En base a dichas caracteristicas se propone aqui un modelo fenomenoldgi-
co, donde no se consideran aspectos micro-mecanicos. Debido a la cuasi-incom-
presibilidad de los elastémeros, se tratan las partes volumétrica y desviadora de
la deformacién de forma independiente. Y, considerando que la magnitud del
amortiguamiento depende de las componentes del material, diferentes modelos
son considerados para cada sustancia, viscoelasticidad para el caucho y elasto-
plasticidad para las particulas agregadas. Utilizando teoria de mezclas (Oller,
Onate, Miquel & Botello 1996) se incorporan las expresiones constitutivas bési-
cas de cada componente en un sélido compuesto multi-fase. El comportamiento
global del compuesto es influenciado por las caracteristicas mecdnicas de cada
componente simple de acuerdo a su proporcién en volumen. Como ecuacién de
restriccion o cierre del modelo se admite una perfecta compatibilidad cinematica
en todos los instantes de tiempo del proceso analizado. Finalmente, al no incluir
la temperatura como variable de las funciones energia de deformacién, el modelo
propuesto estd limitado a condiciones térmicamente estables.

Limitando la energia libre especifica expresada en la ecuacién (3.13) a una
funcién dependiente solo del gradiente de deformaciéon F, quedando fuera de
consideracion la temperatura 6 y, por el momento, las variables internas «, un
cuerpo hipereldstico B es caracterizado por la existencia de un potencial W (F, X)
del cual se obtiene el primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff como

OW (F,X)
OF
donde X € B representa puntos materiales de B y el tensor de segundo orden F es
el gradiente de deformacién en estos puntos. La funcién W se denomina funcion
energia de deformacion o funciéon potencial. Para simplificar la notacién, de aqui
en adelante se omiten los puntos materiales X en la funcién W. Nétese que la

ecuacion (3.22) es andloga a la ecuacién (3.17).

La funcién energia de deformacién W en la ecuacién (3.22) debe expresarse
como funcién de las nueve componentes de F (el gradiente de deformacién F
puede ser asimétrico, por ejemplo en deformacién por esfuerzo cortante) y ademés
cumplir con la restriccién antes senalada de no ser afectada por movimientos de
solido rigido. Esto es, segtin el principio de objetividad material, ecuaciones (3.8 a
3.11), para cualquier rotacién en el espacio se debe cumplir la siguiente igualdad,

W(F)=W(Q-F)

P(F,X) = (3.22)

donde Q es un tensor de rotacién de cambio de base. Utilizando ahora la descom-
posicién polar de F (véase el Apéndice), se puede expresar W como,

W(F)=W(Q R-U)
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donde R es un tensor de rotacién y U el tensor de estiramiento derecho; y al ser
Q un tensor ortogonal cualquiera, puede ser Q = RT, entonces

W(F) = W(U) (3.23)

Existe una correspondencia tnica entre las componentes del tensor de esti-
ramiento U y el tensor derecho de Cauchy-Green C, U = C/?, las direcciones
principales de C coinciden con las de U y para un tensor gradiente F dado es
mas facil calcular C, o b, que U; por lo que se puede expresar W en funcién de
las seis componentes del tensor derecho (simétrico) de Cauchy-Green, el cual no
cambia su valor con movimientos de sélido rigido,

W (F) = W(C) (3.24)

A partir de la ecuacién (3.22) pueden calcularse los tensores de tensiones en
funcién de la energia de deformacién W, en la forma:

OW(F) _ ) n0W(C)
ow (C)(9 ’ oW (C) (3:25)
_ _ T
S=2—5 y Jo=2F——F

donde P es el primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff, S es el segundo
tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff y o es el tensor de tensiones de Cauchy. A
efectos de simplificar la notacién, de aqui en adelante se utiliza W para designar
la funcién energfa de deformacién W (C).

Cualquier simetria material, como las expresadas por las ecuaciones (3.12),
restringiria la forma en que W depende de C, esto es,

W(C)=Ww(Q"-C-Q =W(R"-C-R)

siendo Q y R definiciones de simetrfa material. Si el material es isétropo W
tendrfa la misma forma cualquiera sea el sistema de ejes coordenados tomado
como referencia, por lo que W es un invariante del tensor C, y puede ser expresado
en funcién de otros invariantes de C, en la forma

W(C) = W(lh, Iz, I) (3.26)

Si ademds el material es incompresible, I3 = 1. Esto conduce a una simpli-
ficacién en la expresién de W, pero genera otras dificultades. La incompresibi-
lidad es una restriccién cinemdtica, cuyo efecto mecdnico es generar una fuerza
reactiva o presiéon hidrostdtica, la cual no depende de la ecuacién constituti-
va vy debe determinarse por medio de ecuaciones de equilibrio y condiciones de
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borde (Spencer 1992). Para superar esta dificultad y desacoplar las respuestas
volumétrica y desviadora, F es descompuesto multiplicativamente

F=F, F, F,,=JY31, F=J"'3F (3.27)
donde
J = det[F] = det[F ], det[F]=1

Utilizando (3.27) la funcién energfa de deformacién puede ser expresada en una
descomposicién aditiva de sus partes desviadora y volumétrica

W =W(J)+W(C) (3.28)

siendo C la parte desviadora del tensor derecho de Cauchy-Green, C = F'F.

Funciones energia de deformacién desacopladas conducen a relaciones tension-
deformacion desacopladas. Asociada con la deformacién volumétrica, existe una
presién hidrostéatica p

p=;,W(J)=W'J) = o,=W(J)1 (3.29)

O, en términos del segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff, S, =
JFlo,F~T y considerando que el tensor de tensiones de Cauchy, o,, solo
tiene elementos no nulos en su diagonal, S, puede ser expresado como S, =
JF'F 1o, =JC 'o,, esto es

S, =JW'(J)C™! (3.30)

Con relacién a la parte desviadora del modelo, considerando (3.27) y (3.28)
y de la ecuacion de restriccion, esto es compatibilidad cinemadtica en todos los
instantes de tiempo, puede escribirse

Fcaucho = Fparticulas = F (331)

Debe ahora considerarse que la respuesta del caucho y de las particulas agre-
gadas no es el mismo. Para la parte elastomérica se propone un modelo constitu-
tivo bédsico de tipo viscoeldstico, con W (C) valido para historias de deformacién
infinitamente lentas W*°(C). Para deformaciones dependientes del tiempo, se in-
cluyen en la funcién energia de deformacion W variables internas « (Seccién 3.2.3)
que toman en consideracién los efectos viscoeldsticos

Wcaucho = er(07 a) (332)
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Para las particulas agregadas se propone un modelo elasto-plastico, en conse-
cuencia, F es descompuesto multiplicativamente

F=FF — b=FF"

siendo b° la parte eldstica del tensor izquierdo de Cauchy-Green, la cual es utiliza-
da para escribir la funcién energia de deformacioén de la componente particulas

Wpa'rticulas = Wep(?)e; E) (333)

Utilizando teorfa de mezclas, el comportamiento global del sélido compuesto
puede expresarse en forma aditiva (Salomén, Oller & Barbat 1999)

W =W (J) + kr[Wye(C, a)] + kp[Wep(8°, €)] (3.34)

donde kr y kp son las proporciones en volumen de las componentes caucho y
particulas agregadas. Considerando ahora esta expresién aditiva de la funcién
energia de deformacion, el tensor de tensiones resulta,

S =8S,0 + krSye + k:psep (3.35)

En las secciones siguientes se analiza en detalle la derivacién de las componentes
del modelo, comenzando con la componente eldstica y la forma de obtener el
tensor de tensiones y constitutivo a partir de una funcién energia de deformacion.
Posteriormente se analizan la extension viscoeldstica y la componente plédstica del
modelo.
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Considerando que W puede definirse en funcién del tensor de deformacién C o
de sus invariantes (11, Iz, I3) y teniendo en cuenta que

E:%(C—I)—>C:2E+I

el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff puede derivarse de la siguiente
forma:

oW W aC

S=%3E ~9C 3E

(3.36)

oC 0C;;
— =21 ; 0L,

= 263 (3.37)
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ow oW oIy OW 0Ol OW 0Ol

aC ~ oL, oC T ol 9C T al, aC (339

En caso de incompresibilidad total I3 = 1, quedando la ecuacién (3.38) reducida
a

oW oW oL oW dl

9C ~ oL 9C " oL, 9C (3.39)
Calculando las derivadas 0I;/0C
oL 9Ci .
ac ~ a0, bikbit = Ogi
Oy _ 10(CiCj; — CiiCij)
oC 2 0Cly
(3.40)

1

= 5(5%5@'10;']‘ + Cii6jibj1 — 2C350ik651
1

= 5 Ouly + Liéw — 2Cw)

= Libp — Ci

reemplazando la ecuacién (3.40) en la (3.39), la (3.37) y la (3.39) en la (3.36) y
llamando

—— _A — =A 41
ol 10 y a1, 01 (3 )

se obtiene una expresion del segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff S de
la forma

ow
o5 (A1068 + Ao1(L16k1 — Cri)) 2645k (3.42)

Sij = 2A1051'j + 2A01é@'j

Sij =

siendo éij = (1151']‘ — Cl)
Siguiendo un camino andlogo al anterior, se puede obtener el tensor constitutivo
eldstico material C de la siguiente forma:

s oW

" OE OE ®OE

c_0S 9C_ o oW ac oc
0C OE 0C ' 0C OE’'0OE
02w oC oW  9*C oC
=53¢z 98 "9 9coE) 9E
W aC.,

=20 (or)

C

(3.43)
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Recordando que C = 2E + I, se tiene

0C;
O0FEk

A partir de la ecuacién (3.39):
oW _ow on oW o
oC 9L, oC = 9, 9C
W 9(W/AC) AL,  d@W/IC) I,

aC;;

3 Ekl)2 = 481104k (3.44)

= 26411 — (

(3.45)

0C?2 oL oC ol aC

o0 oW 9l OW 09l _82W oL, oW  9%I
a5\, 3¢ Tan a¢) " an? ac T oL anac
PW O oW P
01,01, 0C 0I, 0LOC (3.46)
0 OW 0L OW Oh  0W oL OW 0
0ly 0I; o0C 0l,; 0C 010, 0C 011 01,0C
PW 9, oW 9L
T 9L2 9C a1, anLoC

_l’_

Reemplazando la ecuacién (3.46) en la (3.45) se obtiene

OW _ W 0N, W 0L 0L oW oL &L
oc? o2 toC Lo, dC 9C ' 9, 9C dLOC

_l’_

3.47
LOW Db W on ol oW Ol o' i
0,2 ‘0C Lo, 0C 90C 9 9C 90LL0C
Las expresiones % y % han sido derivadas en la ecuacién (3.40) y
8212 - 0 8[2 - 8(Ilékl — Ckl) - a(ciiékl — Ckl) -
anoc ~on'‘ac) T T an ooy, - buou 0= dky .
9’1 o oI O(0t) |

91,0C ~ 95, 90 ~ 9(CaCyy — CyCry) "

Con lo cual quedan definidas las componentes de la ecuacién (3.43) y por lo
tanto el tensor constitutivo. Naturalmente, los valores 0W/0I; en las ecuaciones
(3.41) y (3.47) dependen de la funcién energia de deformacién considerada.

3.4.1 Funciones energia de deformacién propuestas para elastémeros

Partiendo de los trabajos pioneros de Mooney (1940) y Rivlin (1948), dife-
rentes funciones energia de deformacién W han sido propuestas para analizar
elastémeros (rubber-like materials). Estas responden a diversos modelos, entre los
mas utilizados se pueden citar los siguientes:
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e Mooney-Rivlin generalizado (Ogden 1984)

En el modelo Mooney-Rivlin generalizado la funcién energia de deformacién
se expresa como

o0

W= i iZCrst I —3) (I — 3)*(I3 — 1) (3.49)

r=0 s=0 t=0

donde r, s,t son nimeros enteros que pueden variar, teéricamente, de 0 a co
y Crst SONn pardmetros que representan constantes materiales. Este modelo
tiene la ventaja de su forma polinémica, con lo cual, disponiendo de resul-
tados de ensayos de laboratorio pueden asignarse valores a los pardmetros
materiales de tal manera de aproximar el modelo, tanto como se desee, a
éstos resultados. Un procedimiento de minimos cuadrados puede utilizarse
para esta parametrizacién, limitdndose los valores r,s,t a un rango “razo-
nable", por ejemplo de 0 a 2.

En caso de incompresibilidad total se tiene I3 = 1, por lo que el modelo
tiende a su forma reducida

W= ZZCTS —3)" (I, —3)* (3.50)

r=0 s=0

Tomando de la expresién (3.50) solo los términos lineales en I; e I, se
obtiene el denominado modelo Mooney-Rivlin de dos pardmetros.

Mooney-Rivlin de dos parametros

WZCl(Il —3)—0—02([2—3) ; Ch=Cr, Co =Cnp (3.51)

El modelo Mooney-Rivlin de dos pardmetros (usualmente denominado so-
lo Mooney-Rivlin) a diferencia del modelo Mooney-Rivlin generalizado,
ecuacién (3.49), solo cuenta con dos términos lineales. Por ello, su uti-
lizacién, si bien més simple, no permite una buena aproximacién a resulta-
dos experimentales, especialmente en el rango de las grandes deformaciones
(> 50%) de los elastémeros.

Si en esta funcién Cy = 0 el modelo Mooney-Rivlin se reduce al conocido
como modelo Neo-Hooke.

e Neo-Hooke

W =Cy(I — 3) (3.52)
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Esta es la forma mds simple de energia de deformacién vélida para hiperelas-
ticidad is6tropa y la respuesta que con ella se obtiene al modelar elastémeros
es en general pobre, si bien puede coincidir en algiin caso de deformacién
homogénea (traccién simple en deformacién plana) con el modelo Mooney-
Rivlin de dos pardmetros.

Debido a que estas funciones de energia de deformacién de la familia Mooney-
Rivlin no son vélidas (excepto en su forma generalizada) para modelar elastémeros
sometidos a estados de tensiones complejos y para rangos de deformacién que
cubran desde posiciones cercanas a la inicial hasta aquellas préximas a la rotura,
se han propuesto otras funciones en base resultados experimentales. Entre las
citadas en la literatura, se pueden mencionar las siguientes:

e Swanson (Swanson 1985)

21+ ay)

BA (I /3)1 T N 3B, (Ip/3)
W= Z >
< 21 +by)

. (3.53)
9 nis
—d — A, +2 B,)—=
AR S SDED WS
donde A, y Bs son constantes materiales, a, y bs son numeros reales (no

necesariamente enteros) y

g(I3) = C(I3 — 1)

siendo
X
C=5-3 ZA 1+a,) +4ZB (14 bs) (3.54)
con x como modulo volumétrico.
e Blatz-Ko (Blatz & Ko 1962, Brockman 1986)
1 2, 4
W= n {(11 =3)+ = (I /2 _ 1)} (3.55)

donde i y a son constantes materiales, a es funcién del coeficiente de Pois-
son,

2v

o (3.56)

a =



78 3. MODELOS CONSTITUTIVOS PARA ELASTOMEROS

e Hart-Smith (Hart-Smith 1966, Gadala 1991)

W=C / M =37 qr + kgznl—; (3.57)

donde C, k1 y k2 son constantes materiales.

Ali & Abdel-Ghaffar (1995) sefialan que la funcién energia de deformacién
propuesta por Hart-Smith proporciona resultados aceptables para estados
de tensién uniaxial y equi-biaxial hasta deformaciones del 360%. En ca-
so de deformaciones por esfuerzo cortante, los tinicos resultados de simu-
lacién numérica presentados, correspondientes a dispositivos de apoyo de
elastémero laminado con nicleo de plomo, solo cubren valores de deforma-
cién inferiores al 75%.

El uso de modelos sofisticados generalmente mejora la correlacion entre resulta-
dos experimentales y respuesta del modelo, y/o amplia el rango de aplicabilidad
del modelo, pero como puede observarse en las expresiones anteriores, estos re-
quieren de mds pardmetros y cuantificar estos pardmetros no resulta sencillo.

Gadala (1991) realiza un tratamiento unificado para distintas expresiones de
energfa de deformaciéon W (I;) incluyendo los modelos Mooney-Rivlin generaliza-
do, Swanson, Blatz-Ko y Hard-Smith, considerando ademas que la incompresibi-
lidad puede no ser total y por lo tanto I3 # 0.

En este caso, I3 # 0, la ecuacién (3.42) del segundo tensor de tensiones de
Piola-Kirchhoff debe completarse con la expresion:

ow ol
0I; 0C
tal como se ha indicado en la ecuacién (3.38). Siendo,
oly 1
e=BLC'=H (3.58)

con lo cual, el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff puede expresarse
€omo:

Sij = a1bij + aaClyj + azH;; (3.59)

donde C;; ha sido definido en la ecuacién (3.42) y

ow. . _9w L
oI, 2T, Y BT bl

vienen dados, segin la funcién energia de deformacién, por:

a1 =
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e Mooney-Rivlin generalizado

e Swanson

e Blatz-Ko

e Hart-Smith

(o e 2o o]

a1 =3 2rCu(Iy —3)" (I — 3)°

r=0 s=0

g = i i 25 Cps(I; — 3)"(Iy — 3)*~*

r=0 s=0

a3 =0

ar =Y A(I/3)™
r=1

az = By(I/3)"
r=0

YA +2> Bs
s=1

ag = g(I3) — =4 2
al = [
Qo = 0
a = p Iy 24

a1 = 20 ek (1i=3)?
g = QKQ/IQ

a3:0

79

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

De manera similar se procede con el tensor constitutivo, ecuaciones (3.43-3.48),
arribando a la expresién (Gadala 1991):

C = B {MHM}T + B{CHCIY + Bs{HHH} + B4[Q] + 55[Q] + B6[C]

donde g; son las derivadas segundas de la funcién W ha utilizar:

(3.64)
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e Mooney-Rivlin generalizado

- 2247"(7" —1)Crs(I; — 3)"2(I — 3)*

r=0 s=0

= 2245(5 — 1) Crs(ll _ 3)1"(12 o 3)3—2

r=0 s=0
B3 =034=0

05 = as con ag dado por la ecuacion (3.60)

(o e lNe o]

Bs=> Y 8rsCrs(ly —3)" (I —3)*""

r=0 s=0

e Swanson
B = Z 3 ar Ap(I1/3)"~
bo—1
B2 —ggb Bs(I2/3)™
B3 =2C+2 (ZAT + 2233) /I2
r=1 s=1
con C dado por la ecuacién (3.54)
b4 =2as con ag dado por la ecuacién (3.61)
Bs =29 con ay dado por la ecuacién (3.61)
Bs =0
e Blatz-Ko

r=P02=05=06=0
B3 = p(a+2) I S12@H) - on a dado por la ecuacion (3.56)

B4 = —2a3 con a3 dado por la ecuacién (3.62)

(3.65)

(3.66)

(3.67)
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e Hart-Smith

01 =8Cky (I — 3)6161([173)2

By = —4ko/I2

(3.68)
B3=01=0=0
85 = 209 con g dado por la ecuacién (3.63)

Las entidades {M},{H} y {C} en la ecuacién (3.64) son {M} =[111000]" y
formas vectoriales de los tensores H y C:

) 0l
Cij = Ilfsij — Cij , Hij - WW ’ Qijmn - 8Cmn

. : e
0ls 1
Hij = 80,] = ieimpejnqcmncpq (369)
donde e;;, es un tensor de permutacién. Por lo que:
Hyp = CyC33 — CasC:
11 22033 23032 (3.70)
Has = C31C12 — C11C32
Derivando nuevamente el tensor H y llamando
OH;;
ijmn = [ 71
Qijmn = C, (3.71)
[0 Cs3 O 0 —Co3 0
0 Cu 0 0 —Cp3
0 —Ci2 0 0
= .72
@ _5Chs  5Cs  5Chs (3.72)
sim. —.5C11  .bCis
L —.5C2 |

En la Seccién 5.3.1 se comparan las respuestas de los modelos resultantes de
las funciones energia de deformaciones de Mooney-Rivlin y Neo-Hooke con las
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correspondientes a la funcién energia de deformacién propuesta por Ogden (1984)
y analizada en la siguiente seccién. Comparaciones entre éstas y las ecuaciones
propuestas por Swanson, Blatz-Ko o Hart-Smith no se han realizado, debido a
la complejidad de la parametrizacién de estos modelos. Un estudio comparativo
de las respuestas obtenidas utilizando las funciones energia de deformacién de
Mooney-Rivlin y de Swanson, junto a las propuestas por Yeoh (1990), Arruda
& Boyce (1993) y Van der Waals (Kilian 1981), ha sido realizado por Kaliske &
Rothert (1997), en comparacién con resultados experimentales (van den Bogert
& de Borst 1994).

3.4.2 Funciones energia de deformacién en estiramientos principales

Se ha senalado que la funcién energia de deformacién puede ser expresada en fun-
cién del tensor de Cauchy-Green, ecuacién (3.24), o de sus invariantes, ecuacién
(3.26), y los invariantes de un tensor simétrico de segundo orden pueden ex-
presarse como funcién de los valores propios de este tensor. Asi, se escriben los
invariantes como:

I =tr(C) =M + A3 + A3
I =1/2(I} - tr(C?))

= A3 A AT AT+ AT N
I3 =)\ )\3- )\

(3.73)

siendo \; los valores propios del tensor U, U = C'/2, que reciben el nombre de
estiramientos principales (principal stretches).

Por lo tanto, una forma alternativa de expresar la funcién energia de deforma-
cién es utilizar los valores propios de los tensores U o C, en la forma,

W(U) = w(A1, A2, A3) (3.74)

A partir de una funcién energia de deformacién expresada en términos de los
estiramientos principales, los tensores de tensiones pueden obtenerse recordando
la ecuacién (3.25) y aplicando la regla de la cadena. Asi, para el segundo tensor
de tensiones de Piola-Kirchhoff se obtiene:

IW(C) _ o~ 1 9w(h, Ao, Ng) O0N2)
&

S=2 =
aC X1 O aC

(3.75)

Aplicando una descomposicién polar de los tensores de Cauchy-Green, en el
Apéndice se llegé a la ecuacion (A.25), utilizando ésta y la descomposicién espec-
tral de los tensores de estiramiento, ecuacién (A.26), se tiene:

3

3
C=) MiN4®@N4s y b=)> Mnicna (3.76)
i=A A=1
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donde X% son los valores propios de C 0 b, y N4 y n4 son sus respectivos au-
tovectores unitarios, definidos por el problema de valores propios:

CNA=XMNy vy  bna=X\nga (3.77)

De esta tltima ecuacién puede obtenerse para dcA? en la ecuacién (3.75), la
siguiente expresién (Simo 1993):

9(\%)

oC

Esto permite expresar el segundo tensor de tensiones de Piola Kirchhoff S como

=NA®@Ny (3.78)

3
S=> BaMs con  Ma=)’Ns®N4 (3.79)
A=1

donde (4 expresa las tensiones principales desviadoras,
Ba = Aa0w/0As (3.80)

En forma andloga y recordando la ecuacion (3.25), se puede expresar el tensor
de tensiones de Cauchy o en la forma:

3
1
o= m con J = det|F
AZJA A Fl oy (3.81)

mA:nA®nA:FMAFT

Las expresiones N4 ® N 4 v na ® na pueden expresarse, en forma explicita, a
partir de los tensores C y b (Morman 1986, Simo & Taylor 1991),

C— (I - )1+ I3\ °C™?
Da
b2 — (I — \)b+ 30 ;%1 (3.82)
Dy
Da =2\ — [N + 32\ )2

NA®NA:)\Z

ngaXnyg =

Derivando nuevamente la ecuacién (3.75) a partir de la ecuacién (3.79), apli-
cando la regla de la cadena y la ecuacién (3.78), se obtiene el correspondiente
tensor constitutivo en la configuraciéon no deformada,

+>° 2ﬁAaMA (3.83)
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donde 34 responde a la ecuacién (3.80),

0 ow
YAB = VYBA = AB@O‘A@) (3.84)

y dcMa se obtiene a partir de la ecuacién (3.82a), utilizando la ecuacién (3.78)

y las siguientes relaciones:

OMAa 10N Ma _ 10M4 Ma 10X,
0y, 2Dy’ 0l, 2Dy’ 0I; 2 Dy

(3.85)

donde D4 viene dado por la ecuacién (3.82c). De esta forma se llega a obtener:

8MA 1 —92 —1 —1
50 :D—A[|—1®1+13AA(C ® C™ —lg-)]
1
N MA@ Mas+Ma®1)—1/2D4AaM 4 @ M 4] (3.86)
1 271 -1

siendo | el tensor identidad de cuarto orden, y

Dy =8)\3 — 201\ 4 — 21307
(3.87)
(10—1)ABCD — 1/2(071A0071BC + C«flADCleC)
El tensor constitutivo en la configuracién espacial c se obtiene mediante una

operacion it push-forward (véase el Apéndice, Seccién A.4) de su forma material
C, expresada en la ecuacion (3.83).

<

g

3 3
c= L Z [ZWABmAé@mB
A=1 LB

=1

2 3 omy
+5 ,;1 Ba (3.88)

donde, al igual que en la ecuacién (3.83), 34 responde a la ecuacion (3.80) y vap
a la ecuacién (3.84). La expresion 9,;ma = FOcM oF7 tiene la forma:

omy 1 9
=—[lb—bb+ LA 21®1—1
dg Da [b @O+ 13 A( ® )]
1 1
+D—A Ai(b@mAerA@b)—iD;l)\AmA@mA (3.89)

1 —2
,D—A[Ig)\A (1®mA+mA®1)]
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siendo

(Ib)abcd _ %(bacbbd + badbbC) (390)

Nétese que las ecuaciones (3.75) a (3.90) son validas para cualquier funcién
energia de deformacién y por lo tanto constituyen un planteo general de elastici-
dad en grandes deformaciones formulado en términos de los estiramientos princi-
pales.

3.4.3 Funcién energia de deformacién de Ogden

Ogden (1984) ha utilizado los estiramientos principales A4 o valores propios del
tensor U para proponer una funcién energia de deformacién de la forma:

N
W (A1, A2, Ag) = Z% (A% 4 A% 4+ A% — 3) (3.91)
i=1 ¢

donde «; (i =1,..., N) son nimeros reales y N es un entero positivo, tal que

N
Zﬂiai =2/ (3.92)

siendo p el modulo de corte del material que se pretende modelar en la configu-
racién de referencia.
Utilizando valores propios (L;) de C, esta funcién toma la forma:

W (L1, Lo, L3) = ZZ— Lo 4 192 4 p2? _g) (3.93)
i=1

En caso de incompresibilidad total, Is = AMA\3)\3 = L1 LyLs = 1.

Al igual que lo senalado para la funcién de Mooney-Rivlin generalizada,
ecuacion (3.49), la funcién energia de deformacién de Ogden puede representar la
respuesta de materiales reales mediante la asignacion de valores a los pardmetros
a; v i; y cuanto mayor sea el nimero de términos N considerado, mayor serd la
aproximacién a la respuesta obtenida mediante ensayos en laboratorio.

Ogden (1984) ha determinado los valores de estos pardmetros (para N = 3) de
forma tal que las tensiones resultantes del modelo ajusten a curvas experimentales
de ensayos (tensién simple, tensién plana y tensién biaxial) previamente realiza-
dos por Treloar (1975) con caucho natural vulcanizado. Utilizando estos mismos
ensayos Twizell & Ogden (1983) han utilizado la técnica de minimos cuadrados
para ajustar los pardmetros de la funciéon con N =3 y N = 4.
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Considerando N = 2, el modelo de Ogden puede representar el modelo de
Mooney-Rivlin de 2 pardmetros, es decir

W (A1, Ao, A3) = 1/2i (A + A3+ A3 = 3) — 1/252(A 2 + 0,2 +A1A3 —3)  (3.94)

con pu — pg = p, a1 = —ap = 2; 0 en términos de los coeficientes de Mooney-Rivlin
p1 = 2C1, po = —2Cs.

Y considerando solo un pardmetro, N =1, con p; = 'y a3 = 2, se obtiene el
modelo Neo-Hooke

W (A1, A2, Ag) = 1/2u(A] + X3 + A3 - 3) (3.95)

La funcién energia de deformacién de Ogden ha sido aceptada en los tltimos
anos como la mejor alternativa para simular numéricamente el comportamiento
de los elastémeros (Eberlein, Wriggers & Taylor 1993, Miehe 1994, Holzapfel
1996, Salomoén et al. 1996), v es la utilizada en esta monograffa como base del
modelo hiperelédstico para modelar la componente elédstica de estos materiales.
En la Seccién 5.3.1 puede apreciarse la diferencia entre las respuestas tensién-
deformacioén para el caso de traccién plana homogénea con deformaciones \; de 1
a 8, considerando las formas de energia de deformaciéon de Ogden, Mooney-Rivlin
y Neo-Hooke.

Para la funcién energia de deformacion de Ogden, 84 v vap en las ecuaciones
(3.80) y (3.84) vienen dados por:

N 11 1 3
,BA—Z_Z [/\%—52/\&3]

=1 B=1

N 3
. 1., 1 . (3.96)
slA:BHWAB:ZM lgAA +§Z>\C]

=1 C=1

N 1 1 13
Si A 7& B — y4p = ;Ml [—g)\% — 5/\%1 + 5;)\%]

3.4.4 Deformacién desviadora y volumétrica

Ensayos realizados con elastémeros (Ogden 1984) demuestran que para grandes
deformaciones el cambio de volumen, en este material, es pequeno pero no nulo
(J — 1= 107%). Por lo que la hipémonografia de incompresibilidad total debe ser
sustituida por una de cuasi-incompresibilidad (75 ~ 1).

En este caso resulta conveniente descomponer el gradiente de deformacién en
sus partes desviadora y volumétrica, tal lo indicado en la Seccién 3.3,

F=F,,-F con F,u=JY1 y F=JYF (3.97)
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donde
J = det[F]| = det[F 0] y det[F] = 1

Considerando la ecuacién(3.97) las funciones de energia de deformacién pueden
expresarse como:

WH(AL A3, A3, J) = W(A1, A2, As) (3.98)
siendo
N=JY3N vy J=Aa)s
tal que
AN =1

Considerando estos estiramientos modificados A, el modelo de Ogden puede
expresarse, en forma desacoplada, como

W) = W(J) + W* O\ (3.99)

donde W (J) describe el cambio de energfa libre debido al cambio de volumen
del sélido y W*(\*) describe el cambio de energfa libre debido a deformaciones a
volumen constante. El potencial en funcién de los estiramientos modificados A},
se escribe como:

| =

N
W) =)
p=1

o utilizando los autovalores L; del tensor C, se puede reescribir el potencial, como

LI — 3] (3.100)
2

Q

W(Li) = W(J) + W*(Li)

* S Kp /2 /2 /2 —a/6 (3.101)
W*(Li) = Z P [(Ll + L™ + L3 ") (L1LaL3) — 3}

[0
p=1 P

Esta descomposiciéon aditiva de la funcién de energia libre implica una des-
composicion aditiva de sus derivadas, el tensor de tensiones y tensor constitutivo
tangente.
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Tal lo senalado en la Seccién 3.3, asociada a la deformacién volumétrica se
tiene una tensién media o presion p,

p=0;,W(J)=W'(J) = a,=W(J)1 (3.102)
o equivalente en términos del segundo tensor de Piola-Kirchhoft,
S, =JW'(J)Cc™? (3.103)

Derivando la ecuacion (3.103) respecto a C se obtiene la parte del tensor consti-
tutivo en la configuracién material correspondiente a la deformacién volumétrica,

C,=[JW'(J)JCta C™t — JW/(J)lg- (3.104)

donde -1 viene dado por la expresién (3.87)

El correspondiente tensor constitutivo en la configuracién espacial, parte
voumétrica c,, puede obtenerse mediante una operacién push-forward de su forma
material C,,

=[JIW'(N'1e1-2W'(J)I (3.105)

Utilizando las ecuaciones (3.103) y (3.104), y recordando (3.79) y (3.83), el
segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff S y el tensor constitutivo material
C, empleando estiramientos modificados A}, estdn dados por:

3
S=JW'(J)C '+ > BaMa (3.106)
A=1

C= JZW”( )ICloC 4+ JW (NH[C e C ™t —lga]+

3 3
Z Z YaBM 4 @ M +225A80MA (3.107)
A=

B= A=1

donde 84 y vap han sido dados por la ecuacién (3.96) para la funcién energia
de deformacién de Ogden y la derivada oM 4 viene dada por las ecuaciones
(3.86-3.87).

En forma andloga, utilizando las ecuaciones (3.102) y (3.105) y recordando las
ecuaciones (3.81) y (3.88), pueden expresarse el tensor de tensiones de Cauchy o
y el tensor constitutivo espacial ¢ en funcién los estiramientos modificados A},
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3
1
o=W(N+- > Bama (3.108)
A=1

c=JW/'(Nel+JW (N1l -2+

3 7.3
+%Z [Z YAB™MA ® Mp

3
2 om (3.109)
+3 E 25A8—A
A=1 LB=1 A=1 9

con 34 y vap dados por la ecuacién (3.96) y la derivada 9,m,4 dada por las
ecuaciones (3.89-3.90).

En esta monografia se propone utilizar para la parte volumétrica de la funcién
energia de deformacion, la expresién:

W(J)=1/26(J —1)% con J=1IY? y Iy=det(C) (3.110)

siendo « el modulo volumétrico del material en la configuracién de referencia. De
esta forma se tiene:

W'(J)=p=r(J—1) y W'(J) =k (3.111)

3.5 VISCOELASTICIDAD

Como se mencioné en la Seccién 3.3, los elastémeros, y especialmente aquellos
denominados de alto amortiguamiento, cuando son sometidos a cargas ciclicas
presentan en su respuesta fuerza-desplazamiento una componente no-eldstica. En
el caso de dispositivos de apoyo elastomérico sometidos a desplazamientos hori-
zontales impuestos generando esfuerzos de cortante esta componente puede ob-
servarse en los ciclos de histéresis de los graficos correspondientes a ensayos de
laboratorio de estos dispositivos (véase la Seccién 2.5.2). La amplitud de esta
componente no-eldstica depende naturalmente del tipo de elastémero y también
es funcién de la frecuencia de los desplazamientos impuestos (SMiRT11 1991), lo
cual motiva la consideracién de modelos viscoeldsticos en la simulaciéon numérica
de los elastémeros.

La propuesta de utilizar modelos viscoeldsticos en la representacién del compor-
tamiento mecéanico disipativo de los elastémeros se adjudica a Green & Tobolsky
(1946), cuyo trabajo fue luego ampliado a grandes deformaciones por Lubliner
(19854) y utilizado como base por otros autores (Roland & Warzel 1990, Johnson,
Quigley & Freese 1995).
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Los modelos viscoeldsticos en grandes deformaciones que se encuentran en la
literatura pueden agruparse entre aquellos que se basan en una descomposicién
multiplicativa del gradiente de deformacién (Sidoroff 1974, Lubliner 1985a, Le-
Tallec, Raihier & Kaiss 1993), o en una descomposicién aditiva del tensor de
deformaciones (Christensen 1980), y otros basados en una descomposicién aditi-
va del tensor de tensiones (Simo 1987, Govindjee & Simo 1992a, Holzapfel 1996).
Todos estos enfoques son termodindmicamente consistentes, utilizan una des-
composicién aditiva de la funcién energia de deformacién en sus partes eldstica y
viscosa y pueden preservar la condicién de incompresibilidad. Pero, los primeros
resultan m&s complejos en su implementacion por la necesidad de cuantificar
la componente viscosa del tensor de deformaciones y en el caso particular de
los elastéomeros por la necesidad de imponer una deformacién viscosa a volumen
cuasi constante. Por esta tltima razon, en este trabajo se opta por una estructura
basada en una descomposicién aditiva del tensor de tensiones.

Un modelo de viscoelasticidad en grandes deformaciones, con aditividad de
tensiones ha sido tratado por Simo (1987), donde la parte elastica de la formu-
lacién respondia a un modelo neo-Hooke. En base a éste trabajo, Govindjee &
Simo (1992a) han ampliado el modelo considerando la funcién energia de defor-
macién de Ogden para la parte eldstica, pero sin detallar su tratamiento numérico.
Posteriormente, en un trabajo dedicado a la memoria del Profesor Juan Carlos
Simo, Holzapfel (1996) ha presentado una formulacién mas detallada utilizando
en su implementacion elementos finitos mejorados (enhanced elements, véase Simo
& Armero (1992) o Simo, Armero & Taylor (1993)) con ejemplos de aplicacién
a fenémenos de relajacion en elastémeros. Kaliske et al. (1997) han seguido esta
linea de trabajo en un modelo aplicable a piezas de elastémeros aparentemente
reforzadas con fibras. Por ltimo, Salomén et al. (1998) han presentado un modelo
generalizado de hiperelasticidad, con componentes viscoeldsticas y elastoplésticas
y ejemplos de aplicaciones concretas a dispositivos de apoyo con capas alternas
de elastémero y acero.

En esta seccién se analiza una formulacién de viscoelasticidad en grandes defor-
maciones de tal manera que para deformaciones infinitamente lentas la respuesta
del material sea eldstica, colapsando en el modelo de Ogden (Seccién 3.4.3), mien-
tras que para deformaciones de velocidad finita el material presente memoria.
El modelo esté formulado en la configuracién material, suponiendo condiciones
isotérmicas con temperatura por sobre el limite de cristalizacién (véase la Sec-
cién 2.5.4). La funcién energia de deformacion total tiene la estructura aditiva
indicada en la ecuacién (3.34) y, considerando que los elastémeros son materia-
les cuasi incompresibles, se supone que los cambios dependientes del tiempo solo
afectan a la componente desviadora de la deformacién y que la parte volumétrica
es totalmente eléstica.
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3.5.1 Modelo reolégico

Considérese un mecanismo uni-dimensional tal como el indicado en la figura 3.1,
compuesto por una combinacién de resortes lineales con constantes eldsticas En,
y Fy a E, y amortiguadores con coeficientes de viscosidad 7, a 7,.

/

£ =&

oo

T WWWA—————

" g T
T— W ——

+:‘1>71 —— 0 |:)>O

Eg a n
g o
— MWW ——

X
To=N/Ex =7

Figura 3.1 Modelo reolégico uni-dimensional

Por condicién de equilibrio se tiene que la tensién total,
m
0=Fut+ Y ¢ (3.112)
a=1

donde ¢ es la deformacion del mecanismo y ¢* las tensiones en los o dispositivos
de Maxwell incluidos en el modelo. Si se asume una relacién constitutiva lineal
entre la fuerza viscosa y la tasa de deformacién en los amortiguadores,

q* = Eu(e — %) = na® (3.113)

donde * representa las deformaciones ineldsticas de los amortiguadores.
La variacion respecto al tiempo de estas tensiones internas ¢® representan las
ecuaciones de evolucion del modelo,
o« d
i +L = S(Bae) (3.114)
To de
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siendo 7, = 14/ E, €l tiempo de relajacién del elemento «.
Una generalizacién de este modelo se logra definiendo una funcién energia de
deformacion de la forma

W =W>(e) + i W (e,v%) (3.115)

donde las deformaciones ineldsticas de los amortiguadores v* se introducen como
variables internas. Si se eligen formas cuadréiticas para la energia de deformacién,
se puede escribir,

= —Eoos + Z (3.116)
WOC We

y de aqui, la tensién y disipacién del modelo,

dw i @ dfd
= — = 00 o o —_— = — —Wa 3117
77 H;q A T [ds (5)} (3.117)
resultan iguales a las ecuaciones (3.112) y (3.114), respectivamente.
Para un tiempo ¢t = 0, ¢f = E4¢0; mientras que para un tiempo t — oo, ¢, =0,
por lo que se recobra el modelo eléstico clasico.

3.5.2 Modelo generalizado en grandes deformaciones

En esta seccién se generaliza el modelo reolégico anterior llevandolo a un modelo
tridimensional en grandes deformaciones. Para ello se utilizan una funcién de
energfa libre con variables internas y una funcién de disipacién.

Como se menciond, se supone que la parte volumétrica de la deformacién es
eldstica y que los efectos dependientes del tiempo afectan a la parte desviadora
de la deformacién. Por analogia con el modelo reolégico, se propone para la parte
viscoeldstica de la energfa de deformacién W,., en la ecuacién (3.34), la forma
aditiva

Wye(C,T) = W>®(C) + W(C,T%) (3.118)

donde W>(C) describe la respuesta desviadora del material para un tiempo t —
oo, siendo C la parte desviadora del tensor derecho de Cauchy-Green, C = F' F,
con F dado por la ecuacién (3.27). La otra componente, W*(C,T%), describe la
parte viscosa del modelo, la cual desaparece progresivamente durante el proceso
de relajacion, siendo I'* variables internas tipo tensores de deformacién andlogas
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a v* en la ecuacion (3.115). El comportamiento viscoso es modelado mediante a
procesos de relajacién con 7, € (0,00) tiempos de relajacion.

Una forma de la segunda ley de la termodindmica es la desigualdad de Clausius-
Duhem, que fue expresada en su forma euleriana completa en la ecuacién (3.6).
Esta desigualdad, para procesos isotérmicos y en su forma lagrangeana, se expresa
COmo

Dime =8 :C/2—W >0 (3.119)

siendo D;,,; 1a disipacién interna. Una particularizacion de (3.119) se obtiene difer-
enciando (3.118),

Dint = (S — 205Wye) : C/2 — (paWye) : T >0 (3.120)

Considerando que esta desigualdad se debe cumplir para todo proceso termodind-
mico (en este caso solo mecdnico) y para cualquier tasa de deformacion, de aqui
se obtienen la ecuacién constitutiva hipereldstica para el tensor de tensiones S y
la desigualdad de disipacién interna D;,;, de forma andloga a como se obtuvo el
primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff en la ecuacién (3.17) y la disipacién
en las ecuaciones (3.18-3.19),

S=20Wee ¥y  Dim=» [~(0pWy)] :T" >0 (3.121)

a=1

Aplicando el modelo constitutivo dado por la ecuacién (3.118) se obtiene para
la parte desviadora del tensor de tensiones una forma aditiva de tensiones en
equilibrio y no-equilibrio,

Sve = 206W™(C) +20gW*(C, T*) =57+ Q" (3.122)
a=1

siendo Q“ tensiones no equilibradas termodindmicamente.

De acuerdo con el modelo reoldgico, se define Q* como variables conjugadas
a T* con una relacién constitutiva Q* = —0r-W%(C,I'“). En esta forma, la
produccion local de entropia (3.121b) es dada por la relacién

Dint = Q% : 1" >0 (3.123)

a=1

que se satisface especificando una ecuaciéon de evolucién para las variables internas
tal como

L%

I' =V(C,T%) : Q" (3.124)
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donde V es un tensor de cuarto orden definido positivo que contiene la viscosidad
inversa (véase la similitud con la ecuacion (3.113)).
Por analogia con el modelo reolégico se propone para la ecuaciéon de evolucion
de Q* la siguiente expresién
- O _
Q" + = = —[20-W*(C)] (3.125)
To dt
donde W es una funcién de energia libre que corresponde a los a procesos de
relajacién con 7, tiempos de relajacién. La respuesta instantédnea, ¢ = 0, viene
dada por Q§ = 20,W*(Cy)
Una solucién de la ecuacién de disipacion se obtiene en forma de integral de
convolucién,

Q" = explot /YL O (o)) + [ o expl—(t = )/l - 200W(C)lds
(3.126)

donde se asume la relacién

W*(C) =~ W (C) (3.127)

siendo 7%, € (0, c0) factores asociados con 7. Esta adopcién viene motivada por el
hecho de que el medio viscoeldstico es obviamente el mismo material elastomérico
que ha sido modelado previamente como eléstico. Por lo que, la funcién energia de
deformacién W (C) utilizada en esta monograffa para modelar los elastémeros
es la funcién energia de Ogden (véase la Seccién 3.4.3).

En funcién de las ecuaciones (3.126-3.127) la parte desviadora del segundo

tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff, ecuacién (3.122), resulta,

So = g(D)[205W>(Co)] /0 ot — 5)%[28@W°°((_75)]d5 (3.128)
donde
N
g(t) =1+ 7% exp(—t/7a)
a=1

es una funcién normalizada de relajacién.

3.5.3 Algoritmo de integracién

En la formulacién del procedimiento en pasos discretos de tiempo la evaluacién
de la integral de convolucién en la ecuacién (3.126) puede realizarse mediante una
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relacién recursiva. Esta integral es definida como H,
t d _
HO — / expl—(t — 5)/a] T-[206W(C)]ds (3.129)
0
y debe ser evaluada en el tiempo ¢,1, cuando

I 20 (O) (3.130)

H; = Q5 — exp|

H; | se determina en funcién de este valor asumido como conocido, Hy, y una
integral sobre el paso de tiempo [t,, tp+1],

bt tn + At — s
H7 . :/0 exp[————-]

To

d g
5[28012[/ (Cs)]ds
bn At tn — s, d o/~
= [ el S el L pocw (G

(3.131)

trnt1 tn+1*8 d _
_ — 120~ Sy s
+ [ expl ) Lo (€
4
ds

At bt tnt1 — 8 o/
= expl- L HG + /t expl- L0 L 2051°9(C)

donde At = t,,1 — t,. Esta integral puede estimarse utilizando la regla del punto
medio,

tn,+1 _ _
/ expl— 51 4 g o (8, )]s
tn

AZ“ ds (3.132)
gGXP(*QT—Q)[23(7‘/[/00((_7%1) —20cW>(Ch)]
Con lo que se obtiene para Hf, ; la expresion
a At a At o0 (M 00 (M
H; = eXp[—ﬁ]Hn + exp(—%—a)[QaéW (Chry1) —206W(Cy)] (3.133)

Determinacion del tensor de tensiones

De la ecuacién (3.128) para el tensor el tensiones y la ecuacion (3.129) definiendo
las variables internas H®, puede expresarse

N
Sve =57+ 1*H" (3.134)
a=1
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Suponiendo que d/ds[20,W>(Cs)] es constante para s € [t,,tnt1], la integral
de la ecuacioén (3.132) puede ser evaluada como,

tni1 tn+1 —s. d _
_ntl e o 199, W(C,
/tn exp| o ]ds[ IeW™(Cs)lds

_ tn+1 _
~ ]%mcww(cs)]] ~ / expl— L= %]
+t

T
B _ (3.135)
s=tp41
= [28@W (Cn—i-l) - QQCWOO ‘—7_ eXp TL-‘r’;a_ S]
1 —exp[-At, /7% 50 .
N Aty /T [Snt1 = S,
Reemplazando esta ecuacién en la (3.131) se obtiene
At 1 —exp|-At, /T, 5 — o
Hn+1 - eXp[iT_a]Hn + At[ /Ta / ] [SnJrl - Sn ] (3136)

Linealizacién. Tensor constitutivo tangente

En primer lugar se recuerda que en los modelos hiperelédsticos el tensor consti-
tutivo tangente se obtiene como derivada segunda de la funcién energfa de de-
formaciéon W, o derivada primera del tensor de tensiones (al ser estas tensiones
la derivada primera de la energia de deformacién). Esto es, recordando las ecua-
ciones (3.25) y (3.36),

S =20cW(C)=0gW(C) C =20cS = 40ccW(C) = 0gS (3.137)

siendo S el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff, C el tensor constitutivo
tangente en su forma lagrangeana, C el tensor derecho de Cauchy-Green y E el
tensor de deformacion de Green-Lagrange.

En la ecuacién (3.34) se ha propuesto una descomposicién aditiva de la funcién
energia de deformacién W en sus partes volumétrica y desviadora, y de esta iltima
a su vez en sus partes viscoeldstica y elastopldstica, afectadas por coeficientes
de participacién segin la proporciéon en volumen de las componentes caucho y
particulas agregadas, respectivamente. Esta descomposicién aditiva de la funcién
W conduce a formas aditivas del tensor de tensiones, ecuacién (3.35), y del tensor
constitutivo tangente. Se recuerda nuevamente que la parte volumétrica de la
deformacién se supone eldstica y que para la parte desviadora viscoeldstica se
adopta la funcién W dada por la ecuacién (3.118), que en conjunto con la (3.127)

conducen a un tensor de tensiones viscoeldstico de la forma dada en la ecuacién
(3.134).
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Derivando el tensor de tensiones S,. dado por la ecuacién (3.134), se tiene

N
C=0pS"+> +*0pH" (3.138)

a=1
para H* dado por la ecuacion (3.136),

1-— eXp[—At/TC“]a g _ 1 —exp[—At/T%] -
At/T EPnt1 At /T ntl

OpHS, | = (3.139)

En consecuencia, se tiene para el tensor constitutivo viscoeldstico la expresién

o1 —exp[—At/T?]
At/T

Coe=9g"C® con g =1+ Z (3.140)

Formas explicitas para C® en la ecuacién (3.140) y S* en la (3.134) fueron
derivadas, para funciones energia de deformacién W expresadas en funcién de los
estiramientos principales ), en las ecuaciones (3.107) y (3.106).

3.6 ELASTOPLASTICIDAD

Los elastémeros utilizados en la construccién de dispositivos de apoyo frecuen-
temente incorporan particulas (carbon-black filler) a efectos de incrementar sus
propiedades disipativas. Los dispositivos construidos con estos elastémeros se
denominan de alto amortiguamiento (HRB = High Damping Rubber Bearing); la
diferencia de comportamiento entre estos y los dispositivos construidos con cau-
cho natural (NRB = Natural Rubber Bearing) ha sido analizada en la Seccién 2.5.

Naturalmente, el comportamiento mecdnico del caucho y de las particulas agre-
gadas no es el mismo y este hecho debe considerarse al formular un modelo cons-
titutivo que represente el compuesto, caucho de alto amortiguamiento. En esta
monografia se propone un modelo hipereldstico basado en teoria de mezclas (Sec-
cién 3.3), donde la componente elastomérica es tratada mediante un modelo de
viscoelasticidad en grandes deformaciones (Secciones 3.4 y 3.5) y la componente
particulas es modelada mediante elastoplasticidad, también, en deformaciones
finitas. La funcién energia de deformacién W para el sélido compuesto ha si-
do expresada en la ecuacién (3.34), separando las componentes volumétrica y
desviadora de la deformaciéon y considerando para esta iltima contribuciones
viscoeldsticas y elastoplasticas segin las proporciones en volumen de las com-
ponentes elastémero y particulas, respectivamente. En esta seccién se desarrolla
el tratamiento del modelo elastoplédstico, considerando en primer lugar una for-
mulacion general de elastoplasticidad en deformaciones finitas y particularizando
luego esta formulacién para el modelo propuesto.
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3.6.1 Modelo constitutivo elastoplastico en grandes deformaciones

Esta formulacién elastoplédstica estd basada en una descomposiciéon multiplicativa
del gradiente de deformacién F, en sus partes eldstica y pldstica,

F = F°F? (3.141)

La descomposicién multiplicativa del gradiente de deformacién en sus partes
eldstica y pldstica, propuesta por Lee (1969), es aceptada en la actualidad co-
mo herramienta base para el tratamiento de elastoplasticidad en deformaciones
finitas (Simo 1988a, Simo 19885, Eterovic & Bathe 1990, Simo 1992, Garcia-
Garino 1993). Este enfoque se presentaba como alternativa a la teoria aditiva
(E = E° + EP) de Green & Naghdi (1965), si bien, bajo ciertas condiciones, han
sido unificados (Garcia-Garino 1993), y sin dudas se ha impuesto sobre los mode-
los hipoeldsticos que han gozado de gran popularidad en el pasado (Hughes 1984).
Un estudio critico de estas formulaciones (descomposicién aditiva, multiplicati-
va e hipoeldstica) puede consultarse en Garcia-Garino (1993) y algunos resulta-
dos comparativos entre formulacién multiplicativa y aditiva son presentados por
Eterovic & Bathe (1990).

La formulacién elastopldstica aqui analizada mantiene la estructura de los mo-
delos clésicos de plasticidad infinitesimal. Las diferencias con el caso infinitesimal
son:

e el predictor eldstico es evaluado utilizando cinemdtica de grandes defor-
maciones,

e se realiza una descomposicién espectral de este predictor eldstico,
e se utilizan deformaciones logaritmicas,

e ¢l algoritmo predictor-corrector se plantea en tensiones principales.

La utilizacién de deformaciones logaritmicas en modelos de elastoplasticidad
es relativamente reciente (Weber & Anand 1990, Eterovic & Bathe 1990, Peric,
Owen & Honnor 1992, Simo 1992), conduce a simplificaciones en el algoritmo de
integracién de tensiones y permite la aplicacién del algoritmo corrector plastico
de plasticidad en deformaciones infinitesimales al caso de deformaciones finitas.
Ademas, preserva exactamente los cambios de volumen plédstico en caso de crite-
rios de fluencia insensibles a la presion.

En base a la descomposicién multiplicativa del gradiente de deformacién dada
por la ecuacién (3.141) se define una funcién energia de deformacién W en la
forma,

W =W(b,€) con b = FeFeT (3.142)

donde b° es la parte eldstica del tensor izquierdo de Cauchy-Green y £ es un tensor
de variables internas conjugadas a ¢, g = —0:W.
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Dominio elastico
El dominio elastico es definido por un criterio de fluencia en el espacio de tensiones
¢(T,q9) <0 (3.143)

donde T es el tensor de tensiones de Kirchhoff en la configuracion espacial y ¢
es un tensor, similar al anterior, caracterizando el endurecimiento en la respuesta
del material. La superficie de fluencia es definida por ¢(, ¢) =0

Ecuaciones constitutivas. Desigualdad de disipacion

La funcién de disipacién local asociada con un punto material se obtiene a partir
de la segunda ley de la termodindmica en su forma denominada desigualdad de
Clausius-Duhem, ecuacién (3.6). Esta desigualdad, reducida a procesos isotérmi-
COS Se expresa como

Dipg =T :d—W(b,€) >0 (3.144)

siendo d el tensor tasa de deformacién (véase en el Apéndice, Seccién A.2.6,
ecuacién (A.38)). Es decir, la disipacién es definida como la diferencia entre el
trabajo realizado por las tensiones en el punto y la variacién en la funcién de
energfa y resulta nula (D;,; = 0) en caso de procesos de deformacién eldsticos.

A partir de la ecuacién (3.141) puede expresarse la relaciéon

b*=FCP'FT  con Ccr=FrTFr (3.145)

donde CP es el denominado tensor de deformaciones plédstico de Cauchy-Green.
Derivando esta ecuacion se tiene

b =16+ b 1"+Lb°  con  Lb=F[C" |FT (3.146)

siendo £b° la derivada de Lie de b° (Marsden & Hughes 1983) y I = FF " el tensor
gradiente de velocidad (Seccién A.2.6). Utilizando esta relacién, la derivada de la
funcién energfa puede expresarse como

W = Oy WL + b°IT + L] + 0. WE

-1

. (3.147)
= (205 W b°][L+ 1/2(LV) b + 0. W E
Reemplazando esta ecuacién en la (3.144),
Dint = [ — 204 W b d + [20 W b°][—1/2(Lb) 6] — . WE > 0 (3.148)

De esta ecuacion, considerando que debe cumplirse para todo proceso termo-
dindmico y para cualquier tasa de deformacién, se obtienen la ecuacién constitu-
tiva para el tensor de tensiones y la forma reducida de desigualdad de disipacién
interna,

T=20Wb vy  Dpy=1[-1/2(L6)b ]+ g€ >0 (3.149)
donde g = —0:W
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Ecuaciones de evolucién. Disipacién maxima

De acuerdo al postulado de méxima disipacion, el estado actual (7, g) en el cuerpo
plésticamente deformado con configuracién intermedia prescrita y tasas {£b% &}
prescritas es aquel que conduce a un méaximo en la funcién de disipacién D;y,.
Esto es,

[ = [=1/2(£6)6 ] + [¢ — ¢']€ = 0 (3.150)

para todo (7*,¢*) admisible. Para que se cumpla esta desigualdad
{[—1/2(£b%)b°7], €} deben estar dentro del cono normal al dominio eldstico en
el punto (7, g). Por lo tanto, si el criterio de fluencia es definido por la ecuacién
(3.143), las ecuaciones de evolucién son

—1/2L = A[0, (T, q)]b°
€=170,0(7,q) (3.151)
720,  #(r,q) <0,  9(T,q9) =0
Predictor elastico y corrector plastico

El problema planteado en las ecuaciones (3.151) puede ser resuelto con una
metodologia de pasos fraccionales. Para un incremento dado de desplazamien-
tos, reemplazando la ecuacién (3.151) en la (3.146), se tiene el siguiente sistema
de ecuaciones

b = (L6 + 51 — 29[0, 6 (r, ]b°

. (3.152)
£ ="7049(T,q)
con restricciones : v >0, ¢é(1,q9) <0, ~o(r,q9)=0
Este sistema de ecuaciones se divide en dos problemas:
I) Predictor elastico.
b = [1b° + bel”
( ). | | (3.153)
E pu—
con restricciones : Ninguna
IT) Corrector plastico.
b = —24[0,6(7, q)]b°
(6" = ~210r0(r, ) 15

€ =0,0(T,q)

con restricciones : v >0, ¢(7,q9) <0, ~¢(7,q9) =0
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Recordando que la solucién a una ecuacién del tipo 2(t) = A z(t) en el intervalo
de tiempo [ty,t,+1] viene dada por z(t) = exp[(t — t,,)A]z(ty); una aproximacion a
la ecuacién (3.154) puede expresarse como

b = exp[—2440,¢(, q)] b

(3.155)
& =6, + A’Yaq¢(7'v q)

donde Ay = [t —t,]y y bl" es el predictor eldstico determinado en el paso 1.

Algoritmo predictor-corrector en direcciones principales

Como resultado de la restriccién a un comportamiento isétropo, las direcciones
principales del tensor de tensiones de Kirchhoff 7 y del tensor eldstico izquierdo
de Cauchy-Green b° coinciden, siendo sus formas espectrales,

3

3
b =Y (\9)’*na®na T¢=> Bana®@na (3.156)
A=1 A=1

donde {A1, A2, A3} son los estiramientos principales, autovalores del tensor de esti-
ramiento izquierdo V, b= V2, y {ny, na, n3} son las direcciones principales de b
(véase las ecuaciones A.25-A.26 y 3.76). {31, 52, 33} son las tensiones principales
(véase las Secciones A.3.5 y A.3.3 y la ecuacion (3.81)).

Ademds, esta restriccién implica la existencia de una funcion ¢(r,q) =

~

&(B1, B2, B3, @) con descomposicién espectral

3
0-0(1,9) = > 95,6(8a, @)na ® na (3.157)
A=1

Despejando b de la ecuacién (3.155), resulta
b'" = exp[2A70, ¢ (T, q)]b° (3.158)

y reemplazando las ecuaciones (3.156) y (3.157) en esta tltima,

b =) "[(A4)? exp[2Av03, (B4, @)lna @ ma (3.159)

]

A=1
Comparando esta expresién con la descomposicién espectral de b'",
3

b =Y (MD)’n% @ nf (3.160)
A=1
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por unicidad en la descomposicién espectral, se obtiene

na=nl (3.161)

(\4)? = exp[~2A405,6(Ba, 9)(\F)? (3.162)

Esto es, las direcciones principales n4 de la configuracién eldstica final coinciden
con las direcciones principales del estado eldstico predictor n], y en consecuencia,
el algoritmo corrector plastico se produce con ejes principales fijos definidos por
el estado eldstico de prueba.

Operando con logaritmos a ambos lados de la igualdad (3.162) y denominando
€4 =log[Aa] y € = [e1, €2, €3]T, se obtiene

e =€l — Av039(8, q) (3.163)

3.6.2 Implementacién. Algoritmo predictor-corrector en tensiones
principales desviadoras

Tal lo indicado en la Seccién 3.3 el modelo propuesto en esta monografia para
modelar elastémeros descompone la deformacién en sus partes volumétrica y
desviadora, ecuacién (3.27), asignando a la parte volumétrica un comportamiento
totalmente eldstico. La parte desviadora es considerada con modelos viscoelésti-
cos y elastopldsticos segtn las proporciones de caucho y de particulas en el com-
puesto, ecuacién (3.34). Se implementa aqui la parte elastoplastica del modelo,
combinando la ecuacién (3.27) con la (3.141), esto es, considerando un gradiente
de deformacién de la forma F = (JY3I)F°F?, donde F° y F? son respectiva-
mente las componentes eldstica y plastica de la parte desviadora del gradiente de
deformacion.

A efectos de obtener un algoritmo predictor-corrector idéntico al utilizado en
plasticidad con deformaciones infinitesimales, se procede de la siguiente forma:

En primer lugar se determina un estado eldstico de prueba, para un incremen-
to prescrito de deformaciones en el intervalo de tiempo [ty,tn+1]. Este predictor
eldstico supone que las deformaciones plasticas F¥ quedan fijas en el tiempo ¢,,

Tetr = =T

bn+1 - FZ+1FZI1 = Fn+léf1,_an+1 (3164)

2 o ., et . . , .
Después de una descomposicién espectral de b\ los estiramientos logaritmicos
principales eldsticos son definidos como

& =log[\9"], con A=1,23 (3.165)
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La funcién energia de deformacién, ecuacién (3.142), se particulariza para la
parte desviadora de la deformacién, ecuacién (3.33), eligiendo una forma de-
sacoplada cuadratica en estiramientos logaritmicos principales,

Wep(€4,€) = ple® - €] + K(¢) (3.166)

donde K (&) es una funcién caracterizando el endurecimiento isétropo en la res-
puesta del material.

Las tensiones principales desviadoras 3 generadas por las deformaciones loga-
ritmicas € y asociadas con el modelo cuadrético (3.166), 8 = 9. Wep(€4, €), son

Z+1 = 2#@1?1 (3.167)

Estas tensiones principales BI,; corresponden al estado de prueba. Si
#(BY 11, q,) < 0, el incremento deformacién-tension es puramente eldstico, por
lo tanto,

(nt1 = (i (3.168)

En caso contrario, ¢(8,4,¢q,) > 0, las tensiones B4, ; son proyectadas sobre el
dominio eldstico definiendo las tensiones reales 85, ; en cada punto del material.
Multiplicando ambos lados de la igualdad (3.163) por 2u se obtiene un algoritmo

en tensiones principales,

Bi1 = B — Av2ud56(8; q) (3.169)

Para definir el dominio eldstico se utiliza el criterio de fluencia de Von Mises,
que es escrito en su forma clésica,

o(r.€) = ldefrl — 2l + K€ <0 (3170)

donde oy es la tensiéon de fluencia, ¢ es la deformacién pldstica equivalente,
||dev[T]|| es la raiz cuadrada del invariante J> del tensor de tensiones de Kirchhoff
7. De esta manera, las tensiones 3 en (3.169) se expresan como

Bui1 = Bii1 — 21d Wi (3.171)

siendo v el vector unitario normal al cilindro de Von Mises en el espacio de
tensiones principales

Uni1 = Bui1/[Bniall lldev[7][| = [|8]] (3.172)
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y de la ecuacién (3.155),

2
Ent1="En + \/;Av , Ay >0 (3.173)

De la condicién de consistencia, ¢,+1 = 0, se obtiene la ecuacién para Ay > 0
durante el proceso de carga plastico

D1 = Gyy — 2uAy — \/g[K/@n + \/g&y) —~ K'(&)]=0 (3.174)

Endurecimiento cinemédtico puede ser incorporado al modelo considerando un
criterio de fluencia de Von Mises con la siguiente forma

»(B-&¢) =B-¢l \/g[aerK'(E)] <0 (3.175)

donde & representa el vector de valores principales del tensor back-stress

2
€n+1 = ﬁn + gA’YHVn—&-l (3176)

siendo H el modulo de endurecimiento cinemdtico. La normal al cilindro de Von
Mises, v, resulta entonces

Vni1 = 0g¢ni1 = HEHEH con ¢=pB-¢ (3.177)

Y la ecuacién (3.174) se expresa como

1 — 2 A[1 + %} - \/g[K’(gn + \/gm) ~K'(&)] =0 (3.178)

Resuelta la ecuacién (3.171) y utilizando la (3.167) el estado de deformacién
logarftmico es conocido. El tensor eldstico final b°, que serd utilizado en el cal-
culo del tensor de deformaciones plédstico C? en (3.164), se obtiene mediante un
algoritmo exponencial (Salomén et al. 1998)

3
b = Z AN2na®ny , Ny =exp(eq) , C" T =F 'BF" (3.179)
A=1
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Preservacion de los cambios de volumen

La descomposicién del gradiente de deformaciéon en sus partes desviadora y
volumétrica, F = (JY3I)F°F?, junto con la ecuacién (3.164) condicionan un pre-
dictor eldstico con preservacién de los cambios de volumen, det[b{"] = 1. Y, si en
la expresién del corrector plastico, ecuacién (3.155), se opera con determinantes
a ambos lados de la igualdad, se obtiene

det[b¢] = det[exp[—2A70, ¢ (T, q)]] det[b"]

; (3.180)
= exp[—2A7 tr[0-¢(T, q)]] det[b;"]

Si en esta ecuacion,
tr[0-¢(7,9)] =0 — det[b] = det[bl"] (3.181)

Por lo tanto, para criterios de fluencia insensibles a la presién, tr[0,¢(T, q)]] =0,
el esquema predictor-corrector aqui planteado preserva exactamente los cambios
de volumen, independientemente de la magnitud de deformaciones.

Tensor constitutivo elastopldstico

Las relaciones tensiéon-deformacién en ejes principales asociadas con un modelo
elastico cuadratico, se expresan como

1
B = ae con a:nl®1+2,u[13—§1®1] (3.182)

donde k = X+ 2/3u es el modulo volumétrico, A > 0 y x> 0 son las constantes
de Lamme y I3 es un tensor identidad de orden 3. Al considerar que la parte
volumeétrica de la deformacién responde a un comportamiento eldstico, en esta
seccién solo se trata con la parte desviadora del tensor a, quedando este reducido
a

1
Este tensor responde al predictor eldstico, su correspondiente elastoplédstico ac?

asociado con el algoritmo predictor-corrector toma la forma (Simo 1992)

e 1
@, 1 = 2[sni1 (I3 — 31® 1) = ont1(Un+1 @ Vnt1)]
2pAy 1 ouA~y  (3.183)

- y 5 +1 = 7 -
¢l " 1+ Kg—ZH 1Sh

con Spy1 =1

donde v,, 11 y ¢ fueron dados por la ecuacion (3.177)
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La forma general de un tensor constitutivo (hiper)eldstico en la configuracién
espacial, asociado a una descomposicién espectral del tensor de deformaciones b
tal como la indicada en la ecuacién (3.156), fue dada en la Seccién 3.4.2 por las
ecuaciones (3.88-3.90). De acuerdo con la ecuacién (3.161) las direcciones prin-
cipales m4 de la configuracién eldstica final coinciden con las direcciones princi-
pales del estado eldstico predictor n, por lo tanto, los tensores de rango dos,
ma = mna®mna, y rango cuatro, my ® mpg, formados con el producto tensorial de
estas direcciones principales n 4 resultan independientes del criterio de fluencia
adoptado y, en consecuencia, el tensor constitutivo elastoplastico viene dado por

3 3
=Y Y a BmA®mB+QZﬁAan;A (3.184)

A=1 B=1

Una forma explicita de 9,m4 fue dada en la ecuacion (3.89). Las tensiones prin-
cipales 34 se obtienen de la ecuacién (3.171) y los coeficientes a%ly de la (3.183).
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MODELIZACION DE LA
ESTRUCTURA

4.1 INTRODUCCION

En este capitulo se desarrolla la modelizacién de las estructuras apoyadas so-
bre los dispositivos de aislamiento sfsmico cuyas caracteristicas son descritas en
el Capitulo 2. Estas estructuras pueden ser de cualquier tipo y destinadas a
cualquier funcién, por ejemplo plantas nucleares (SMiRT11 1991), pero en es-
ta monograffa se limita la modelizacién a edificios formados por estructuras de
porticos de hormigén armado.

En el Capitulo 3 se han tratado modelos constitutivos hipereldsticos destina-
dos a modelar la componente elastomérica de los dispositivos de apoyo y por lo
tanto se ha trabajado en grandes deformaciones. Las estructuras de hormigén
armado apoyadas sobre estos dispositivos pueden presentar grandes desplaza-
mientos pero no grandes deformaciones, por lo que en este capitulo se tratan
modelos constitutivos elastoplésticos con degradacién y/o viscosidad particulari-
zados para pequenas deformaciones, para ser aplicados a materiales friccionales,
tales como el hormigén y para materiales metélicos elastoplasticos como el acero.
Estos modelos constitutivos son analizados en la Seccién 4.2

El hormigén presenta un comportamiento complejo con respuestas muy distin-
tas a esfuerzos de compresién y traccién, con degradacion de rigidez por micro-
fisuracién y otros fenémenos que hacen de los modelos de dafio continuo una
alternativa vilida para la modelacién numérica de su comportamiento. El acero,
por otra parte, ha sido estudiado ampliamente como material estructural, siendo
los modelos de comportamiento elastopldsticos los mas aceptados para obtener
una buena aproximacién numérica a su comportamiento; elasticidad lineal para
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deformaciones inferiores a la tensién de fluencia y plasticidad de Von Mises para
deformaciones superiores al limite eldstico.

Los pérticos se modelan utilizando elementos de barra de Timoshenko, por lo
que en los apartados siguientes se analizan estos elementos y su discretizacién
espacial. La seccion transversal de estas barras se discretiza en capas, estando las
capas internas compuestas por un tnico material, hormigén, y las capas externas
por dos materiales, hormigén y acero. Para modelar adecuadamente estas tltimas
se utiliza la teoria de mezclas que permite el trabajo en conjunto de los modelos
constitutivos destinados a materiales friccionales con aquellos destinados al acero.

En la Seccion 4.5 se trata de cuantificar el dano global que puede sufrir la estruc-
tura a causa de una accion sismica. El dano en un edificio puede ser de dos tipos:
estructural, que se produce en elementos que forman parte del sistema resistente
y no estructural, que ocurre en los elementos que no forman parte del sistema re-
sistente principal, incluyendo el dano arquitecténico o en los sistemas mecéanicos,
eléctricos, sanitarios asf como en su contenido. El dano estructural depende del
comportamiento de los elementos del esquema resistente, vigas, columnas, muros
de corte, sistemas de piso, etc. y puede cuantificarse mediante un indice de dano
global, asociado a estos elementos o a toda la estructura en conjunto, a partir de
las contribuciones de indices de dano local en los distintos puntos de la estruc-
tura. El dano local se expresa mediante un indice que mide en forma objetiva
la degradacién de rigidez que sufre un punto material de un sélido sometido a
acciones externas.

A efectos de analizar el comportamiento conjunto estructura-sistema de ais-
lamiento de base es necesario el desarrollo de un elemento de conexién entre los
elementos de barra, utilizados en la discretizacién de los pérticos, y los elemen-
tos de estado plano, utilizados en la discretizaciéon de la base y dispositivos de
aislamiento sismico. Este elemento de conexién se analiza en la Seccién 4.6.

4.2 MODELOS CONSTITUTIVOS DE
DEGRADACION-PLASTICIDAD-VISCOSIDAD

En esta seccién se presentan las bases de un modelo constitutivo que trata de una
manera unificada los fenémenos de plasticidad, degradacién y viscosidad eldstica,
que ocurren a la vez en un punto del sélido. Dicho modelo es apropiado para des-
cribir el comportamiento de geomateriales y metales en pequenas deformaciones.

Cuando se trabaja en pequenas deformaciones las configuraciones de referencia
y deformada resultan préximas y, tal lo senalado en el Apéndice, los tensores de
deformaciéon E y e en estas configuraciones resultan aproximadamente iguales,
E =~ e ~ ¢, ecuacién (A.41). De forma andloga, en este capitulo no se hacen
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diferencias entre tensores de tensién en una u otra configuracién, utilizando la
nomenclatura o para identificar tensiones (Cauchy).

La ecuacién constitutiva y la disipacién se obtienen en forma estandar (Oller
1989, Lubliner 1990, Luccioni 1993), verificando el cumplimiento de la desigual-
dad de Clasius-Duhem para problemas térmicamente estables, véanse las Sec-
ciones 3.2.1 y 3.2.3. Es decir, que dada una forma de la energfa libre de Helmholz
(€%, €% o™, B7), vy su variacion 6t = Occtp 0€° + Oectp 6€° + Dont) S + O grip 667,
resulta la ley constitutiva y la expresién explicita de dicha disipacién para pro-
blemas plasticos y/o degradacién y/o viscoeldsticos

m 81/}(6 , €, 7/8)

o= Dee (4.1)
4
62, = szp 4 oz = T 0L OV son OV g OV e S (a2)
m dan opr 0é
R , ~——
= sEd 62N = 5=k

En esta tltima ecuacion (-)P, ()¢, ()", ()%, ()* y ()% representan las con-
tribuciones plasticas, de dano, no plasticas, viscosas, independiente del tiempo y
dependiente del tiempo, respectivamente, de la disipacién mecénica 6=,,; ¢ es la
energfa libre de Helmholtz, €° es la deformacién eldstica adoptada como variable
libre del problema, o es el tensor de tensiones de Cauchy, a™ es el grupo de n
variables internas plasticas, 5" es el grupo de r variables internas no plésticas
(degradacion) y m es la densidad del material.

4.2.1 Energia libre y deformacién

Para el caso particular que aqui se presenta, se escribe la energia libre como la
suma de una parte correspondiente al fenémeno eldstico méas otra independiente,
correspondiente al fenémeno pldstico, lo que se denomina elasticidad desacoplada

W(i,ﬂr)

1
V(€% €5,a", ") = —€°: C*(0") : € + T C(6") : € +yYP (a™) (4.3)
2m m
donde €° y é° son el tensor de deformaciones eldstico y su velocidad, respectiva-
mente. Sus relaciones con la deformacion total y con su variacién temporal vienen

dadas por la cldsica forma aditiva: € = €° + € y é = €° + €, respectivamente y
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C? el tensor constitutivo secante que depende de la variable interna no pléstica,
denominada variable de degradacién, de la siguiente manera:

C*=Cp") = f(0") C° (4.4)

donde C° es la rigidez constitutiva inicial de un material no degradado y f(8")
es una funcién de transformacion entre el espacio real degradado y el ficticio no
degradado (Oller, Onate, Oliver & Lubliner 1990). La expresién més simple para
la funcién f(8") coincide con la forma de degradacién isétropa propuesta por
Kachanov (1958) como f(8") = (1 —d),=1 y en este caso d = {"} . Nétese
que en adelante el superindice s representard las variables en la configuracién
degradada.

4.2.2 Funcién de fluencia, potencial y variables internas para el
problema puramente plastico

Las funciones de fluencia y potencial se expresan como funciones homogéneas de
primer grado en tensiones

G*(0,a") =g°(0,0) =K (4.5)

donde ¢ y ¢ representan la cohesién y la friccién interna si se trata de un geo-
material, respectivamente. Si se trata de metales, c es la resistencia a tensiones
tangenciales, en tanto que la friccién interna es nula. Ejemplos de estas funciones
son las de Tresca o de Von Mises para metales y de Mohr-Coulomb o Drucker-
Prager para geomateriales.

La definicién de la ley de evolucién de las variables internas plédsticas se obtiene
a partir de una extensién conceptual de la definicién de la regla de evolucién de
la deformacién pléstica

0G*®
P _ s ny _
0€? = 6\ R’ (o,a™) = 6\ 9o (4.6)

bai = 6X Hi (o,a") = 6X [hi (o,a"): R® (o,a")]

donde la variaciéon del factor de consistencia plastica 6\ resulta de la propia
condicién de consistencia y el tensor h;® debe ser definido para cada variable
interna que se quiera introducir al modelo.
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4.2.3 Funcién limite de degradacién y ley de evolucién de las
variables internas para el problema puramente de degradacién

Se define una funcién limite escalar para activar la degradacién (Simo & Ju 1987,
Oliver, Cervera, Oller & Lubliner 1990) en la siguiente forma:

g-a"(f)=0 o G"(5,0") =g(a)-g(6) =0 (4.7)

donde ¢ = 7(0°) es una funcién de tensién equivalente, 6° = C° : € es el predic-
tor de tensiones no degradadas, ¢(-) es una funcién escalar positiva con derivada
positiva a definir. En este caso particular ¢g(5) define la funcién de degradacion
y g(8") = g(6"(8")) define el umbral de degradacién en funcién de la resisten-
cia uniaxial "(5") que puede interpretarse como funcién de endurecimiento de
degradacion.

La ley de evolucién para las variables internas de degradacién se define de la

siguiente forma:
_ oGP\  Jos ., oGP
66 = (S[L (W)T = <80’0 :CO: (S€> (W)T (48)

(67)

donde éu resulta de la condicién de consistencia de degradacion 6GP = 0. Més
detalles pueden encontrarse en las referencias Simo & Ju (1987), Oliver et al.
(1990), Luccioni (1993) y Hanganu, Barbat, Oller & Onate (1994).

4.2.4 Definicién de la variable viscosa del material

El amortiguamiento proporcional a la rigidez de la estructura puede incorporarse
a la formulacién que simula el comportamiento de una estructura mediante el
concepto de amortiguamiento viscoso de Kelvin (véase la figura 4.1), tratado a
nivel de un punto material del sélido.

En este modelo, el estado tensional puede descomponerse aditivamente o =
o't + o como lo muestra la ecuacién (4.38) y, por lo tanto, se inserta dentro del
tratamiento mecdnico que se estd realizando. Todas las caracteristicas del modelo
independiente en el tiempo (-)* han sido puntualizadas en subapartados anteri-
ores, quedando ahora por definir las correspondientes al modelo dependiente del
tiempo (-)%. Para este prop6sito se hace una analogia con el comportamiento uni-
axial viscoso del material y se admite, en este caso particular, un amortiguamiento
proporcional a la rigidez del material

T = — (4.9)
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3 =>¢

—O|f’>g

e

=]

Figura 4.1 Presentacién esquemética del modelo de Kelvin para materiales
elasto-pldsticos.

En problemas de elasticidad retardada donde la variable libre es la tensién (o su
equivalente deformacion eldstica), 7 es el tiempo de retardo, es decir, el tiempo que
tarda el punto del sélido en alcanzar una configuracion estable. Por el contrario, en
problemas donde la variable libre es la deformacién, 7 es el tiempo de relajacion,
es decir, el tiempo que tarda el punto del sélido en relajar el estado tensional
impuesto. Por otro lado 7 es la viscosidad del material y E° el modulo de Young
al iniciar el proceso de carga.

4.2.5 Ecuacion constitutiva secante y tangente para el problema
acoplado

Sustituyendo la energia libre de la ecuacién (4.3), en la ecuacién (4.1), se deduce
la siguiente ecuacién constitutiva secante (Oller 1989, Luccioni 1993):

O (€%, €%, 0", ")

o=m ’(96; =C%(0"): e€€+7C(["): €= f(0") C° : e+ 7€
(;_,it o_Tit
(4.10)

siendo o% = 7 C*(3")é° la denominada ley de Newton. La forma tangente de la
ecuacién (4.10) resulta de tomar la variacién de la tensién total secante

o = [6C5(B7) 1 €& +C5(B): 6€°]+7[6C5(BT): & +C(B) : 8¢ =

OC*(B") s 5 £¢ S(B") : [(6€ — 6€P) + T (b€ — 6P
{Z 5 w +ITE)}+{C(5).[(5 SeP) + 7 (8¢ — 6 )]} (4.11)

6f(Br)Ce

Cs~lio




4.2 MODELOS CONSTITUTIVOS DE DEGRADACION-PLASTICIDAD-VISCOSIDAD 113

Sustituyendo en esta tltima las ecuaciones (4.4) y (4.10), se tiene

So = 6f(37)C: {Lco—l : o} + C3(B7) : [(8e — 6€P) + 7 (8¢ — 5€P)]
51(8) ) “12)
= ) o+ C*(07) : [(be — 6€P) + T (6¢ — 6€P)]

Operando algebraicamente y sustituyendo en esta iltima la ecuaciéon de la
variacién de la funcién de degradacién que resulta de la ecuacioén (4.8)

T T D o
0 - S [ ) (82 1

:0e=T: be

queda la siguiente expresién para la forma tangente:

b0 = e+ o) b = () 60+ 7C(3) s 6 = 7Y () s 627
e e R CORL e
co (o)
So — [Ce(ﬂr) - Se — CS(,BT) : 66;0] 47 [CS(IBT)(SG. _ CS(,BT) : (Sép]

donde C¢(5") es un tensor de cuarto orden que contiene los cambios que pro-
ducen la degradacion de rigidez. Ademds, cuando no hay dano el tensor T es
idénticamente nulo y resulta C° = C?.

Usando la condicién de consistencia pléstica y de consistencia de degradacion,
se obtiene la siguiente expresién para la ley constitutiva tangente:

s =C7(") : e+ TCP(B") : 6¢ (4.14)
donde:
T ittt )
X )+ ({5} o (5T s,
o o _cs {%%s}_ ®_ C{%{;} _
S, (B 3) + ({3} o {32 )]
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Cuando no hay danio C% = Cc.

Esta formulacién isétropa resulta de la evolucién de otros modelos que pueden
ser consultados en las referencias: Lubliner, Oliver, Oller & Onate (1989), Oller
(1989), Oller et al. (1990), Oliver et al. (1990) y Luccioni (1993). Una extensién
para el tratamiento anisétropo puede ser consultada en las referencias Luccioni
(1993) y Oller, Botello, Miquel & Onate (1995).

4.3 TEORIA DE MEZCLAS

Como se mencioné anteriormente, en esta monografia se supone que las estruc-
turas soportadas por los dispositivos de aislamiento estdan formadas por pérticos
de hormigén armado y estos se modelan utilizando elementos de barra. La sec-
cién transversal de estas barras se discretiza con capas, estando las capas internas
compuestas por un unico material, hormigén, y las capas externas compuestas
por dos materiales, hormigén y acero. Para modelar adecuadamente estas tltimas
se presenta a continuacién una teoria de mezclas.

Micro y macro-modelos son las dos alternativas para el estudio del compor-
tamiento mecdnico de materiales compuestos. Los micro-modelos centran el es-
tudio a nivel micro mecdnico de la interaccién entre dtomos y la integridad del
compuesto mas alld del punto limite de dano (Obraztsov & Vasilev 1982). Es-
tos modelos pueden ser utilizados para la simulacién de materiales compuestos
pero resultan muy costosos a efectos practicos. Los modelos macro-mecénicos re-
presentan el comportamiento constitutivo del compuesto como si fuera un tinico
material.

La mayorfa de los modelos macro-mecanicos estdn basados en una teoria de
mezclas. Esto permite el estudio del comportamiento mecdnico del compuesto
como una combinacién de varios componentes, los cuales deben satisfacer una
ecuacién de restriccion. Esta ecuacién establece la compatibilidad cinematica en-
tre materiales componentes, y en el caso mds simple asume compatibilidad per-
fecta entre los distintos componentes. Pero también puede incluir fenémenos mas
complejos entre materiales tales como delaminacién o cualquier otro compor-
tamiento cinemadtico.

En esta monograffa se utiliza un macro-modelo adecuado para el andlisis de
respuestas mecdnicas no lineales de materiales compuestos (Oller, Onate, Miquel
& Botello 1996). El modelo estd basado en la mezcla de sustancias componentes
bésicas y permite evaluar la inter-dependencia entre el comportamiento constitu-
tivo de los diferentes materiales componentes. El comportamiento de cada com-
ponente es modelado mediante un modelo denominado aqui “modelo base”. Los
diferentes modelos base para cada componente son combinados utilizando teoria
de mezclas para simular el comportamiento del material compuesto multifase.
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Esta teorfa estd basada en el principio de interaccién de las sustancias compo-
nentes y se dan por vilidas las siguientes condiciones: a) cada volumen infinitesi-
mal del compuesto es ocupado por un nimero finito de sustancias componentes;
b) cada componente participa en el comportamiento del compuesto en forma pro-
porcional a su volumen; c¢) todos las componentes estdn sometidas a las mismas
deformaciones (ecuacién de restriccién) y d) el volumen ocupado por cada com-
ponente es mucho menor que el volumen total del compuesto. Las condiciones
(b) v (c) implican una distribucién homogénea de todas las componentes en una
regién del compuesto. La interaccién entre las diferentes componentes, cada una
definida por una ley constitutiva apropiada, conduce a un comportamiento cons-
titutivo global del compuesto en términos del volumen porcentual ocupado por
cada componente.

La teoria de mezclas ha sido estudiada en detalle por Trusdell & Toupin (1960)
y luego por Green & Naghdi (1965). Afios después Ortiz & Popov (1982) ha
utilizado teorfa de mezclas para proponer un modelo en dos fases destinado al
andlisis de hormigon.

Aqui la teoria de mezclas es utilizada para simular numéricamente un modelo
constitutivo no lineal para materiales compuestos multifase. Cada fase puede
tener un comportamiento general anisétropo definido por medio de un modelo
isétropo equivalente (Oller, Onate, Miquel & Botello 1996, Oller & Onate 1996).
Por simplicidad solo fases isétropas son consideradas en esta monografia. Esta
teorfa estd basada en mecdnica del continuo y permite la combinacion simultanea
de las diferentes respuestas constitutivas (eldstica, elastopléstica, elasto-fragil,
eldstica con dano, etc.) de cada sustancia.

Se asume aqui que el comportamiento de cada sustancia del compuesto respon-
de al modelo elastopléstico con dano descrito previamente (Seccién 4.2), adecuado
para el andlisis de metales y geomateriales. Pero, obviamente, otras combinaciones
son posibles.

La ecuacién de restriccién elegida estd basada en asumir total compatibilidad
inter-componentes, por lo tanto la siguiente compatibilidad en deformaciones es
satisfecha:

(€ij)y = (€ij)g =+ = (€5), = - - = (€&5),, = €ij (4.16)

En materiales compuestos la energfa libre puede ser escrita como

U (€50,0m,87) = (e, 0, 0™ 57 ) = D ke v (e, 0, (0s).) (4.17)
v~ c=1
Ds

donde (€5, 6, (ps).) es la energfa libre correspondiente a la componente ¢ de la
mezcla, 6 es la temperatura como variable libre del problema térmico, o™ es un
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grupo de m variables internas plasticas, 8" un grupo de r variables internas de
dano, k. = dV./dV es la fraccién de volumen de esta sustancia y (ps). es un grupo
de variables internas de esta componente. Naturalmente, la variable k. satisface
la siguiente condicién:

d ke =1 (4.18)

La ecuacién constitutiva secante para el compuesto se obtiene de la desigualdad
de Clasius-Duhem (véase las Secciones 3.2.1 y 3.2.3), siguiendo igual procedimien-
to al utilizado para materiales de fase tinica, Seccién 4.2, (Lubliner 19855, Oller
1988, Lubliner et al. 1989).

n n

oij = md O (epg,0,0r) 03 ke Oelepg, 0, (Pr)o)  _ S ke (0i),  (4.19)

O€ij prt O¢€ij

c=1

donde (0y5). es el tensor de tensiones de Cauchy correspondiente a la sustancia
th
cn,

De la desigualdad de Clasius-Duhem, también se obtiene la siguiente expresién
termodindmica para la disipacién mecdnica

8¢(5pq707pr) . = 8@00(61%1797 (pr)) .
— 5 Db = ke < (Pi)e = 0 4.20
on, 2k =g, @) (420
De la ecuacién (4.19) pueden ser derivadas las siguientes expresiones para el
material compuesto:
Tensor constitutivo tangente,

0% (epg, 9, pr) Z 0*e(€pg, 0, (Pr)..) Zn
o — a0 pay “o ) 0 c\~pg> — .
Cz]k:l m a€ijaekl k’ 8Elja€kl k’c (C”kl)c (421)

c=1
Tensor de dilatancia térmica,
821/1(6 9 p 8 1/1 €
0. _ _ .0 PO D) 0 c pq;
Wi = Ty 00 Zk 801389 Zk (o), (22

La relacion tensién-deformacién se deriva de la condicién de compatibilidad
entre sustancias, ecuacién (4.16), como:

(€ij), = €ij = <Csi_jllcl(/857 9))c (okt), + (%)C + (a%)c (0 —65) (4.23)

(Efj)c
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La ecuacién constitutiva secante para el material compuesto, ecuacién (4.19),
se escribe como:

oij = ke (o)), = > ke (Co%u(Bs,0)), (€5)e= Coijmi(Bs,0) €y (4.24)
c=1 c=1

donde la deformacion eldstica para cada componente puede ser expresada como:

<efj>c =€j — <e’.’~>c — (Oéeij)c (0 —6,) ; y para el compuesto como: €f; = €;j — . —

ij ij
a(’ij(e — 90).
De la igualdad de la ecuacién (4.24) y tomando en cuenta las ecuaciones (4.16)
y (4.21), es posible escribir la deformacién pléstica total para el compuesto:

Oi5 = Zk zgk‘l ﬂsa ))c (Ezl)c

= Zk‘ zykl (Bs,0) c €kl — Zk’ mk:l (Bs, ))c (Eiz)c*

- ch (Csijkl(ﬂ&e))c (Oé%j)c (0 —6,)

c=1

y también de la ecuacién (4.24):

oij = C%un(Bs,0) €
= C%ni(Bs, 0)ers — Cjna(Bs, 0) el — C¥iina(Bs, 0)als; (60 — 05)

Igualando la parte derecha de las dos iltimas ecuaciones se obtiene la defor-
macion pldstica para el material compuesto:

CSml?q ﬂs? {Z ke Spqrs /357 ))c |:(6£s)c + <a9rs>c (9 - 90)} } - aeij (0 - 90)
(4.25)

con

v . 2\ () 0(G% (0vs,0)),
(Gw')c:/o (%')c di -y (%>c B <A> (aT)) (4.26)

En la derivacion de la ecuacién (4.25) se utiliza la siguiente relacién obtenida
de las ecuaciones (4.16) y (4.21),

C% ikt (Bs, 0) €x Zk’ Siin(Bs,0)), €n (4.27)
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Reemplazando la ecuacién (4.27) en la (4.23) y utilizando la (4.24) es posible
obtener el tensor de tensiones para cada fase como:

(0ij). = (Csiqu(ﬂsﬂ))c { quz (Bs,0) [Zk’ C kirs(Bss )) €rs
—(a) e — <O‘9pq>c (0 — 90)}

La ecuacién (4.28) da la distribucién de tensiones para cada sustancia compo-
nente del compuesto multifase.

(4.28)

4.4 MODELO DE CAPAS EN VIGAS

Los poérticos se modelan utilizando elementos de barra de Timoshenko, por lo que
en los apartados siguientes se analizan estos elementos y su discretizacion espacial.
En la implementaciéon numérica se utilizan barras de Timoshenko en el plano con
seccién transversal discretizada por capas, pero a efectos de tener una idea global
del planteo, el andlisis tedrico se realiza para el caso general tridimensional.

Las ecuaciones constitutivas destinadas a representar el comportamiento del
material asignado a cada una de estas capas, asi como la teoria de mezclas uti-
lizada para modelar las capas que contienen dos materiales, hormigén y barras
de acero, fueron derivadas en las secciones anteriores.

4.4.1 Discretizacién espacial

La estructura se modeliza con elementos finitos lagrangeanos C° del tipo barra
Timoshenko (Hughes, Taylor & Kanoknukulchai 1977), de tres nodos y seis grados
de liberdad por nodo para el caso tri-dimensional (3-D) y con tres grados de
libertad por nodo para el caso bi-dimensional (2-D). El hecho de que el modelo
constitutivo precise informacién del tensor de tensién y del de deformacién a
nivel de cada punto de integracién, hace necesaria una discretizacién secundaria
a nivel de la seccion transversal del elemento de barra. Es decir que en el caso 3-D
necesita una cuadricula y en el 2-D es suficiente con una discretizacién por capas
(véase la figura 4.2). Este procedimiento evita la formulacién de leyes constitutivas
en esfuerzos seccionales (momentos flectores, esfuerzos cortantes, esfuerzo axial
y momento torsor), dado que las mismas suelen ser validas sélo en ciertos casos
particulares de comportamiento.

El desarrollo siguiente, enfocado para una barra de Timoshenko en 3-D, des-
cribe las relaciones existentes entre las variables puntuales y las seccionales. La
barra se considera en un sistema local de coordenadas, con el eje z longitudi-
nal formando con los otros dos ejes un triedro derecho tal como se indica en la
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Figura 4.2 Sub-discretizaciéon a nivel elemental del elemento barra de Timo-
shenko.

figura 4.2. La relacién entre los campos de desplazamientos y de deformacién, de
acuerdo a los signos de la figura 4.3, es:

Uo
Vo
Uo + 20y — Y0, 100 0 2z —y w
u= v = v, — 20, =010 —=2 0 O 90 =S-1u
Wo + YOz 001 yw 0 O v
Oy
L 0:

(4.29)



120 4. MODELIZACION DE LA ESTRUCTURA

ou du, do do,
€z 5 31:8 d(:ln +Zd_;_z9dm
U v
N ELE () £ (T
u w Wo T
Yz 6zt 6z i T 0y Ty
L-u L-S-a=L-a
( du,
vy (4.30)
Wo g
100 0 2 —y ddjo 0
_ - a Pl g
001 yw 0 0 7
dx
do.
dzx V,

donde u es el vector de desplazamientos de un punto P de la seccién transversal;
€ es la parte simétrica del tensor de deformaciones en el punto P del sélido; u es
el vector de desplazamientos generalizado del elemento finito de barra, correspon-
diente al eje central de la seccién; € es el vector de deformaciones generalizadas
seccionales; S es la matriz geométrica que relaciona el campo de desplazamiento
entre un punto del sélido y el correspondiente a una seccién generalizada transver-

sal que pasa por él.

Figura 4.3 Esquema de relacién entre el campo de desplazamiento y deformacion.
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4.4.2 Ecuacion de equilibrio dinamico

Considerando las leyes fundamentales de la termodindmica, brevemente resumi-
das en la Seccién 3.2.1 y tratadas con méds amplitud en las referencias clésicas de
mecdnica del continuo (Trusdell & Noll 1965, Malvern 1969, Gurtin 1981, Mars-
den & Hughes 1983), del primer principio puede obtenerse el siguiente balance de
potencia

II=Q+ P, (4.31)

tal que para problemas isotérmicos la potencia calérica se hace nula Q@ = 0, quedan-
do el cambio temporal de energia total interna 11, igual a la potencia mecdanica
introducida Py, e igual a

H:Pm:jqét-uds+/mb-adv (4.32)
S 1%

donde t es la fuerza de superficie (siendo t=o0-n , tal que o es el tensor de
tensiones de Cauchy y n el vector normal a la superficie S del sélido); b son
las fuerzas de volumen por unidad de masa; m = dM/dV es la masa volimica
aparente o densidad; 4 es el campo de velocidades (si ¢ = cte., &4 se transforma
en un incremento temporal del campo de los desplazamientos y la potencia intro-
ducida se transforma en el incremento temporal de trabajo introducido); M es
la masa del sélido; V' es el volumen del sélido y S la superficie que lo envuelve.

Sustituyendo las fuerzas de superficie por su expresién y transformando, a
través del teorema de Green (Malvern 1969), la integral de superficie de la
ecuacién (4.32) en una integral sobre el volumen del sélido, queda expresado
el cambio temporal de energia total como

d d . [ Oo on

siendo (do/0x + m b) = m(04/0t), la ecuacién de Cauchy; o, de otra forma, el
equilibrio de potencias queda

d . . ou
%medV—/‘/{u~m~u+a.a—w}dV

:/a~m-ﬁdV+/U:édV:]{t-ﬁdS+/mb-fa
v v s v

donde m = k + w es la densidad de energia total, compuesta por la densidad de
energfa especifica cinética k = 1/2% - & més la densidad de energfa especifica

(4.34)
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interna w. La ecuacién (4.34) es una forma particular de escribir en forma integral
la primera ley de la termodindmica o ecuacién de conservaciéon para el caso en
que la potencia caldrica sea nula.

Sustituyendo las ecuaciones (4.29) y (4.30) en la del equilibrio de potencias
(4.34), resulta

/V(S-il,-m~S~il)dV+/ (o:S-&)dV =

v

:f{g(t.s.ﬁ) dS+/(mb~S~il,) v

v

tal que aplicando esta ecuacién al dominio de la barra de Timoshenko, se obtiene

/eﬁ(/AS-m-SdA)-'i}d£+/e</Aa~SdA>:édﬁz

> (4.35)

m o
:/Z(z.@) d(—i—/g(mi)-ﬁ) v

T L .
donde o = { Oz Toy Taz } es la parte simétrica del tensor de tensiones ya

simplificado para estructuras de barra, & = { N, Q Q. T, M, M, }T es el
vector de esfuerzos seccionales correspondiente al conjugado energético del vector
de deformaciones seccionales €, m la matriz de densidad seccional que relaciona
las fuerzas seccionales inerciales con el vector de aceleraciones @, ¢ la longitud de
la barra y A la seccién transveral de la misma.

Si se define una funcién polinomial de soporte local N (z) en el dominio 0 < x < ¢
para aproximar el campo de desplazamientos discreto generalizado U en la forma

@a=N-U;i=N-U; e=L-N-U=B- Uy se sustituye esta aproximacién
en la ecuacién (4.35), se obtiene la siguiente expresion de potencias para el sélido
discretizado:

U-[/NmNdﬂ}-fJJr{/&Bcw}fJ U%Ndu/mbNdﬁ}fJ
¢ ¢ ¢ ¢ (4.36)
M'i.]+fint:fewt Vi

donde L y B son el operador y la matriz de compatibilidad cinemética para la
viga de Timoshenko, respectivamente; M es la matriz de masa, f;,; V f o SOD las
fuerzas internas y externas respectivamente. Como se puede ver en la expresién
(4.36), la ecuacién de equilibrio dindmico no contiene explicitamente el término



4.4 MODELO DE CAPAS EN VIGAS 123

de amortiguamiento, sino que este estd contenido dentro de la fuerzas internas
y, por lo tanto, debe ser tratado a nivel constitutivo. De esta forma, es posible
incluir en la formulacién el fenémeno de disipacién provocado por la accién de la
friccién interna y que puede simularse mediante la plasticidad y/o un fenémeno
de pérdida de rigidez mediante una teoria de degradacién y fractura, més otro
fenémeno de disipacién que produce amortiguamiento dependiente de la velocidad
y del término de viscosidad. De esta manera queda disenada una herramienta de
cdlculo muy potente, que cubre los principales fenémenos que caracterizan el
comportamiento dindmico del hormigén.

El proceso de cdlculo no lineal consiste en la evaluaciéon de las deformaciones
generalizadas seccionales & correspondientes a los desplazamientos U, tal que con
éstas se calculan las deformaciones en cada punto del sélido € mediante la ecuacién
(4.30) y las tensiones correspondientes o mediante un modelo constitutivo apro-
piado (Seccion 4.2). Conocida la tensién verdadera en cada punto que se encuentra
sobre una seccién transversal de la viga, se recompone la tensiéon en coordenadas
generalizadas &, es decir, esfuerzos seccionales, para un punto sobre el eje de la
viga, mediante la expresion fA o - S dA. De esta manera se puede exigir ahora el

cumplimiento de la ecuacién de fuerza residual nula R =0=M - U+ f;; — f euts
mediante algoritmos esténdar.

Para realizar una modelizacion 3D de las vigas, dentro del contexto que se
ha descrito, la seccién de éstas debe discretizarse con una malla ortogonal como
se indica en la figura 4.2. Cada rectdngulo de la red estd caracterizado por un
material y dimensiones distintas y estd definido por la posicién de sus cuatro
esquinas, considerdndose que todas las tensiones involucradas tienen una variacién
lineal entre dichos puntos extremos. Esta misma red sirve también para calcular
todas las demds medidas seccionales.

4.4.3 Anadlisis de las fuerzas internas

La no linealidad constitutiva estd incluida en el término de fuerza interna f,,, de la
ecuacion (4.36). En él pueden estar contenidos todos los fenémenos constitutivos
que aproximen la modelizacién numérica al comportamiento real del material.
Dicho término puede ser formulado de modo tal que el material sea o no sensible
a problemas dependientes del tiempo. El limite de las posibilidades que brinda este
concepto solo estd en contradicciéon con el grado de complejidad y dificultad de su
implementacién. En forma general se puede presentar una ecuacién constitutiva
afectada por fenémenos independientes y dependientes del tiempo a la vez. Esto
es
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fmt:/e(/a~SdA>:f3d€:/e&:f3d€ (4.37)

tal que la tensién en un punto del sélido o, asi como también su generalizacién a
problemas de barra de Timoshenko &, puede escribirse como

o=c'4+0¥ — 6s=6"+6" (4.38)
donde 6% y 6% representan los estados de tensién generalizada que se desarrollan
por fenémenos independientes y dependientes del tiempo, respectivamente (véase la
Seccién 4.2). Sus expresiones generales son

dt=C":B-U ; 6=hn:B-U (4.39)
donde C° = J48-C°-8 dA es el tensor constitutivo secante integrado para la
teorfa de barras, C® es el tensor constitutivo secante para un punto del sélido,
7= J,S 1S dA representa el tensor de viscosidad integrado para la seccién y
1 es el tensor de viscocidad en un punto del sélido, tal que una de sus formas —
denominada amortiguamiento proporcional a la rigidez del material- coincide con
n =7C*% donde 7 es el denominado tiempo de retardo o tiempo de relajacion, segin
se trate de una formulacién viscoeldstica escrita en el campo de las tensiones o de
las deformaciones respectivamente y cuya definiciéon fue dada el apartado 4.2.4.
Sustituyendo las expresiones de la tensiéon —ecuaciones (4.38) y (4.39)— en la
ecuacion de la fuerza interna (4.37), resulta

J,S8C°SdA 4 SnSdA
. . /—f‘;—\ R R . —— R R
fmtz[/B: ¢ :Bdﬁ]U+[/B: n o Bdl|-U (4.40)
L ¢
K D

donde K y D representan las matrices de rigidez y amortiguamiento, respecti-
vamente. Sustituyendo la ecuacién (4.40) en la ecuacién de equilibrio dindmico
(4.36), resulta la expresién cldsica, pero con la ventaja de que esta proviene de
una formulacién adecuada a las caracteristicas constitutivas del material. Esto es

M-U+D U+K U=} vt (4.41)

ext

Haciendo una discretizacién temporal, dicha ecuacién puede integrarse numéri-

camente, obteniéndose la respuesta para cada instante (Barbat, Hanganu, Onate
& Oller 1994).
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4.5 INDICE DE DANO ESTRUCTURAL

El dano local se expresa mediante un #ndice que mide en forma objetiva la
degradacion de rigidez que sufre un punto material de un sélido sometido a ac-
ciones externas. Si se estudia con detalle este indice que resulta de la mecénica
(conceptos presentados en la Seccién 4.2), se puede observar que el mismo deri-
va directamente del concepto de disipacién o, dicho de otro modo, se trata de
una normalizacién objetiva de la definicién de la disipacién para materiales que
solamente sufren degradacion de rigidez.

Ampliando el concepto presentado en el parrafo anterior, y a solo efecto de
establecer una medida escalar del deterioro, se entiende en esta monografia por
indice de dano local a una medida normalizada y objetiva de la disipacién total,
producida por la plasticidad mds la degradacién de rigidez, que deriva de la
ecuacion (4.2). Esto es

9 9: ogte) T
P 4.42
_ *m {a bel 81/; 5 n}+ *m [816 &ﬂ (4.42)
g*(o) m Oa g*(o) LOG
Sdr sdr

donde g} y g son las densidades de energfa maxima que puede disipar un punto
del s6lido sometido a traccién y a compresion respectivamente, 6d es la variacién
del indice total de dano local y que, como puede verse, se descompone en una
parte que corresponde al dano provocado por la plasticidad 6dP y otra al dano
provocado por la degradacién de rigidez 6d". De esta forma se puede ver que
el dano total local depende de una contribucién aditiva de los indices de dano
correspondientes a cada fenémeno independiente del tiempo

od = 6dP + od"
1 o:6e? Oy
P _ - n
= [ o
1 (4.43)

5d = —

s 1 e .o . e le, o . se
() {6]’(6)[%6 :C%:€ +me :C e}}

1 1
=— T: e —ee:CO:eeJrlee:Co:ée
g*(o) 2m m
Desde el punto de vista mecénico, este indice constituye una variable tnica,
comtn a los dos fenémenos independientes del tiempo que se determinan a la vez

y que ademads, conceptualmente, da la magnitud de la parte de energia disipada al
danarse el material (debe observarse que no se trata de una variable de cdlculo).
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El indice de darno global 0 < D < 1, resulta de hacer una extensién conceptual
del problema del dano local, mediante una integracién sobre toda la estructura
de la disipacién de energia local

(4.44)

donde Ey;; es la energia total disipada para un instante cualquiera del proceso en
el dominio ocupado por el volumen danado V¢

=it
m '—'t
Edis :/ / ;
Vvd 0

y 0 < [EF%* = [aof o)dV] < EJ®. es la méxima energfa que puede disipar
la estructura, para un determlnado volumen de puntos danados, donde E7'%* es la
energia que disiparfa la estructura si todos sus puntos alcanzaran el dano maximo
local. El indice de peligrosidad 0 < a(x) < 1 depende de la posicién del punto y se
define mediante un estudio no deterministico.

Sustituyendo Eys y ET% por sus valores, la ecuacién (4.44) queda expresada
como

dV = / =it av (4.45)
Vd

Euis _ fvddg* )dV

D =
Egs® Jyaol@) g*(o) dV

(4.46)

de donde se deduce que se trata de una extension a toda la estructura, del concepto
de indice local.

Este indice mantiene el caracter objetivo que tiene el indice de dano local,
variando entre cero y uno segin la estructura se encuentre en estado no danado
o totalmente danado, respectivamente.

En esta monografia se utiliza una forma alternativa de medir el indice global,
basado en el concepto de la norma de la fuerza interna. Este indicador representa
el nivel de resistencia que posee la estructura en cualquier instante del proceso
termodindmico, respecto de un estado idealmente eldstico

el Me(fiorSd4) Bt
1 e 1, (f 008 dA): B a
I (S AFEn) €0 [ e} S dA) B |
Hfg(fA{Coi €}-S d.A) . B de||

(4.47)
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Otras formas de definir el indice de dano global, pueden consultarse en las
referencias Hanganu (1997), Barbat, Oller, Onate & Hanganu (1997), Barbat
et al. (1994), Hanganu et al. (1994), Oller, Barbat, Onate & Hanganu (1992) y
Barbat, Oller, Onate & Hanganu (1992).

4.6 ELEMENTO DE CONEXION

Como ya se mencioné el objetivo de este trabajo es modelar el conjunto
estructura-sistema de aislamiento de base mediante la técnica de los elementos
finitos a efectos de realizar el andlisis dindmico de estructuras de edificios con ais-
lamiento de base. Para conseguir la simulacién numérica del conjunto estructura-
sistema de aislamiento de base y considerando que en la discretizacién de la
estructura se utilizan elementos de barra y en la discretizacion de la base elemen-
tos planos, es necesario un elemento de conexién que permita el trabajo conjunto
de ambos. En esta seccién se analiza el elemento de conexién utilizado.

A pesar de la extensa bibliografia existente sobre el método de los elementos
finitos, el tema de elementos de transicién que permitan conectar distintos tipos de
elementos es raramente considerado, en este aspecto se debe destacar la referencia
Onate (1992) donde se trata la unién de elementos diferentes y cuyo planteamiento
fue utilizado en Salomén (1995).

El problema consiste en la modificacién y ampliacién de un programa de ele-
mentos finitos para considerar simultdneamente elementos de distinto tipo, en
este caso elementos planos y elementos de barra, en la misma discretizacion. Es-
to implica no solo considerar distinto nimero de nodos por elemento y distinto
nimero de grados de libertad por nodo, también se hace necesario incorporar al-
gun tipo de elemento de conexién que pueda compatibilizar los desplazamientos
y esfuerzos entre ambos.

En edificios con aislamiento de base la funcién de ésta es de rigidizacién, de
manera tal que, frente a un movimiento sismico las deformaciones se concen-
tren en los dispositivos de aislamiento (véase la figura 2.1). Al disenarse esta base
suficientemente rigida, las deformaciones que puede sufrir son principalmente des-
plazamientos de cuerpo rigido y, en consecuencia, su modelizacién puede realizar-
se utilizando elementos finitos con variacién lineal en desplazamientos. En esta
monograffa se utilizan elementos planos de cuatro nodos. Por otra parte, en la
discretizacién de los porticos que forman la estructura del edificio que se sustenta
sobre la base se utilizan elementos finitos tipo barra de Timoshenko de tres nodos.

Se trata de permitir el trabajo conjunto de los elementos planos (trabajando
en estado plano de deformacién) con los elementos de barra (trabajando a fle-
xién), parece entonces natural que el elemento de conexién este formado por una
combinacién de ambos, tal como la indicada en la figura 4.4.
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1

Figura 4.4 Elemento de conexién utilizando elementos de barra de tres nodos
y plano de cuatro nodos.

El elemento barra se conecta al punto medio del lado de un elemento plano
de cuatro nodos, por lo que, si se desea utilizar un elemento estdndar, deben
establecerse relaciones entre los tres grados de libertad del extremo de la barra
con los grados de libertad de los nodos extremos del lado del elemento plano.
Considerando que en el punto de conexién los desplazamientos deberdn ser los
mismos y que la variaciéon de desplazamientos a lo largo de un lado del elemento
plano de cuatro nodos es lineal, las relaciones establecidas consisten en conside-
rar que los desplazamientos (u,v) del extremo de la barra pueden obtenerse por
interpolacion lineal de los desplazamientos (u,v) de los nodos extremos del lado.

La relacién entre el giro del extremo de la barra y los desplazamiento de los
nodos del elemento plano viene dada al aceptar que la barra se encuentra conec-
tada en forma rigida con el elemento plano, por lo tanto, el giro del extremo de
la barra es el mismo que experimenta el lado del elemento al cual se conecta.

ug =(uq + us)/2 vg = (va + v5)/2

. (4.48)
03 =[(us — ug) cosa + (v5 — vd)sina]/L
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Expresando estas relaciones en forma matricial en funcién de los dos grados de
libertad de los nodos 4 y 5, se obtiene

us 0.5 0 0.5 0 o
vs| = 0 0.5 0 0.5 u“ (4.49)
05 —cosa/L —sina/L cosa/L sina/L v5

- 5

De esta manera, la relacién entre los campos de desplazamientos del elemento
barra y del elemento de conexién viene dada por

_ - uq
Ui
[ “u
1
01
0
Ul U2
2
I 0 v
Ubarra = | V2 - |: (60><6) :| : 92 =T Uconex (450)
05 M(3x4) 2
U3 T(ox10) U
V4
(%} us
03
L . (9)(1) _v5_ (1OX1)

Los esfuerzos en el extremo de la barra pueden relacionarse con los esfuerzos
en los nodos 4 y 5 de manera andloga a la relacién entre desplazamientos,

05 0 —cosa/L H,
0 05 —sina/L Hs Vi

: . - 4.51
05 0 cosa/L ]\‘23 Hs ( )
0 05 sina/L 3 Vs

Llamando Fperq al vector de fuerzas del elemento barra estdandar, v F coner al del
elemento de conexién, la relacién entre ambos es TT Fpyrrq = Feonez- Relacionando
fuerzas y desplazamientos a través de la matriz de rigidez, se tiene

T
Kba’f"!‘(l(gxg) “ Uparra = Farra T - Kparra * T Uconez = F conex (452)
N———

K

conexr(10x 10)

siendo K coner la matriz de rigidez del elemento de conexion.
En la Seccién 5.3.6 se analiza la respuesta de este elemento de conexion frente
a diferentes condiciones de borde y diferentes tipos de carga.
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D

IMPLEMENTACION
COMPUTACIONAL

5.1 INTRODUCCION

En este Capitulo se trata de la implementacién de los modelos constitutivos ana-
lizados en el Capitulo 3 en una formulacién numérica eficiente para el andlisis
de estructuras con aislamiento de base. Considerando que estos modelos consti-
tutivos se implementan en un programa general de elementos finitos que incluye
grandes deformaciones, en primer lugar se describen las dos formulaciones posi-
bles: lagrangeana total y lagrangeana actualizada. A continuacién se analiza el
tratamiento de la incompresibilidad y como este problema es aqui resuelto. Por
iltimo, en el apartado 5.3 se presentan varios ejemplos para verificar el compor-
tamiento de los modelos implementados.

5.2 TRATAMIENTO NUMERICO DE LOS MODELOS
CONSTITUTIVOS

5.2.1 Formulacién lagrangeana total y lagrangeana actualizada

En mecédnica del continuo los problemas pueden ser formulados utilizando co-
mo referencia las coordenadas materiales X o las coordenadas espaciales x (ver
Apéndice). En el primer caso el problema se plantea en su descripcién material
o lagrangeana y en el segundo en su descripcién espacial o euleriana. En la des-
cripcién material se siguen las trayectorias de todas las particulas del cuerpo en
su movimiento desde la posicién original a la actualizada y el foco de atencién es
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que sucede a estas particulas, mientras que en la descripcién espacial la atencién
se centra en eventos que suceden en un punto del espacio.

La descripcién euleriana es adoptada en problemas de mecénica de fluidos,
mientras que en andlisis de sélidos y estructuras es preferible la descripcién la-
grangeana.

Refiriendo la configuracion del cuerpo a un sistema de coordenadas cartesianas
ortogonales, el equilibrio del cuerpo en el tiempo ¢t + At se expresa mediante el
principio de los desplazamientos virtuales, como

/ AL g G+ ALY AL _ TotAL (5.1)
Vt+At

donde o't2¢ es el tensor de tensiones de Cauchy, 6e'™2 es el tensor de deforma-

ciones correspondiente a un desplazamiento virtual su, V2% es el volumen del
cuerpo en el tiempo t + At y R¥+2 representa el trabajo virtual externo,

RtJrAt :/ fz{/—j-AtéudthrAt +/ fg+At5udst+At (52)
VAt S

t+At

siendo fiFA! las fuerzas externas por unidad de volumen y fLF4! las fuerzas

externas por unidad de superficie, ambas aplicadas en el tiempo ¢ + At.

En general el sélido puede sufrir grandes desplazamientos y grandes defor-
maciones y las relaciones constitutivas son no lineales, por lo que la ecuacién
(5.1) no puede ser resuelta directamente para el tiempo ¢ + At; una solucién
aproximada puede obtenerse refiriendo todas las variables a una configuracién de
equilibrio calculada previamente, linealizando la ecuacién resultante y mejorando
esta aproximacion en sucesivas iteraciones.

La configuracién de equilibrio calculada previamente y utilizada como re-
ferencia puede ser cualquiera de las soluciones obtenidas para los tiempos
0, At,2At, ...,t. De todas estas opciones de referencia, dos son las elegidas en la
practica dando lugar a dos formulaciones denominadas lagrangeana total y la-
grangeana actualizada. La primera, lagrangeana total, utiliza como referencia la
configuracién inicial en el tiempo 0; la segunda, lagrangeana actualizada, toma
como referencia la ultima configuracién calculada. Ambas formulaciones incluyen
todas las variables cineméticas de grandes desplazamientos, grandes deforma-
ciones y rotaciones.

Disponiendo de las ecuaciones del tensor de tensiones y del tensor constitutivo
en la configuracién de referencia (no deformada), los correspondientes tensores
en la configuracién actualizada pueden obtenerse mediante las operaciones de
transporte push forward; o a la inversa, disponiendo de estos tensores en la con-
figuracién actualizada pueden obtenerse los correspondientes en la configuracién
inicial, mediante un pull back de los mismos (véase el Apéndice, Seccién A.4).
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Implementando estas operaciones, push forward y pull back, en un programa de
elementos finitos que contemple grandes deformaciones, puede tratarse el proble-
ma mediante cualquiera de las dos formulaciones, lagrangeana total o lagrangeana
actualizada, debiéndose obtener los mismos resultados. El elegir una u otra formu-
lacién depende esencialmente de la configuracién (original o deformada) donde
se tenga la forma explicita del tensor constitutivo; pues si bien este puede trans-
portarse de una a otra configuracién, (push forward, pull back), estos transportes
tienen un costo en tiempo y al tratar con problemas no lineales estos transportes
deben realizarse durante la linealizacién del proceso, es decir, en cada iteracién
dentro de los distintos pasos de carga.

Recordando las ecuaciones (A.66-A.67) del Apéndice y la igualdad p'dV? =
p°dV?, puede expresarse la relacién

t
/ olseldvt = / P StSE V! = / StSE!dVO (5.3)
v vt P Vo

Utilizando esta relacién, la ecuacién (5.1) puede expresarse en una formulacién
lagrangeana total como

\/VO SS+At6E6+Atdvﬂ _ Rt-‘rAt (54)
mientras que en una formulacién lagrangeana actualizada esta resulta
/ S{TASE AV = R (5.5)

En esta monografia se adopta la configuracién original como referencia, con
una formulacién lagrangeana total.

5.2.2 Multicampos e Integracién Reducida-Selectiva

Es conocido que la formulacién tradicional del método de los elementos finitos
en desplazamientos, presenta problemas de mal condicionamiento de la matriz de
rigidez y bloqueo de la solucién cuando se tratan materiales cuasi incompresibles
(Sussman & Bathe 1987, Simo & Taylor 1991, Gadala 1992, Bathe 1996).

A efectos de ilustrar la problematica asociada a materiales cuasi incompresibles
se analiza a continuacién el caso de un material eldstico sometido a pequenas
deformaciones. Su ecuacion constitutiva puede expresarse descompuesta en sus
partes volumétrica y desviadora, en la forma

Oij = K,Ev(sij + 2GE¢j (56)
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donde « es el modulo volumétrico,

E
K= 30— (5.7)
€, es la deformacién volumétrica,
€y = €z T €yy + €22 (58)
6;; es el delta de Kronecker,
=1i=j
Oij Y 5.9
]{ =0;i#J } (59)

€; son las componentes desviadoras de la deformacion,

€y

€ij = €5 — —(Sij (510)
3
y G es el modulo de corte,
E
- A1
¢ 2(1+v) (5:11)
La presién en el sélido se expresa como,
P = —Kéy (5.12)

donde

_ Ozx + Oyy + 022
3

p= (5.13)

Para materiales cuasi incompresibles el coeficiente de Poisson v se aproxima
a 0.5, incrementdndose el valor del médulo volumétrico s segin ecuacién (5.7)
y reduciéndose la deformacién volumétrica a valores préximos a cero. Para de-
formaciones volumétricas muy pequenas, cualquier error en la determinacién de
estas deformaciones (derivadas de los desplazamientos) implica, segin ecuacién
(5.12) un gran error en la estimacion de la presién y por consiguiente en las ten-
siones, que al buscar el equilibrio con las cargas externas afectard a su vez a los
desplazamientos.

En caso de incompresibilidad total v = 0.5, el médulo volumétrico x es in-
finito y la presién tiene algtin valor finito indeterminado por la ecuacién (5.12).
Reemplazando la ecuacién (5.12) en la (5.6),

Oij = *p(sij + QGQ]' (5.14)
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el valor de la presion debe ser ahora determinado por las condiciones de borde del
problema y la solucién del mismo involucra como incognitas esta presion ademés
del campo de desplazamientos.

A fin de superar estos problemas han sido propuestas varias formulaciones
(Simo 19885, Simo & Taylor 1991, Gadala 1992). Todas ellas se basan en la des-
composicién del gradiente de deformacién en sus partes desviadora y volumétrica.

Estas formulaciones pueden agruparse en dos familias: Multicampos (multifield
or mized principles) e Integracion Reducida-Selectiva (Reduced selective Integration
Penalty approach, RIP).

En las formulaciones multicampos, el principio variacional incluye, ademaés del
campo de desplazamientos, los campos de deformaciéon volumétrica y presion
(Simo & Taylor 1991, Miehe 1994, Kaliske et al. 1997). En su forma mds general
tienen el inconveniente de incrementar el nimero global de incégnitas del proble-
ma, pero este inconveniente puede superarse en ciertos planteos condensando a
nivel de elemento algunas de las variables.

Los métodos de integracién selectiva suelen integrar el campo de despla-
zamientos correspondiente a la deformacién desviadora en forma estdndar y en
forma reducida, con reglas de integracion de bajo orden, la deformacién volumétri-
ca, reduciendo de esta manera el efecto de bloqueo causado por la restriccién
volumétrica. Este planteo puede presentar problemas al tratar con elementos su-
jetos a grandes deformaciones y muy distorsionados (Gadala 1992).

Se han realizado estudios que demuestran la equivalencia (Gadala 1992,
Zienkiewicz & Taylor 1994), bajo ciertas condiciones y para ciertos casos, en-
tre ambos procedimientos (principios multicampo e integracién reducida). No
obstante, debido al problema senalado de los métodos de integracién selectiva y
a la mayor generalidad de las formulaciones multicampo, estas iltimas gozan de
mayor aceptacion.

5.2.3 Aplicacién del método de los elementos finitos a elastémeros

En esta monografia se utiliza un tratamiento en dos campos, en desplazamiento
y presion, formulaciéon u/p. Estos campos son considerados variables indepen-
dientes, lo que permite expresar el principio de trabajos virtuales en la forma

/ETSdV/ epdV =R (5.15)
14 14

donde R indica el trabajo virtual de las fuerzas externas, y S y € son tensiones y
deformaciones desviadoras.

Desplazamientos y presién son relacionados a través de la ecuacién (5.12) en
la forma
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/(2 +€&)pdV =0 (5.16)
v R

En esta formulacién, ademds de la usual interpolacién del campo de desplaza-
mientos wu,

wu=H i (5.17)

siendo H la matriz de interpolacion de desplazamientos y 4 el vector de despla-
zamientos nodales, con lo cual se calculan las deformaciones

€=Butt, ¢, =B, @ (5.18)
se debe interpolar el campo de presién p,
p=H, p (5.19)

Reemplazando las ecuaciones (5.17) a (5.19) en las (5.15) y (5.16), se obtiene

w110

L= 5.20

{Kpu Ky, p 0 (5:20)
con
Kuu:/B}:c:deV
14
K. = —/ B} -H,dV =K, (5.21)
14
1
T

K, =— /V H, —H,dV

siendo By y B, las matrices de relacién deformacién-desplazamiento para defor-
maciones desviadoras y volumétricas, respectivamente, C la parte desviadora del
tensor constitutivo y R el vector de cargas aplicadas.

A diferencia del campo de desplazamientos, que se considera continuo entre
elementos, para la presién no se requiere tal continuidad y esta es considerada
propia de cada elemento y por lo tanto puede ser condensada a nivel de elemento,
antes de proceder con el ensamblaje de estos elementos (Sussman & Bathe 1987,
Bathe 1996).

Despejando p de la segunda linea de la ecuacién (5.20), resulta,
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p=-K, Ky @ (5.22)

y reemplazando esta en la primera linea de la ecuacién (5.20), el sistema queda
reducido a un sistema equivalente en desplazamientos,

K-a=R con K=Ku-Ky, K, Kp, (5.23)

Es también posible una formulacién u/p con continuidad inter-elementos en
el campo de presién. En este caso se consideran variables nodales de presién, al
igual que las variables de desplazamientos, lo que hace imposible su condensacién
a nivel elemental antes de realizar el ensamblaje.

En el caso limite de incompresibilidad perfecta, v = 0.5, y el médulo volumétrico
K, ecuacion (5.7), tiende a infinito, resultando de la ecuacion (5.21) K,, =0y el
sistema de ecuaciones (5.20) resulta

ERaBER
K,, 0 P 0

Los elementos de valor cero en la diagonal del sistema impiden en esta situacion
la condensacién realizada en las ecuaciones (5.22) y (5.23) y consideraciones es-
peciales deben realizarse a efectos de poder resolver el sistema de ecuaciones.

Considerando que en las formulaciones u/p se interpolan tanto los campos de
desplazamientos como de presién, debe optarse por el orden de interpolacién para
ambos. Si el orden de interpolacién del campo presion es muy bajo la presién es-
timada puede no ser suficientemente buena; si en cambio es muy alto, el elemento
resultante se comportarfa como uno basado en desplazamientos y presentaria los
mismos problemas de bloqueo en la solucién. En base a esto, la mejor opcién con-
siste en optar por una interpolacién de la presién un orden inferior a la elegida
para interpolar el campo de desplazamientos (Bathe 1996).

En caso de utilizar elementos de cuatro nodos con variacién lineal en el campo
de desplazamientos, la opcién natural para el campo de presién es considerar a
esta constante, en este caso, en la ecuacién (5.19)

H,=[] 5  p=Ipl

Naturalmente, para el andlisis de elastémeros esta formulacién u/p, ecuaciones
(5.15) a (5.23), debe extenderse a grandes deformaciones, en este caso utilizando
una formulacién lagrangeana total.
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En el Capitulo 3 se describen varias funciones de energia de deformacién vé-
lidas para el tratamiento numérico de los elastémeros y de ellas se derivan las
expresiones del tensor de tensiones y tensor constitutivo para el caso general
tri-dimensional, ecuaciones (3.106-3.107). Estas ecuaciones, en grandes deforma-
ciones, son validas para cualquier material is6tropo hipereldstico. Formas explici-
tas de las derivadas incluidas en estos tensores son dadas para la funcién energia
de deformacién de Ogden, ecuacién (3.96), que como se senald resultan también
validas para los modelos Mooney-Rivlin y Neo-Hooke, ecuaciones (3.94-3.95).

La utilizacién de este desarrollo en una formulacién «/p implica la modificacién
de las funciones de potencial, basadas en desplazamientos u o variables derivadas
de estos (invariantes de las deformaciones o estiramientos principales), a efectos
de incluir en los mismos la presion p.

En modelos hipereldsticos, como son los utilizados en esta monografia, el tensor
de tensiones se obtiene a partir de una funcién energia de deformacioén, S = dgW
ecuacion (3.36). Por lo tanto, la ecuacién (5.4) en un tiempo ¢ puede ser expresada
como

Wt
/VO g—EgéEf)dVO = /V SWEAVO =6 (/V Wi dVO> =R (5.25)

donde W = W, + W, incluye el efecto de la presion W), ademds de la variacién
usual en desplazamientos Wy. Una forma posible para esta funcién W es la dada
por Sussman & Bathe (1987),

W =Wy - %(p - )’ (5-26)
siendo p la presién obtenida a partir del campo de desplazamientos y p una presién
interpolada independientemente.

La implementacién en un cédigo de elementos finitos que incluya grandes defor-
maciones se realiza de forma similar a la expresada en las ecuaciones (5.20-5.21).
A nivel de elemento se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:

K!, K @ RITA F!
P I R R o
pu PP b p

donde R*A? son las fuerzas nodales correspondientes a las cargas externas en
el tiempo ¢ + At. Suprimiendo de aqui en adelante el superindice de tiempo t a
efectos de simplificar la notacion,

0 0
F,=o- (/V WdV) : Fp=5s (/V WdV) (5.28)
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OF OF, OF OF
Koy = =22 Ky=—2=—"L-K, K,,=—2 2
0@ PS5 T oa L = 55 (529)
Efectuando estas operaciones,
F,= / BI.S dv (5.30)
14

N
F,= [ —Cp (p—0) % dV =0 (5.31)

v b
Kw:/ Bl :C,, : By dV+/ BY,-S-Byy dV (5.32)

14 \4
K. = / B} - Cy dV = K, (5.33)

14
K,, - / Cp dV (5.34)
14

siendo By y By las cldsicas relaciones deformacién-desplazamiento lineal y no
lineal, respectivamente,

1 op
Cpp = T Cup = —Cpp OEy (5.35)
_ Op Op_ 5o
Cuu=C+Cyyp 0E,, OF,. + Cpp(p— D) 0EL0F.. (5.36)
A partir de aqui, se obtiene el segundo tensor de Piola-Kirchhoff como
_ . Op

siendo S y C la parte desviadora del segundo tensor de tensiones de Piola-
Kirchhoff y del tensor constitutivo de cuarto orden en la configuracién de referen-
cia, respectivamente, ya calculados (véase pédgina 88, ecuaciones 3.106 y 3.107);
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k es el modulo volumétrico del material, que para forzar una deformacién a vo-
lumen cuasi constante debe tener un valor suficientemente alto, y E es el tensor
derecho de Green-Lagrange.

Considerando para la deformacién volumétrica la funcién energia de deforma-
cién de la ecuacion (3.110) resulta la siguiente expresién para la presién depen-
diente del campo de desplazamientos

p==k (J3—1) (5.38)

Las derivadas de la presién respecto a E vienen dadas por

Op

_ -1 -1_ . 71
b, k73 CTeCT —nu2Q (539)

donde J5 = I; / 2. C es el tensor derecho de Cauchy-Green y la forma matricial de
Q es la misma dada en la ecuacién (3.72).

Esta presion p, depende del cambio de volumen (J3), producido por el campo
de desplazamientos en cada punto de integracién. Disponiendo de estas p, se
obtiene una presiéon media p a nivel de elemento. Naturalmente, y a diferencia del
campo de desplazamientos, esta presién resulta discontinua entre elementos y por
lo tanto también lo serdn las tensiones. Si se quieren evitar los saltos de tensién
inter-elementos, se deberd aplicar una técnica de alisado de tensiones (Zienkiewicz
& Taylor 1994).

La condensacion de la presion se realiza en la forma indicada por las ecuaciones
(5.22-5.23), se plantean las ecuaciones de equilibrio (5.27) y se despeja la presién
de la segunda de ellas,

p=K, (-F,—K,, @) (5.40)
y luego se la reemplaza en la primera (5.27), quedando el siguiente sistema con-

densado

K-a=R-F (5.41)

donde

K=Ku.-Ky K, -K,, (5.42)

F=F,-Ky, K, -F, (5.43)
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De esta forma, condensada a nivel elemental la variable de presion, se tiene
una formulacién en desplazamientos, con matrices de rigidez y vectores de fuerzas
incrementados pero sin adicionar variable alguna al sistema global.

Esta metodologia se ha implementado en programa general de elementos finitos
utilizando una formulacién lagrangeana total. Es de hacer notar que ampliando un
programa de elementos finitos en pequenas deformaciones, mediante actualizaciéon
temporal de las coordenadas, cédlculo del gradiente de deformacién, operadores de
transporte, etc., se puede integrar indistintamente en la configuracién actualizada
o en la referencial y verificar el equilibrio sobre la configuracién inicial; obteniendo
de esta forma un programa en grandes deformaciones.

5.3 SIMULACION NUMERICA

En esta seccién se presentan varios ejemplos a efectos de ilustrar el compor-
tamiento del modelo constitutivo destinado a elastémeros, cuya formulacién se
desarrolla en el Capitulo 3 e implementa en la Seccién 5.2. También se analiza
el comportamiento del elemento de conexién presentado en la Seccién 4.6. Se
consideran los siguientes casos:

e Traccién simple, deformacién homogénea.

e Deformacién plana no homogénea (2 casos).

Dispositivo de apoyo.

Control de volumen.

Caucho natural y de alto amortiguamiento.

Elemento de conexion.

En los dos primeros casos se trata tinicamente con la parte eldstica de la formu-
lacién correspondiente a elastémeros y se utiliza la funcién energia de deformacién
de Ogden, Seccién 3.4.3, con los pardmetros dados por el autor (Ogden 1984) y
posteriormente utilizados por Simo & Taylor (1991), Miehe (1994) y de Souza-
Neto, Peric & Owen (1997) entre otros. La funcién energfa de deformacién de
Ogden, ecuacién (3.91), puede expresarse en la forma

N *
WAL A2,As) = G Y L8 1087 125 —3) (5.44)

=1
donde A4 son los estiramientos principales o valores propios del tensor de defor-
maciones U, pf y «; (i = 1,..., N) son nimeros reales y N es un entero positivo,

N
tal que > pfa; = 2. G es el modulo de corte del material que se pretende modelar
i=1
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en la configuracién de referencia.

Para N = 3, Ogden (1984) ha determinado los valores de estos pardmetros de
forma tal que las tensiones resultantes del modelo ajusten a curvas experimen-
tales de ensayos (tensién simple, tensién plana y tensién biaxial) previamente
realizados por Treloar (1975) con caucho natural vulcanizado. Estos son:

G (kg/cm?) | ui Js Js ap | as | az
4.225 1.491 | 0.003 | -0.0237 | 1.3 | 5.0 | -2.0

(5.45)

Verificado el comportamiento de la formulacién numérica adoptada (parte elds-
tica), a continuacién se ensaya un dispositivo de apoyo de caucho laminado a
corte simple. Se propone la utilizacién de un tnico elemento para modelar todo
el dispositivo, con respuesta a esfuerzo cortante equivalente a la de modelar este
dispositivo dicretizando, en forma independiente, las ldminas de elastémero y de
acero. Los pardmetros materiales del modelo eldstico se modifican para lograr una
buena aproximacién a resultados experimentales (SMiRT11 1991, Kelly 19915).

A efectos de verificar la respuesta de la formulacién en lo referente a una de-
formacioén de corte a volumen cuasi constante, se presenta el apartado control
de volumen. En este caso las cargas, desplazamientos impuestos para producir
deformaciones de cortante, se aplican de forma ciclica con amplitud creciente (has-
ta 400%) y frecuencia constante (0.5Hz). El modelo material aqui considerado
incluye las componentes eldstica, viscoeldstica y pldstica.

La componente elastomérica de los dispositivos de caucho laminado, puede
ser caucho natural o caucho de alto amortiguamiento (SMiRT'11 1991). Natural-
mente, los pardmetros materiales a utilizar en el modelo varfan segin el tipo de
material que se pretende modelar. Para cuantificar los valores de estos pardmetros,
en la seccién caucho natural y de alto amortiguamiento se analizan dispositivos
de los cuales se dispone de resultados experimentales (SMiRT11 1991).

En la Seccién 4.6 se desarrollé un elemento de conexién que permite el trabajo
conjunto de elementos de barra, utilizados en la discretizacion de la estructura,
con elementos de estado plano, utilizados en la discretizacién de la base y dispo-
sitivos de aislamiento sismico. En la seccién elemento de conexién se analiza la
respuesta de este elemento frente a varias condiciones de carga.

5.3.1 Traccién simple, deformacién homogénea.

Este apartado muestra la respuesta fuerza-desplazamiento en tracciéon simple,
homogénea, de la componente eldstica del modelo y es utilizado para evaluar el
comportamiento de la formulaciéon numérica adoptada. Los valores elegidos para
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las constantes materiales del modelo son las dadas por Ogden (1984) para su
modelo de 3 pardmetros e indicados en (5.45).

%&
N
N
NN
1.00
l A
N } } } }
- Z
70
Ogden teorica—
Qgden numerica o
Mooney-Rivlin, Nep-Hooke---
60
50
g
«
N
(4]
=}
iy %0
10
0
1 - 3 7 8

4 5.
Estiramiento principal x

Figura 5.1 Respuesta F; — A1 de los modelos Ogden, Mooney-Rivlin y Neo-
Hooke en traccién homogenea.

Se analiza una pieza de dimensiones unitarias modelada con un tinico elemento
de cuatro nodos y 2x2 puntos de integracion. El problema se trata como estado
plano de deformacién, imponiendo desplazamientos en direccién X, con libertad
de vinculos en direccién Y. Se aplican incrementos de desplazamientos de 0.20 de
la longitud total inicial, hasta alcanzar un desplazamiento igual a 7 veces el valor
de la longitud original (estiramiento principal A\; = 8), consiguiendo convergencia
en cuatro iteraciones en todos los incrementos de carga.

En la figura 5.1 se grafica la fuerza F; producida por el estiramiento principal
1. Esta respuesta es coincidente con la respuesta tedrica publicada por Ogden
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(1984) para un material totalmente incompresible, F' = Zf’zl pi( At — ymeiml)
Ogden, pp. 498, ecuac. 7.2.33. También es coincidente con las respuestas numéri-
cas obtenidas por Simo & Taylor (1991) y Miehe (1994), utilizando técnicas mul-
ticampo.

A efectos de comparar distintos modelos materiales, en la misma figura se
presenta la respuesta de los modelos Neo-Hooke y Mooney-Rivlin, que en este caso
son coincidentes. Se debe remarcar que la formulacién presentada permite utilizar
estos tres modelos (Ogden, Mooney-Rivlin y Neo-Hooke) cambiando tinicamente
los valores de las constantes indicadas en (5.45). En el modelo Mooney-Rivlin los
pardmetros a utilizar son pu; —pu2 =1, a3 = —ag = 2 y en el modelo Neo-Hooke
estos se reducen a dos constantes, 1 =1y ag = 2.

El excelente comportamiento del modelo numérico puede observarse en la figura
5.1. Para obtener esta coincidencia con la respuesta tedérica de un material total-
mente incompresible se trabaja con un médulo volumétrico x suficientemente
elevado, de manera de forzar una deformacién a volumen cuasi constante. En
este caso se utiliza un valor x = 10000 con lo cual se obtiene una deformacién
volumétrica (J —1) = 0.0 a 0.0172 para \; = 1 a 8.

5.3.2 Deformacién plana no homogénea

Es de entender que una formulacién con presiéon constante por elemento, como la
aqui utilizada, no es la m&s indicada para el anédlisis de estados de deformacién
fuertemente no homogéneos. Seria preferible el uso de, por ejemplo, elementos
cuadraticos de 8 0 9 nodos con 4 nodos de presién (elementos u-p). En las re-
ferencias Sussman & Bathe (1987) y Bathe (1996) se analizan varios elementos
desplazamiento/presién y su desempenio en el andlisis de materiales incompresi-
bles.

No obstante la limitacién mencionada, en esta secciéon se demuestra que la
presente formulacién no bloquea durante el andlisis en caso de deformacién no
homogénea.

Para ello se analiza, en primer lugar, el problema de la figura 5.2. El panel
(figura 5.2(1)), de espesor unitario, empotrado en su extremo izquierdo es dis-
cretizado utilizando una malla de 8x8 elementos finitos (figura 5.2(2)) de 4 nodos
y 2x2 puntos de integracién, con presiéon constante por elemento y sometido a
una fuerza de cortante en su extremo derecho. Esta fuerza es aplicada en forma
puntual en los nodos, en cinco pasos iguales hasta alcanzar el valor final F =
0.1kg. El algoritmo aplicado en la solucién del sistema no lineal es Full Newton-
Raphson, consiguiendo la convergencia en una media de 7.8 iteraciones, para una
deformacion volumétrica (J —1) = 0.002. El resultado, desplazamiento vertical del
punto medio del extremo derecho, 11.5cm, coincide con el publicado por Miehe
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FEMGEN/FEMVIEW 2.3-11 Universitat de Catalunya 17 FEB 1998
MODEL: PLCRAC MODEL: PLCRAC
% Y
é—«> X g—«> X
1 2
MODEL: PLCRAC [MODEL: PLCRAC DEFJ=1
DISP: mesh Cook2

STEP: 5 LOAD: 1
NODAL DISPLACE|ALL
MAX = 14.8

MIN=0
FACTOR = .299

<
<

box b x

Figura 5.2 Panel en deformacién plana no homegenea. 1-Geometria del
problema, 2-Discretizacién, 3-Posicién original y deformada, 4-
Deformada de la malla para F' =0.1kg.

(1994) para una discretizacién de 8 elementos (Q1/P0) por lado utilizando los
pardmetros materiales indicados en (5.45).

A continuacién se analiza un bloque de caucho que se supone empotrado en
ambos lados, izquierdo y derecho, y libre en direccién vertical (figura 5.3(1)). Dada
la simetria del problema sélo se discretiza una cuarta parte del bloque (figura
5.3(2)). En los lados empotrados se imponen desplazamientos hasta alcanzar tres
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FEMGEN/FEMVIEW 2.3-11 Universitat de Catalunya 17 FEB 1998
MODEL: MlEH‘lEl MODEL: MIE&IEI
13 14 15| 16
9 10 11| 12
5 6 7|8
1 2 3 |4
Y Y
g—b X Q_D X
1 2

MODEL: MIEHE1 DEF = .529¢-1
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Figura 5.3 Deformacién no homogenea.
3-Deformada

Discretizacioén,
Deformada (configuracién final).

1-Geometria del problema,

(configuracién —intermedia),

2-
4-

veces la dimensién original (estiramiento A = 3). Se imponen 20 incrementos
de desplazamiento del 5% de la dimensién del lado en cada paso, hasta alcanzar
estiramiento A = 2, y 40 incrementos equivalentes a un 2.5% del lado para alcanzar

la deformacion final \ = 3.

El andlisis se realiza en estado plano de deformacién, considerando al material
eldstico, sin incluir componentes pldsticas ni viscoeldsticas. Como pardmetros
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materiales se utilizan los valores indicados en (5.45). En la figura 5.3(4) puede
observarse que la deformacién es marcadamente no homogénea, especialmente
en el vértice que une un lado empotrado con uno libre. Para alcanzar la con-
figuracion final -figura 5.3(4)- con la presente formulacién es necesario relajar la
imposiciéon de deformaciéon a volumen cuasi constante, reduciendo el valor del
modulo volumétrico (k = 100). De esta manera la fuerza necesaria para producir
la deformacién indicada en la figura 5.3(4) es coincidente con la publicada por
Miehe (1994) para material compresible. Recuérdese que en el caso de deformacion
homogénea (apartado 5.3.1) la coincidencia con la respuesta tedrica de material
incompresible se da utilizando un valor x = 10000.

El nimero de iteraciones necesario para alcanzar la convergencia varfa de 12
iteraciones en los primeros pasos de carga a 61 iteraciones en los tltimos.

5.3.3 Dispositivo de apoyo

En esta seccién se analiza un dispositivo de apoyo de caucho laminado consti-
tuido por varias capas de elastomero y acero. Las caracteristicas geométricas del
dispositivo se toman de la referencia Kelly (19915) y son las indicadas en la figura
2.9 de péagina 26. El dispositivo estd formado por 22 capas de elastémero de 2 mm
de espesor y 21 capas de acero de 0.8 mm. La seccién transversal es circular con
un didmetro de 24 cm.

Resultados de ensayos experimentales realizados en el Earthquake Engineering
Research Center de la Universidad de California en Berkeley son publicados en
la citada referencia (Kelly 19915) y analizados en esta monografia en la Sec-
cién 2.5. Estos ensayos consisten en ciclos de deformacién a esfuerzo cortante de
amplitud creciente desde un 5% hasta un 350% de deformacién cortante. Estas
deformaciones se consideran en referencia al espesor total de elastémero (44 mm).
Posteriormente se ensaya el dispositivo con carga monétona cuasi estética hasta
la rotura. En la Seccién 2.5 puede verse una descripcion més detallada de estos
ensayos.

El modelo numérico que aqui se analiza es el indicado en la figura 5.4. A efectos
de reducir el niimero de variables del problema se discretiza la altura total de
elastémero en 6 capas de 0.75cm y el acero en 5 capas 0.30 cm. La altura total del
modelo (6.00cm), excluyendo las placas externas, es similar a la del dispositivo
(6.08cm), asf como la relacién entre ambos materiales. Respecto a la seccién
transversal, el dispositivo de apoyo (figura 2.9) es obviamente axisimétrico, pero
las cargas de ensayo (corte), asi como las cargas reales a las cuales estard sometido
en caso de un terremoto, no lo son. Y dada la relacién altura de capa de elastémero
respecto a seccién transversal, las capas de acero impiden cualquier deformacién
de la caucho en el plano z perpendicular a aquel de la deformacién cortante x —y.
Por ello se realiza este andlisis numérico utilizando estado plano de deformacién.
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FEMGEN/FEMVIEW 2.3-11 Universitat de Catalunya 17 FEB 1998
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Figura 5.4 Modelo ensayado.
17 FEB 1998

FEMGEN/FEMVIEW 2.3-11 Universitat de Catalunya
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Figura 5.5 Deformada del modelo ensayado.
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Se establece el ancho del modelo igual al didmetro del dispositivo, 24.0cm, y
una dimensién z de 18.85cm, con lo cual la superficie transversal del modelo es
equivalente a la del dispositivo, esto es 452.4 cm?.

En un primer ensayo se modela el elastémero como viscoeldstico. Los pardme-
tros eldsticos utilizados son los siguientes (véase la nomenclatura en la ecuacién
5.44):

G (kgfem?) | g | @5 | pf | o | | og
4.5 1.03 [ 0.002 | -0.02 1.9 |59 ]|-1.6

Con estos pardmetros se analiza el modelo a corte imponiendo desplazamientos
horizontales monétonamente crecientes en la placa de acero superior. Se aplican
pasos de desplazamiento relativo de 0.254 cm, con un incremento de tiempo de
0.1s, hasta alcanzar un desplazamiento de 25.4 cm (10 pulgadas, Kelly 1991) a los
10s. Esta velocidad de carga puede considerarse cuasi estética. Para el tiempo de
relajacion del material se utiliza un valor 7 =0.5 (véase la Seccién 3.5).

En la figura 5.5 se presenta la deformada del modelo. El niimero de iteraciones
para lograr la convergencia varfa de 2 en los primeros pasos de carga a 3 en los
iltimos. Esta convergencia se logra con un médulo volumétrico x = 10000 y una
tolerencia en fuerzas de 0.1.

Transformando los desplazamientos horizontales en deformacién de corte equi-
valente (respecto a la altura total de elastémero) y dividiendo la fuerza total
necesaria para lograr estos desplazamientos por la superficie transversal del dis-
positivo, para obtener tensiones tangenciales, el diagrama resultante se grafica en
la figura 5.6.

En la figura 5.7 puede verse la respuesta experimental obtenida por Kelly
(1991b) y en las figuras 5.8 y 5.9 se presentan otros resultados experimentales
(SMiRT11 1991) obtenidos con dispositivos de caucho natural y de alto amor-
tiguamiento respectivamente. Los resultados experimentales que aqui se presen-
tan, a efectos de su comparaciéon con los resultados numeéricos, son los mismos
que han sido analizados en la Seccion 2.5.

Comparando el diagrama tensién-deformacién de la figura 5.6 con los resultados
experimentales de las figuras 5.7, 5.8 y 5.9 puede observarse:

e El modelo numérico desarrollado, con los pardmetros materiales aqui uti-
lizados, consigue reproducir razonablemente bien la forma de diagramas
tensién-deformacion experimentales hasta deformaciones de rotura.

e Dispositivos de caucho natural presentan una respuesta casi lineal hasta de-
formaciones de un 200%. Este rango de deformaciones es aproximado correc-
tamente por el modelo numérico. Los dispositivos de alto amortiguamiento
presentan en cambio una mayor rigidez inicial. Esta no-linealidad inicial
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Figura 5.6 Diagrama tensién tangencial-deformacién de corte. Modelo numérico.
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Figura 5.8 Diagramas tensién-deformacién para fuerza horizontal monétona
cuasi estdtica hasta la rotura. Dispositivos de caucho natural
(SMiRT11, 1991) en escala reducida (1/1.58 y 1/3.16). P =Carga
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Figura 5.9 Diagramas tensién-deformacién para fuerza horizontal monétona
cuasi estatica hasta la rotura. Dispositivos de alto amortiguamiento
(SMiRT11, 1991) en escala reducida (1/1.83 y 1/3.16). P = Carga
vertical de ensayo, P, = Carga vertical de servicio.



152 5. IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL

(deformaciones menores a un 25%) no se refleja en el modelo numérico al
trabajar con un médulo de corte G constante. En la figura 2.11 puede verse
la variacién del médulo G con la deformacién por cortante, obtenida de
resultados experimentales.

e Mis alld de un 300% de deformacion los resultados experimentales muestran
un fuerte incremento de tensiones. Tal incremento también se observa en el
modelo numérico, si bien algo menos pronunciado.

e En el rango de deformaciones de rotura, entre 450% y 550% de deformacion,
el comportamiento de dispositivos de caucho natural es fragil (véase la figu-
ra 2.26), mientras el de dispositivos de alto amortiguamiento puede ser algo
mas ductil (véase las figuras 2.28 y 2.27). En este rango de deformaciones
el modelo numérico aproxima el comportamiento de dispositivos de caucho
natural sin llegar a estimar la tensién de rotura, ya que no se ha fijado en
el modelo tal limite. Esta tensiéon de rotura puede variar aproximadamente
entre los 50 y 75kg/cm? (véase el apartado 2.5.3), dependiendo fundamen-
talmente de la composiciéon del caucho y en menor medida de la presién
vertical. El material utilizado en el dispositivo de apoyo de la figura 2.9 es
designado por el fabricante, Bridgestone (Japén), como KI.401 compuesto
por una mezcla de caucho natural y sintético con aproximadamente un 31%
de agregados.

Por otra parte, si se compara la respuesta en tensiones tangenciales del dispo-
sitivo modelado por capas, figura 5.6, con la respuesta de un tnico elemento de
dimensiones equivalentes a la componente elastémero del modelo (altura=4.5 cm,
ancho=24.0 cm), e iguales propiedades mecdnicas, se obtiene el grafico de la figu-
ra 5.10. No se observa diferencia significativa en todo el rango de deformaciones;
por ello:

A efectos de reducir el mimero de grados de libertad asociado a discretizar
los dispositivos de apoyo por capas alternas de elastémero y acero, un tnico
elemento de seccién equivalente e iguales propiedades mecénicas al elastémero
del dispositivo puede ser utilizado en el anélisis numérico de estos dispositivos
sometidos a deformaciones de cortante.

5.3.4 Control de volumen

En la seccién anterior se analiza la respuesta de un dispositivo de apoyo de caucho
laminado sometido a deformaciones de cortante, impidiendo las deformaciones
verticales por condiciones de vinculo, por lo cual no puede apreciarse la respuesta
de la formulacién en lo referente a una deformacién a volumen cuasi constante.
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Figura 5.10 Diagramas tensién tangencial - deformacién de corte. Modelo por
capas y elemento tnico.

Con este objetivo se plantea aqui un ensayo donde cuatro bloques de caucho,
elementos 4-5 y 8-9 en la figura 5.11, se colocan entre placas de acero, elementos 1 a
3,6-7y 10 a 12, y se imponen desplazamientos horizontales en las placas centrales
de acero, elementos 6-7, con libertad de movimientos en direcciéon vertical. Las
dimensiones de cada bloque de caucho son equivalentes a la suma de ldminas de
elastémero del dispositivo analizado en la seccién anterior; altura 4.4 cm, ancho
24.0 cm, profundidad 18.85cm.

El modelo constitutivo del material que aqui se utiliza tiene las mismas carac-

teristicas hipereldsticas del apartado anterior (nomenclatura segin la ecuacién
5.44):

G (kg/cm?) | u} Js Wy | o | a2 | ag
4.5 1.03 [ 0.002 | -0.02 1.9 |59 ]|-1.6

A efectos de asegurar una deformacién a volumen cuasi constante se utiliza un
modulo volumétrico suficientemente alto, x = 10000. No se observan problemas
por mal condicionamiento del sistema de ecuaciones a causa de este valor.

La componente pléstica se obtiene de considerar una tensién de fluencia oy =
3.06 kg/cm?. Endurecimientos isotrépico y cinemdtico son considerados nulos.
Para el tiempo de relajacién del material se utiliza un valor 7 =0.0432 (véase
la Seccién 3.5). La historia de desplazamientos impuestos puede observarse en la
figura 5.12 y corresponde a deformaciones de corte de: +25, +50, +100, 200, 300
y 4+400%. La frecuencia se mantiene igual a 0.5Hz. Esta frecuencia es la co-
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FEMGV 4.1-01 Universitat de Catal unya 12 DEC 1997

Model : K12

Figura 5.11 Modelo ensayado.

rrespondiente al comportamiento dindmico de los dispositivos de aislamiento
(Kelly 19916, SMiRT11 1991)

La respuesta en tensiones tangenciales se indica en la figura 5.13.Para 400% de
deformacién por esfuerzo de corte el desplazamiento vertical obtenido (0.035 cm)
representa una variacién de volumen del orden de 0.4%, por lo que puede ser
considerado cuasi-incompresible.

5.3.5 Caucho natural y de alto amortiguamiento

En la referencia (SMiRT11 1991) se publican los resultados de una serie de en-
sayos experimentales realizados con dispositivos de aislamiento sfsmico. Entre
los dispositivos elastoméricos, se ensayan dispositivos de caucho natural (NRB =
Natural Rubber Bearing) y de alto amortiguamiento (HRB = High Damping Rub-
ber Bearing). Parte de los resultados de dichos ensayos son analizados en esta
monograffa en la Seccién 2.5. Las caracteristicas geométricas y mecdnicas de los
dispositivos ensayados, que aquf se analizan numéricamente, son las indicadas en
la figura 2.10 de pédgina 27.

Con el objetivo de determinar su rigidez horizontal y su amortiguamiento, al
igual que confirmar similitudes entre modelos a escala real y modelos a escala re-
ducida, estos dispositivos de apoyo fueron ensayados (SMiRT11 1991) bajo cargo
ciclica de baja frecuencia (0.01 Hz). Esta frecuencia puede considerarse corres-
pondiente a cargas cuasi estdticas. Sobre los modelos a escala real se aplicaron
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cuatro ciclos de desplazamiento horizontal sinosoidal con carga vertical constante
y amplitud variable entre un +25% y un 4 200% de deformacién cortante. Estos
porcentajes de deformacion cortante se refieren a la altura total de la componente
elastomérica de los dispositivos. Sobre los modelos a escala reducida (1/1.58 para
dispositivos de caucho natural y 1/1.83 para dispositivos de alto amortiguamien-
to) la amplitud de los ciclos de desplazamiento horizontal se extiende hasta +400%
y después se imponen desplazamientos horizontales hasta alcanzar la rotura de
los dispositivos.

En el andlisis numérico se utiliza el modelo de elemento tinico equivalente (véase
la Seccién 5.3.3), con un ancho igual al didmetro del dispositivo y un espesor tal
de conseguir una seccién transversal equivalente. La altura del elemento que se
considera en el andlisis es la correspondiente a la suma de todas las laminas de
caucho del dispositivo.

En el andlisis de los dispositivos de caucho natural (NRB) el modelo material
aqui utilizado incluye sus partes hipereldstica y viscoeldstica. La parte pldsti-
ca del modelo se adiciona a las anteriores en el andlisis de dispositivos de alto
amortiguamiento (HRB). Los pardmetros utilizados en el modelo hipereldstico,
comunes para ambos casos (NRB'y HRB), son los siguientes (nomenclatura segin
la ecuacién 5.44):

G (kgfem?) | g | @5 | pf || s | oy
4.5 1.03 [ 0.002 | -0.02 1.9 |59 ]|-1.6

Para el tiempo de relajacién (Seccién 3.5) se utiliza un valor 7 =0.5 en el
andlisis de los dispositivos de caucho natural (NRB), y 7 =0.9 en el anélisis de
dispositivos de alto amortiguamiento (HRB).

La parte plastica del modelo, utilizada sélo en el caso de dispositivos de al-
to amortiguamiento, se obtiene al considerar una tensiéon de fluencia o, =
3.06 kg/cm?, con endurecimientos isotrépico y cinemético nulos.

El analisis numérico se realiza imponiendo desplazamientos horizontales cicli-
cos, de amplitud variable entre +25% y +400% y frecuencia constante e igual a
0.01 Hz, tal lo indicado en la figura 5.14.

En las figuras 5.15 y 5.16 se comparan las respuestas numéricas de este andli-
sis con las experimentales (SMiRT11 1991). De estas se obtienen las siguientes
conclusiones:

e Dispositivo de caucho natural.

— El modelo desarrollado, con los pardmetros materiales aqui utiliza-
dos, consigue reproducir correctamente la forma del diagrama fuerza-
desplazamiento. Este resultado se consigue utilizando sélo las compo-
nentes eldstica y viscoeldstica del modelo.
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Figura 5.14 Desplazamientos impuestos, T = 100 s.

— Los picos de tensiones méximas para toda la historia de desplazamien-
tos, con deformaciones de corte de hasta +400%, son capturados de
forma exacta por el modelo propuesto.

— El fenémeno de degradacién, esto es la perdida de rigidez del caucho
para ciclos de deformacién de amplitud superior a la alcanzada en ciclos
previos, no puede ser capturado por el modelo numérico al no haberse
incluido en el andlisis la componente de dano del modelo material.

— La disipacién energética del modelo numérico, bucle de histeresis, es
algo inferior a la observada en los resultados experimentales

e Dispositivo de alto amortiguamiento.

— La forma global del diagrama fuerza-desplazamiento experimental es
aproximado por la simulacién numérica, utilizando las componentes
eldstica, viscoeldstica y pldstica del modelo material.

— Con los pardmetros materiales utilizados, el modelo captura con exacti-
tud los picos de tension en la zona central del diagrama (deformaciones
del orden de £+200% y +300%). Para deformaciones menores, de hasta
+100%, el modelo numeérico estima las tensiones por defecto; y para
deformaciones mayores, +400%, la estimacién es por exceso.
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— El no poder capturar con exactitud los picos de tensiones en todo el
rango de deformaciones (+25% a +400%), senalado en el punto ante-
rior, se debe a la muy fuerte degradacién de rigidez de este material
(véase la figura 5.16, curva experimental). Esta degradacién no es cap-
turada por el modelo numérico al no haberse incluido en el andlisis la
componente de dano del modelo material.

— Los resultados experimentales indican una mayor disipaciéon energéti-
ca, con relacion a dispositivos de caucho natural. Esta mayor amplitud
de los bucles de histeresis se consigue aproximar razonablemente bien
en la simulacién numérica con la incorporacién de la componente plés-
tica del modelo material, y una mayor participaciéon de la componente
viscoeldstica (7: 0.5 — 0.9).

5.3.6 Elemento de conexion

En esta seccion se analiza el comportamiento del elemento de conexién analizado
en la Seccién 4.6. Se trata del trabajo conjunto de un elemento de estado plano de
deformacion, de 4 nodos con 2x2 puntos de integracién, y un elemento de barra
de Timoshenko de 3 nodos con 2 puntos de integracién. La seccién transversal del
elemento barra se discretiza por capas (6 capas de igual espesor). Se utiliza un
modelo constitutivo eldstico para ambos elementos. Todos los casos se resuelven
considerando grandes deformaciones eldsticas.

En primer lugar se trata el caso graficado en la figura 5.17. Este caso reproduce
un sistema pilar-base. Se fijan los nodos 1 y 2 del elemento plano (base) y se
imponen desplazamientos horizontales en el extremo libre de la barra (nodo 7).
Este tipo de esfuerzo es el que se presentaria en estructuras aporticadas de base
fija afectadas por un movimiento sismico. A efectos de comprobar la respuesta
del sistema frente a casos extremos, se impone un desplazamiento horizontal igual
al 50% de la longitud del pilar. Este desplazamiento (100.0 cm) se impone en un
tnico paso de carga y se consigue la convergencia en 4 iteraciones.

A continuacién se ensaya este elemento de conexién en una posicién no con-
vencional, formando un dngulo de 45° con respecto al eje horizontal, tal como
se indica en la figura 5.18. Se suponen fijos los nodos 1 y 2, y se imponen des-
plazamientos en el extremo libre de la barra (nodo 7), -10.0cm en direccién X
y -10.0cm en direccién Y. El desplazamiento impuesto es coincidente con el eje
longitudinal del elemento barra.

El estado final de deformacién y las tensiones producidas por este despla-
zamiento impuesto, que se transcribe a continuacién, indican un correcto com-
portamiento del sistema. Obsérvese las igualdades en los desplazamientos uy =
v4,u3 = U5, us = v3 ¥ la ausencia de giro en los nodos del elemento barra.
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Figura 5.17 Elemento de conexién. Desplazamiento impuesto en nodo 7: x =
100.0 cm.

o

DISPLACEMENTS
NODO X-DESP.

o

Y-DESP.

o o

1 0.000000E+00
2 0.000000E+00
3 -0.106236E-01
4 -0.906890E-02
5 -0.751423E-02
6 -0.545344E-01
7 -0.100000E+00

REACCIONES
NODO X-REAC.

1 0.471931E+04
2 0.336718E+04
7 -0.868023E+04

.000000E+00
.000000E+00
.751423E-02
-906890E-02 -0.659316E-16
.106236E-01
.545344E-01 -0.236446E-16
.100000E+00 0.155414E-15

Y-REAC.

.336718E+04
.471931E+04
.868023E+04 0.000000E+00
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FEMGEN/FEMVIEW 2.3-11 Universitat de Catalunya 19 FEB 1998

MODEL: M T79
M _T79: TEST FILE elemento t
STEP: 1 LOAD: 1
NODAL DISPLACE ALL

AX = .141 MIN =0
FACTOR = 1.2

Figura 5.18 Elemento de conexién. Desplazamientos impuestos en nodo 7: x =

y = -10.0 cm.

0 G.P. XX-STRESS YY-STRESS XY-STRESS
1 0 0 -0.875523E+05 -0.775924E+05 -0.553476E+05
2 0 0 -0.676117E+05 -0.574727E+05 -0.670457E+05
3 0 0 -0.775924E+05 -0.875523E+05 -0.553476E+05
4 0 0 -0.574727E+05 -0.676117E+05 -0.670457E+05

—————— > ELEMENT NO. = 2,
0 G.P. ESF.AXIAL ESF.CORTE MOM.FLECT

1 0 0 -0.122757E+05 -0.541723E-12 -0.198952E-12
2 0 0 -0.122757E+05 0.156060E-12 0.284217E-13
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FEMGEN/FEMVIEW 2.3-11 Universitat de Catalunya 20 FEB 1998

MODEL: M 3B
M _3B: TEST FILE elemento t
STEP: 1 LOAD: 1
NODAL DISPLACE ALL
AX =.1 MIN=0
FACTOR = 3.56 13

Figura 5.19 Elemento de conexién. Desplazamiento impuesto en nodo 8: x =
-10.0 cm.

El elemento de conexién que aqui se presenta puede tener aplicaciones mas alld
de modelar sistemas base-pilar. A efectos de ilustrar una posible aplicaciéon se
presenta el caso de la figura 5.19, donde tres elementos de barra de Timoshenko
se unen al elemento de estado plano en los puntos medios de tres de sus lados.
Se impone un desplazamiento vertical de -10.0 cm en el extremo libre de la barra
horizontal (nodo 8 en figura 5.19).
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ANALISIS SISMICO DE EDIFICIOS
CON AISLAMIENTO DE BASE

6.1 INTRODUCCION

Este capitulo estd dedicado a la aplicaciéon de los modelos desarrollados en los
Capitulos 3 y 4 al analisis dindmico de edificios con aislamiento elastomérico de
base. Los objetivos bdsicos son dos. En primer lugar, verificar el correcto fun-
cionamiento de los modelos propuestos actuando en conjunto, esto es andlisis
simultdneo de estructura y sistema de aislamiento. En segundo lugar, comparar
las respuestas de estructuras con las mismas caracterfsticas geométricas y mecani-
cas, unas con base fija y otras incorporando dispositivos de apoyo de elastémero
laminado, cuando ambas son sometidas al mismo tipo de excitacién dindmica.
Dos tipos de estructura son analizados. En primer término se calculan las res-
puestas de un pértico de planta tnica, con y sin aislamiento sismico de base, en
vibracion libre y frente a excitaciones armonicas de periodo préximo al funda-
mental de la estructura de base fija y préximo al fundamental de la estructura con
aislamiento de base. Se busca con ello verificar numéricamente las observaciones
hechas en la Seccién 2.6.2. En la siguiente seccién se comparan las respuestas de
un edificio de seis niveles con aislamiento sismico de base con las de un edificio
de iguales caracteristicas sin aislamiento sismico, esto es, con base fija empotrada
directamente en el terreno. Se analizan las respuestas de estas estructuras frente
a la componente Norte-Sur del terremoto de El Centro (California) de 1940 uti-
lizando los siguientes pardmetros para evaluar la eficacia del sistema aislador: los
desplazamientos del punto més alto de las estructuras respecto a la cimentacién
y a la base, los desplazamientos relativos maximos entre pisos, las aceleraciones
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absolutas del punto més alto de las estructuras y los indices globales de dano de
estas estructuras.

El tipo de dispositivo aislador que se utiliza en este capitulo es de elastémero
laminado de alto amortiguamiento (HRB, High Damping Rubber Bearing) con las
caracterfsticas mecdnicas detalladas en la Seccién 2.5 y modelado numéricamente
en la Seccion 5.3.5.

6.2 ESTRUCTURA DE UN NIVEL

En esta seccion se comparan las respuestas de un pértico de planta tnica con y
sin aislamiento sismico de base. La forma y las dimensiones estructurales se es-
quematizan en la figura 6.1. Sobre estas dos estructuras se realizaron los siguientes
ensayos numeéricos:

1. En primer termino y a efectos de determinar sus caracteristicas dindmicas,
se analizan ambas estructuras, con y sin aislamiento sfsmico, en vibracién
libre. En el caso de la estructura con aislamiento de base se consideran
dos alternativas para el material constitutivo de los dispositivos de apoyo:
comportamiento eldstico y viscoeldstico pldstico.

2. A continuacién se analizan las respuestas de ambas estructuras, con y sin
aislamiento sismico, frente a una excitacién armoénica de periodo préximo
al fundamental de la estructura de base fija (este periodo se determina en el
punto anterior). Dicha excitacién se utiliza para evaluar las caracteristicas
del sistema de aislamiento y tiene la forma

a(t) = Asin(6t)

donde A es la amplitud y 6 la frecuencia angular.

Como pardmetros para evaluar la eficacia del sistema aislador se utilizan
los siguientes:

e Los desplazamientos de la base respecto a la cimentacion (desplazamiento
del punto B respecto al punto A en la figura 6.1a). Estos desplaza-
mientos relativos son nulos en el caso de la estructura de base fija al
considerar que la cimentacién no desliza con respecto al terreno.

e Desplazamientos totales y relativos del dintel. Estos son los desplazamien-
tos del dintel respecto a la cimentacién (desplazamientos del punto C
respecto al punto A en la figura 6.1a) y a la base (desplazamientos
del punto C respecto al punto B en la figura 6.1a). En el caso de la
estructura de base fija, al ser nulos los desplazamientos relativos entre
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PARAMETROS HRB
Diametro (mm) 1420
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Figura 6.1 Esquema de la estructura analizada. a) Estructura con aislamiento
de base. b) Dispositivo de aislamiento. ¢) Seccién transversal de
pilares y dintel. d) Estructura de base fija.
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los puntos A y B, los desplazamientos totales y relativos del dintel son
los mismos (desplazamientos del punto C).

e Las aceleraciones absolutas del dintel (punto C en la figura 6.1a-d).

3. Por iltimo se analizan las respuestas de ambas estructuras, con y sin ais-
lamiento sismico, frente a una excitacién armoénica de periodo préximo al
fundamental de la estructura con aislamiento de base; dicho periodo se de-
termina en el punto 1. Los pardmetros utilizados para evaluar la eficacia
del sistema aislador son los mismos del punto anterior: desplazamientos de
la base respecto a la cimentacién, desplazamientos totales y relativos del
dintel y aceleraciones absolutas del dintel.

6.2.1 Descripcion del modelo estructural

Se analiza una estructura tipo pértico de una planta con una altura de 3 metros
y un ancho de 4 metros (figura 6.1a-d). Se asigna a los elementos una seccién
transversal de altura igual a 40 cm y el ancho se fija en 30 cm.

Las caracteristicas geométricas y mecdnicas del dispositivo aislador utilizado
se toman de la referencia SMiRT11 (1991) correspondientes a un dispositivo elas-
tomérico de alto amortiguamiento (HRB = high damping rubber bearing, ver

figura 6.1Db)

Didmetro: 1420 mm

Altura: 620 mm

Espesor de las laminas de caucho: 8 mm
Ntimero de ldminas de caucho: 31
Espesor de las laminas de acero: 5.8 mm
Ntmero de ldminas de acero: 30

Carga vertical: Py = 500T

Frecuencia natural, horizontal: 0.5 Hz

Discretizacién por elementos finitos

Dada la simetria de la estructura, sélo se discretiza la mitad de la misma. El
pilar y el dintel de la estructura se modelan con elementos finitos de barra 2D de
Timoshenko discretizado por capas. Se utilizan elementos finitos cuadraticos de
tres nodos (tres grados de libertad por nodo) con dos puntos de integracién de
Gauss y seis capas de igual altura e igual ancho para el elemento pilar y lineal de
dos nodos para el elemento dintel.

La base y el dispositivo aislador se discretizan mediante elementos finitos planos
de 4 nodos en estado plano de deformacién. La utilizacién del elemento de conex-
i6n desarrollado en la Seccién 4.6 y ensayado en la Seccién 5.3.6, permite la
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o

Figura 6.2 Discretizacién por elementos finitos de la estructura analizada.

utilizacién conjunta de elementos planos (base) con elementos de barra (estruc-
tura). El elemento de conexién esta formado por un elemento plano de la base
(elemento 2, figura 6.2) y el elemento de barra del pilar.

Considerando las caracteristicas geométricas especificadas para el dispositivo
de apoyo, la seccién transversal de éste es 7 - ®2/4 = 1.5837 m?2. Dicha seccién
se modela en estado plano de deformacién con un ancho igual al didmetro del
dispositivo, 142 cm y un espesor de 111.53 cm, con lo que se consigue una seccién
transversal equivalente. La altura del dispositivo aislador que se considera en el
modelo es la correspondiente a la suma de todas las laminas de caucho, es decir
31x0.8 = 24.8 cm.

Tal como se senala en el apartado 5.3.3, la seccién transversal de este disposi-
tivo es axisimétrica, pero las cargas a las cuales estd sometido, no lo son. Y, dada
la relacién de la altura de capa de elastémero respecto a la seccién transversal,
las capas de acero impiden cualquier deformacién del caucho en el plano z per-
pendicular al plano de aplicacién de cargas x — y. Por ello se realiza este andlisis
numeérico utilizando estado plano de deformacién. En el mismo apartado (5.3.3)
se demuestra que la respuesta al esfuerzo cortante de un dispositivo modelado
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mediante un tnico elemento de altura igual a la suma de todas las ldminas de
caucho, es la misma que se obtiene al modelar cada ldmina de caucho mediante
una capa de elementos finitos. Las condiciones de borde se fijan impidiendo los
desplazamientos verticales y horizontales en los nodos 1 y 2 del dispositivo de
apoyo (ver figura 6.2) y los desplazamientos verticales en los nodos 5 (base) y 12
(dintel).

A efectos de utilizar la misma discretizacién en el andlisis de la estructura de
base fija, ademads de las condiciones de borde antes mencionadas, en este caso
se impide el desplazamiento horizontal del nodo 5 (base). Y, naturalmente, se
cambian las caracteristicas mecédnicas del material asignado al elemento de apoyo
(elemento 1, figura 6.2), para lograr un elemento rigido.

Tipo de cargas y aplicacién de las mismas

Se asigna a la estructura una masa total tal que la carga vertical sobre el dis-
positivo de apoyo sea igual a la carga mdxima que se especifica para este tipo
de dispositivo (5007T). Se considera que esta masa se encuentra distribuida en
partes iguales entre el dintel de la estructura y su base. Estas masas se consiguen
asignando densidad al material del elemento de viga y al material de la base. El
pilar y el dispositivo de apoyo se consideran con masa nula.

Las cargas dindmicas horizontales son las fuerzas de inercia generadas por las
aceleraciones, de amplitud igual a 0.5 g, aplicadas sobre las masas de la estructura.
No se consideran cargas verticales.

Datos de los materiales

En esta seccion se supone que la estructura y la base son eldsticas. El médulo de
elasticidad del material asignado a la base y al dintel es lo suficientemente alto
para garantizar su rigidez.

Elementos | E (kg/cm?) | pu
Dintel 3.0e+08 | 0.2
Columna | 3.5371e+06 | 0.2
Base 3.0e+08 | 0.2

El modelo material utilizado para modelar el dispositivo aislador es el desa-
rrollado en el Capitulo 3 y se utiliza aqui con los pardmetros correspondientes a
caucho de alto amortiguamiento.

G (kgfem?) | g | @5 | pf || s | oy
4.5 1.03 | 0.002 | -0.02 19|59 ]|-1.6

En el anélisis de la estructura de base fija se reemplaza este material por uno de
iguales caracteristicas al material asignado a la base (y dintel) de la estructura.
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6.2.2 Vibracién libre

Se ensaya el modelo de base fija sometiéndolo a dos estados de solicitacién, des-
plazamiento horizontal impuesto de 24.8 cm a la altura del dintel y vibracién libre.
Este desplazamiento es equivalente a una deformacién por cortante del dispositivo
de apoyo de un 100% de la altura del elastémero. Se realiza un ensayo similar con
el modelo de base aislada. Las respuestas en desplazamientos se presentan en la
figura 6.3. Se observa que el periodo fundamental es de 0.26 s para la estructura de
base fija y de entre 2.36 y 1.83s para la estructura aislada. Obsérvese la variacién
del perfodo debido al comportamiento fuertemente no lineal del dispositivo de
apoyo.

Se debe remarcar que el amortiguamiento que se observa en la figura 6.3 se debe
enteramente a los modelos constitutivos correspondientes a los materiales utiliza-
dos, pues se consideran coeficientes de amortiguamiento estructural (Rayleigh)
nulos. Este amortiguamiento es producido por el modelo visco-eldstico del dispo-
sitivo aislador. La estructura se desplaza aproximadamente como un sélido rigido
tal como puede verse en la figura 6.4, siendo el desplazamiento relativo entre los
puntos C y B muy pequeno.

En las figuras 6.5 y 6.6 puede apreciarse la diferencia entre considerar el modelo
material del dispositivo de apoyo con las caracteristicas visco-eldstico-pldsticas
descritas en Capitulo 4 y utilizadas en esta seccién, y considerar este material
s6lo como un sélido eléstico.

6.2.3 Excitacién armonica

e Periodo de la excitacion de 0.3 s

En esta seccién se analiza el comportamiento dindmico de la estructura frente
a una excitacién armoénica de periodo 0.3s, proximo al periodo fundamental de la
estructura de base fija 0.26s. La amplitud de la excitacién se mantiene constante
e igual a 0.5 g durante todo el tiempo de andlisis 7.0s.

En la figura 6.7 pueden observarse las respuestas en desplazamientos del dintel
y de la base de la estructura aislada. Ambas curvas préacticamente coinciden, lo
que indica un comportamiento muy proximo al de un sélido rigido. Los méaximos
se presentan a los 0.53s con valores de 8.365 cm para el dintel y 8.226 cm para la
base.

La historia de los desplazamientos relativos dintel-base puede verse en la figura
6.8 junto a la historia de los desplazamientos del dintel en caso de la estructura
de base fija. El mdaximo desplazamiento para la estructura de base fija, 2.585 cm,
se produce a los 6.09s, mientras que el desplazamiento relativo maximo para la
estructura aislada tiene un valor de 0.139cm a los 0.52s. Esto representa una
reduccion de los desplazamientos relativos del 94.9%, indicando que la méxima
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Figura 6.5 Estructura con aislamiento de base en vibracién libre. Desplaza-

mientos del dintel para dispositivo de apoyo modelado como elds-
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modelo—
elastico

Tensiones tangenciales (kg/cm?2)

'
N

3 7

- 0. 5 10 15 20 25
Desplazamientos (cm)

Figura 6.6 Tensiones tangenciales en el dispositivo de apoyo modelado como
eldstico y visco-eldstico-plastico.
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eficiencia del aislamiento de base se presenta cuando el periodo de la excitacién
resulta proximo al perfodo fundamental de la estructura de base fija y por con-
siguiente alejado del periodo fundamental de la estructura aislada.

Se efectia una comparacién similar entre las respuestas en aceleraciones del
dintel de las estructuras de base fija y aislada, figura 6.9. En este caso los méxi-
mos son: 1512.8cm/s? a los 2.34s y a los 6.09s para la estructura de base fija
y 564.4cm/s? a los 0.23s para la estructura de base aislada. La reduccién en
aceleraciones es de un 62.7%.

e Periodo de la excitacion de 2.0s

Se analiza aqui el comportamiento dindmico de la estructura frente a una ex-
citacion armonica de periodo igual a 2.0s, préximo al perfodo fundamental de la
estructura aislada, que varfa entre 2.36s y 1.84s (figura 6.4). La amplitud de la
excitacién se mantiene constante e igual a 0.5 g durante todo el tiempo de andlisis
cuya duracion es de 7.0s, al igual que en el apartado anterior. Las respuestas en
desplazamientos del dintel y de la base para la estructura aislada pueden verse
en la figura 6.10.

Al igual que en la seccién anterior, la estructura se comporta, aparentemente,
como solido rigido; pero obviamente los desplazamientos méximos son muy supe-
riores. Los maximos desplazamientos producidos son de 122.53 cm y de 118.77 cm,
para dintel y base respectivamente, a los 5.93s. Este desplazamiento de base pro-
duce una deformacion en el dispositivo de apoyo equivalente a un 478.9% de
deformacion a cortante en las ldminas de caucho.

De acuerdo con ensayos realizados sobre modelos a escala de dispositivos de
apoyo (SMiRT11 1991), la deformacién de rotura se encuentra entre 450% y 550%.
Otros ensayos (Kelly 1991b) sobre dispositivos similares indican una deformacién
de corte a rotura entre un 561% para carga vertical nula y un 473% para carga
vertical equivalente a un 150% de la prevista. Al 100% de carga vertical Kelly
(1991b) obtiene una deformacién del 507%. Para el caso en que se alcanzasen
estas deformaciones, las tensiones tangenciales producidas serfan las de la figura
6.11.

Graficando la historia de los desplazamientos relativos dintel-base (figura 6.12)
junto a la historia de desplazamientos del dintel en caso de la estructura de base
fija, resulta obvio que cuando el periodo de la excitacién se encuentra préximo
al periodo fundamental de la estructura aislada que es de cerca de 2s, el uso de
dispositivos de aislamiento de base es contraproducente.

Los méaximos desplazamientos relativos son de 4.098 cm para la estructura ais-
lada y 0.714 cm para la estructura de base fija. En este caso, el aislar la estructura
ha amplificado los desplazamientos relativos en un 574%. También es negativo el
uso de dispositivos de aislamiento de base si se comparan las aceleraciones. En
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la figura 6.13 se presentan las aceleraciones del dintel, tanto para la estructura

aislada como para la de base fija.

6.3 ESTRUCTURA PORTICADA DE SEIS NIVELES

En esta seccién se comparan las respuestas de un edificio de seis niveles con y sin

aislamiento sismico. En el caso del edificio sin aislamiento, de base fija, éste se

encuentra empotrado directamente en el terreno (véase la figura 6.14). Se analiza

la respuesta de esta estructura frente al terremoto de El Centro (California) de

1940. Este terremoto es frecuentemente utilizado como referencia en un anélisis

,

sismico.

Como pardmetros para evaluar la eficacia del sistema aislador se consideran:

o Los desplazamientos de la base respecto a la cimentacion (desplazamiento del

punto B respecto al punto A, ver figura 6.14). Estos desplazamientos rela-

tivos son nulos en el caso de la estructura de base fija al considerarse que

la cimentacién no desliza con respecto al terreno.

e Los desplazamientos del punto mds alto de la estructura respecto a la cimentacion

(desplazamiento del punto H respecto al punto A, figura 6.14) y a la base
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Figura 6.11 Tensiones tangenciales en el dispositivo de apoyo. Excitacién ar-
moénica, T=2.0s.
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(desplazamiento del punto H respecto al punto B, figura 6.14). En el caso
de la estructura de base fija, al ser nulos los desplazamientos relativos entre
los puntos A y B, los desplazamientos respecto a la cimentacién y a la base
son los mismos.

e Los desplazamientos relativos mdximos entre pisos (desplazamientos relativos
entre los puntos B, C, D, E, F, G y H).

e Las aceleraciones absolutas del punto mds alto de la estructura (punto H, figura

6.14).

e Los indices globales de dario de la estructura.

El desplazamiento de la base respecto a la cimentacion es un pardmetro bésico
para el diseno de las instalaciones que unen el edificio con el terreno. El desplaza-
miento del punto més alto de la estructura respecto a la base y el desplazamiento
relativo maximo entre pisos son pardmetros proporcionales a la tension que so-
portan los pilares del edificio. Las aceleraciones absolutas determinan el nivel
de confort para las personas dentro del edificio y son causa de dano en equipos
contenidos en el edificio. Los indices globales de dano permiten apreciar en que
magnitud las estructuras se han alejado del comportamiento eldstico.

6.3.1 Descripcién del modelo estructural

Se analiza una estructura tipo pértico de seis niveles de hormigén armado (figura
6.14a-c). Todas los niveles tienen una altura de 3 m, excepto el primero, que tiene
una altura de 4 m. De esta forma, la altura total de la estructura es de 19 m. Se
considera un ancho de la estructura constante igual a 10 m.

Las dimensiones asignadas a pilares y vigas se escogen de tal manera que el
periodo fundamental de vibracion sea préximo al dado en la Normativa Espanola
Sismoresistente NCSE-94 para entramados de hormigén armado. Dicho periodo
es T(s) = 0.09H/+/L, siendo H la altura total de la estructura y L la dimensién
horizontal. Para el caso que se presenta se tiene 7' = 0.09 - 19/1/10 = 0.54075s.

Se asigna a los pilares una seccién transversal de altura variable segiin pisos:
100 cm en los dos primeros pisos, 90 cm en los dos pisos siguientes y 80 cm en los
dos tltimos pisos. La altura de la seccién transversal de las vigas se considera
constante e igual a 60cm. El ancho de todos los elementos estructurales se fija
en 200cm. Este ancho no debe considerarse como correspondiente a un tnico
pértico, sino como la suma de varios porticos paralelos.

Las caracteristicas geométricas y mecdnicas del dispositivo aislador a utilizar
se toman de la referencia SMiRT11 (1991) correspondientes a al tipo HRB (high
damping rubber bearing)
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Figura 6.15 Discretizacién por elementos finitos de la estructura analizada.

Didmetro: 1420 mm

Altura: 620 mm

Espesor de las laminas de caucho: 8 mm
Ntmero de ldminas de caucho: 31
Espesor de las laminas de acero: 5.8 mm
Numero de ldminas de acero: 30

Carga vertical: Py = 500T

Frecuencia natural, horizontal: 0.5 Hz
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Discretizacién por elementos finitos

Al igual que en la seccién anterior y dada la simetria de la estructura, sélo se
discretiza la mitad de la misma. Los tipos de elementos finitos utilizados son los
ya mencionados en la seccion anterior. Los pilares y vigas de la estructura se
modelan mediante elementos finitos de barra 2D de Timoshenko (véase la figura
6.15) discretizados por capas. Se utilizan elementos finitos cuadraticos de tres
nodos (tres grados de libertad por nodo) con dos puntos de integracién de Gauss
y seis capas de igual altura e igual ancho.

La base y el dispositivo aislador se discretizan mediante elementos finitos planos
de 4 nodos en estado plano de deformacién. La utilizacién del elemento de conex-
i6n desarrollado en la Seccién 4.6 y ensayado en la Seccién 5.3.6, permite el
trabajo conjunto de elementos planos en la base con elementos de barra en la
estructura. El elemento de conexién esta formado por un elemento plano de la
base (elemento 2 de la figura 6.15) y el elemento de barra del pilar de planta baja.

En cuanto al dispositivo de apoyo, considerando las caracteristicas geométricas
especificadas, la seccién transversal de este dispositivo es 7 - ®2/4 = 1.5837 m?.
Dicha seccién se modela en estado plano de deformacién, con un ancho igual al
didmetro del dispositivo, es decir, 142cm y un espesor de 111.53 cm, con lo que
se consigue una seccién transversal equivalente. La altura del dispositivo aislador
que se considera en el modelo es la correspondiente a la suma de todas las ldminas
de caucho, 31x0.8 = 24.8 cm.

Las condiciones de borde se fijan impidiendo los desplazamientos verticales y
horizontales en los nodos 1 y 2 del dispositivo de apoyo (ver figura 6.15) y los
desplazamientos verticales en los nodos 5 y 9 de la base y los nodos 13, 17, 21,
25, 29 y 33 de los dinteles.

Aligual que en la seccién anterior y a efectos de utilizar la misma discretizacién
en el andlisis de la estructura de base fija, ademds de las condiciones de borde
antes mencionadas, en este caso se impide el desplazamiento horizontal de los
nodos 5 y 9 de la base; ademads, se cambian las caracteristicas mecdnicas del
material asignado al elemento de apoyo (elemento 1 de la figura 6.15) para lograr
un elemento rigido.

Tipo de cargas y aplicacién de las mismas

Al igual que en la seccién anterior se asigna a la estructura una masa total tal que
la carga vertical sobre el dispositivo de apoyo sea igual a la carga méaxima que se
especifica para este tipo de dispositivo (500 T). Se considera que esta masa total
se encuentra distribuida de manera uniforme en todos los niveles de la estructura
y que la base tiene una masa equivalente a un nivel. Estas masas se consiguen
asignando densidad al material (hormigén) de las capas internas de los elementos
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de viga y al material de la base. Los pilares y el dispositivo de apoyo se consideran
con masa nula.

Las cargas dindmicas se obtienen a partir de la aplicacion del acelerograma con
vectores de participacién 1.0 en direccién horizontal y 0.0 en direccién vertical
sobre todas las masas del sistema. Esto implica que no se consideran cargas
verticales durante el andlisis numérico, pues el objetivo de este andlisis es la
comparaciéon de respuestas entre estructuras de base fija y con aislamiento de
base y estas estructuras no presentan diferencias de comportamiento frente a las
cargas verticales.

Datos de los materiales

En este caso se considera que la estructura es de hormigén armado. A efectos
de simular la armadura en los elementos de barra, cuya secciéon transversal se
discretiza en seis capas de igual altura e igual ancho, se modelan las capas externas
(1/3 de la seccién transversal) como material compuesto de dos componentes —
hormigén 85% y acero 15%—, con lo cual se obtiene una cuantia de acero del
4.5%. Las capas internas se modelan con un unico material, hormigén (100%).
Los modelos materiales utilizados tienen las siguientes caracteristicas (Hanganu
1997, Oller 1991):

Acero:

Médulo de elasticidad: E = 2.1 - 10° kg/cm?
Tensién inicial de plasticidad: ¢¥ = 4200kg/cm?
Criterio de fluencia: Von Mises

Hormigoén:

Médulo de elasticidad: E = 3.0 - 10° kg/cm?
Coeficiente de Piosson: v = 0.17

Tensién inicial de plasticidad: ¢ = 300 kg/cm?
Criterio de fluencia: Mohr-Coulomb

Modelo de dano: Kachanov

Umbral de inicio de dafo: o9 = 300kg/cm?

damage ~
Relacion de resistencias iniciales a compresién y traccién: o /o = 10

En la figura 6.16 puede apreciarse la diferencia entre considerar los modelos de
los materiales con las caracterfsticas aqui descritas y considerarlos eldsticos. Las
curvas corresponden a la fuerza estatica necesaria para producir desplazamientos
de 1.0cm a 25.0cm en el piso 6 de la estructura de base fija. Esta fuerza es
la reaccién horizontal del nodo 33 (figura 6.15) cuando en éste se imponen los
desplazamientos incrementales.
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Figura 6.16 Diagramas fuerza-desplazamiento para la estructura de base fija.

El modelo material utilizado para modelar el dispositivo aislador es el desa-
rrollado en el Capitulo 3 y se utiliza aqui con los pardmetros correspondientes a
caucho de alto amortiguamiento.

G (kg/cm?) | w} i s | oq | ag | as
4.5 1.03 [ 0.002 | -0.02 | 1.9 5.9 | -1.6

Para realizar el andlisis de la estructura de base fija utilizando la misma dis-
cretizacion de elementos finitos se reemplaza este material (caucho de alto amor-
tiguamiento) por otro muy rigido con las caracteristicas mecanicas del acero.

6.3.2 Vibracién libre

Considerando las caracteristicas geométricas y mecdnicas especificadas, se ensaya
el modelo de base fija sometiéndolo a dos estados de carga, desplazamiento hori-
zontal impuesto de 1.0cm en su punto mas alto y vibracién libre. La respuesta
en desplazamientos se presenta en la figura 6.17. En esta se observa un perfodo
fundamental de 0.54s.

Se realiza un ensayo similar con el modelo de base aislada, en este caso el des-
plazamiento impuesto es de 10.0 cm, alcanzado en 10 pasos de carga de 1.0cm.
La aplicacién de este desplazamiento en distintos pasos de carga se debe a estar
trabajando en grandes deformaciones con comportamiento no lineal en todos los
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Figura 6.17 Estructura de base fija en vibracién libre.
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Figura 6.18 Estructura con aislamiento de base en vibracién libre. Desplaza-
mientos de la base (punto B) y del dintel del iltimo piso (punto

).
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materiales. La respuesta en desplazamientos de la base y del punto mas alto de
la estructura (piso 6) se puede ver en la figura 6.18. Se observa que el periodo
fundamental varfa entre 1.9s y 1.8s. Se debe remarcar que el amortiguamiento
que puede verse en la figura 6.18 se debe enteramente a los modelos constituti-
vos correspondientes a los materiales utilizados, pues se consideran coeficientes
de amortiguamiento estructural (de tipo Rayleigh) nulos. La causa principal de
este amortiguamiento es el modelo visco-eldstico del dispositivo aislador y en se-
gundo término y mucho menos significativo, los modelos de dano utilizado para
el hormigén y elasto-pldstico utilizado para el acero, ya que se observa que la
estructura se desplaza aproximadamente como un sélido rigido.

6.3.3 Anadlisis sismico

Como terremoto de célculo se consideré el de El Centro de 1940, cuyo acelerogra-
ma se muestra en la figura 6.19. El acelerograma se discretiza con un perfodo de
muestreo de 0.02s y tiene una duracion superior a los 50 s; pero, considerando que
las maximas amplitudes se producen durante los primeros 6s, y para reducir el
tiempo de célculo, se analizan los modelos durante los primeros 12 s del terremoto,
al 100% de su aceleracion.
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Figura 6.19 Acelerograma del terremoto El Centro.

Para la solucién de la ecuacion de movimiento se utiliza una solucién numérica
paso a paso, concretamente el método de Newmark, con coeficientes v = 0.5 y
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B = 0.25 (Barbat & Miquel-Canet 1994). El paso de tiempo (At) se toma igual a
0.02s para asf captar sin truncamiento la senal impuesta.

El niimero de iteraciones necesario para conseguir la convergencia en cada paso
de carga varfa entre un minimo de 4 y un méximo de 12 para la estructura con
aislamiento de base y entre un minimo de 4 y un méximo de 20 para la estructura
de base fija.

En la estructura con aislamiento de base, cuanto mayor es la diferencia de
desplazamientos de la base entre un paso de carga y el siguiente, se requiere
mayor nimero de iteraciones para lograr la convergencia; esto se debe a la no
linealidad geométrica (grandes deformaciones) y no linealidad constitutiva del
material. En la estructura de base fija, cuanto mayores son los desplazamientos
entre pisos, mayor es el niimero necesario de iteraciones, por producirse fenémenos
no lineales constitutivos.

Los tiempos medios de ejecucion por paso de carga solucionando el problema en
un ordenador Silicon Graphics con procesador MIPS R10000 varfan entre 0.63s y
0.70s, para la estructura de base fija y con aislamiento de base respectivamente.
Téngase en cuenta que en ambas estructuras los elementos de barra se discretizan
por capas, siendo las capas externas de material compuesto, hormigén y acero,
y que para cada material se aplica una no linealidad constitutiva diferente. En
el caso de la estructura con aislamiento de base se tiene el problema adicional
debido a las grandes deformaciones en el dispositivo de apoyo con un modelo
constitutivo hipereldstico de respuesta fuertemente no lineal con componentes
plastica y viscoeléstica.

En primer término, y a efectos de tener una idea global de las respuestas de
las estructuras con aislamiento y de base fija frente al terremoto de El Centro,
se presentan las deformadas de ambas estructuras. En la figura 6.20 se grafica
la deformada de la estructura de base fija en el momento en que se produce el
maximo desplazamiento en el 1ltimo piso de la estructura. Este desplazamiento
es igual a 16.2cm y se produce a los 2.64s. En la figura 6.21 se presenta la
deformada de la estructura con aislamiento de base en el momento de producirse
el maximo desplazamiento de la base. Este desplazamiento es de 16.81 cm, se
produce a los 5.66s y es muy préoximo al méximo desplazamiento en el 1ltimo
piso de la estructura que es de 15.49 cm y que se produce un instante de tiempo
antes, es decir a los 5.64s.

Estos valores indican que el desplazamiento de la estructura con aislamiento de
base es muy préximo al de un sélido rigido (véase la figura 6.21), por lo que los
desplazamientos relativos entre pisos son muy reducidos en comparaciéon con los
de la estructura de base fija (véase la figura 6.20) y, por consiguiente, también son
reducidos los esfuerzos en los elementos estructurales. Estos esfuerzos seccionales,
en el momento de producirse los méximos desplazamientos, se grafican en las
figuras 6.22-6.23 (momentos flectores), 6.24-6.25 (esfuerzos cortantes) y 6.26-6.27
(esfuerzos axiles). Obsérvese en estas figuras la reduccién mencionada de esfuerzos
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Figura 6.20 Deformada de la estructura de base fija.
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Figura 6.22 Momentos flectores en la estructura de base fija.
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Figura 6.23 Momentos flectores en la estructura con aislamiento de base.
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Figura 6.24 Esfuerzos cortantes en la estructura de base fija.
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Figura 6.25 Esfuerzos cortantes en la estructura con aislamiento de base.
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Figura 6.26 Esfuerzos axiles en la estructura de base fija.
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Figura 6.27 Esfuerzos axiles en la estructura con aislamiento de base.
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seccionales y el hecho de que esta reduccién no implica un desplazamiento excesivo
de la base. Este desplazamiento, que es de 16.81 cm, es practicamente el mismo
que se produce en el punto mas alto de la estructura de base fija (16.20 cm), con la
diferencia de que en este caso (base fija) los desplazamientos deben ser absorbidos
por los elementos estructurales en forma de deformaciones-solicitaciones, mientras
que en el caso de la estructura con aislamiento de base, los desplazamientos son
canalizados a través del dispositivo de apoyo.

Los méximos esfuerzos se producen, para ambas estructuras, en el pilar de la
primera planta (ver las figuras 6.22 a 6.27). El beneficio del sistema de aislamiento
sobre estos esfuerzos se pone de manifiesto con una reduccién de un 83.66% de los
momentos flectores mdximos. Esta reduccion es de un 86.43% para los esfuerzos
cortantes y de un 80.66% para los esfuerzos axiles. Los porcentajes de reduccién
de esfuerzos seccionales senalados se refieren a los esfuerzos generados por la ac-
cién sismica (cargas dindmicas horizontales). Los esfuerzos producidos por cargas
gravitacionales (no incluidas en el anélisis) no sufrirfan variacién alguna por la
utilizacion del sistema de aislamiento.

A continuacién se describe con detalle la respuesta en el tiempo en desplaza-
mientos, totales y relativos, y aceleraciones para diversos puntos (indicados en
la figura 6.24) de ambas estructuras, de base fija y con aislamiento de base. En
la figura 6.28 se puede observar la respuesta en desplazamientos del piso 6 de
la estructura de base fija (punto H en figura 6.14). El desplazamiento méximo
alcanza los 16.2cm a los 2.64s y, al ser nulos los desplazamientos de base, este
valor es también el desplazamiento relativo total de la estructura.

La historia de los desplazamientos relativos méaximos entre pisos se indica en
la figura 6.29 y corresponde a la diferencia de desplazamientos entre los pisos
tercero y segundo (puntos E y D en figura 6.14). El valor maximo se produce a
los 2.66s y alcanza los 3.27 cm.

En la figura 6.30 se presenta la evolucién de desplazamientos para el caso de
la estructura aislada. Se grafican conjuntamente los desplazamientos de la base
(punto B en figura 6.14) y del piso 6 (punto H en figura 6.14); lo que permite
apreciar que la estructura se comporta aproximadamente como un sélido rigido.
El desplazamiento maximo de la base es de 16.81 cm a los 5.66 s, mientras que el
desplazamiento maximo del piso 6 es de 15.49cm a los 5.64 s. Los desplazamientos
de los pisos intermedios se encuentran entre estas dos curvas.

La diferencia entre los desplazamientos de la base y del piso 6 (estructura de
base aislada) se grafica en la figura 6.31. Estos son los desplazamientos relativos
que causarfan dano estructural. Comparando estos valores con los desplazamien-
tos en el caso de la estructura de base fija de la figura 6.28, se observa que en este
ultimo (base fija) el desplazamiento méximo alcanza los 16.2 cm, mientras que
cuando la estructura se encuentra aislada este desplazamiento méximo se reduce
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Figura 6.28 Estructura de base fija. Respuesta en desplazamientos del primer
(punto C) y tltimo pisos (punto H).
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Figura 6.29 Desplazamiento relativo méximo entre pisos en la estructura de

base fija (puntos E-D).
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Figura 6.30 Estructura de base aislada. Respuesta en desplazamientos de la
base (punto B) y dintel del iltimo piso (punto H).

a 1.53cm a los 5.7s. La reduccion en desplazamiento estructural maximo es de
un 90.56%.

En la figura 6.32 se presentan los desplazamientos relativos méximos entre
pisos, para la estructura de base aislada. El valor maximo alcanza los 0.24cm a
los 5.7s, mientras que para la estructura de base fija, figura 6.29, tenemos un
maximo relativo de 3.27 cm. La reduccion en este caso es de un 92.66%.

En las figuras 6.33 y 6.34 se pueden apreciar las respuestas en aceleraciones del
dltimo piso (punto H en figura 6.14) en el caso de las estructuras de base aislada y
fija, respectivamente. Al igual que en desplazamientos, la diferencia entre ambos
resulta significativa. Los valores méximos obtenidos son 380.8 cm/s? a los 2.14s
para la estructura aislada y de 1831.6 cm/s? a los 6.96 s para la estructura de base
fija. La reduccién de aceleraciones maximas es igual al 79.2%.

La historia de tensiones tangenciales en el dispositivo de apoyo (estructura con
aislamiento), producida por los desplazamientos de la base durante el terremoto,
se grafica en la figura 6.35. Estas tensiones corresponden al tercer punto de Gauss
del elemento 1 y los desplazamientos son los correspondientes al nodo 4 (figura
6.15). El desplazamiento maximo de la base, que es de 16.81 cm, corresponde a una
deformacién por cortante del 67.78%, muy inferior a las deformaciones admitidas
por este tipo de dispositivos. Por consiguiente, las tensiones tangenciales también
son bajas y muy inferiores a las tensiones de rotura.



Figura 6.31 Desplazamiento relativo total entre el piso 6 (punto H) y la base
(punto B) en la estructura de base aislada.

Figura 6.32 Desplazamiento relativo méximo entre pisos en la estructura de
base aislada.
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Figura 6.35 Tensiones tangenciales en el dispositivo de apoyo.

Indices de daiio global de la estructura

Para evaluar numéricamente el estado de una estructura después de una accién
extraordinaria, estdtica o dindmica, pueden utilizarse indices de dano global. En
el caso de estructuras de barras, estos indices permiten evaluar el dano a partir
de magnitudes como esfuerzos seccionales, ductilidad o energia potencial de los
elementos estructurales o describir el dano segiin el estado del material en diversos
puntos de la estructura (Hanganu 1997).

El indice de dano puede ser local, si se refiere a un punto, o global si expresa
el estado de una seccién, de un elemento estructural o de toda la estructura. En
este trabajo se denomina fndice de dano local a aquel producido en un punto del
material. Dicho indice puede variar entre 0 y 1. Cuando el estado tensional del
material de este punto se encuentra dentro del limite eldstico, dicho indice serd
igual a cero (no existe dano); cuando se supera dicho limite eldstico, se considera
el punto danado (Oller, Luccioni & Barbat 1996). El indice de dano serd igual
a 1 cuando en el punto en consideracién el material se encuentre totalmente
degradado, sin resistencia.

Para cuantificar el indice de dano global utilizado se ensaya numéricamente en
primer lugar la estructura de base fija con carga estdtica, imponiendo desplaza-
mientos ciclicos en el punto mas alto de la estructura (piso 6). En la figura 6.36
pueden observarse los desplazamientos impuestos y en la figura 6.37 la evolucién
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Figura 6.36 Curva de desplazamientos impuestos en el iltimo piso (punto H).
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Figura 6.37 Evolucién del indice global de dafio frente a carga estética.
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Figura 6.38 Evolucién del indice global de dafio en la estructura de base fija.
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Figura 6.39 Evolucién del indice global de dafio en la estructura de base aislada.
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del indice de dano. Este indice es siempre creciente, descontando pequenos des-
censos causados presuntamente por la tolerancia en la convergencia. Durante los
procesos de descarga y recarga el indice permanece constante.

En las figuras 6.38 y 6.39 puede apreciarse la evolucién del indice global de
dano para las estructuras de base fija y de base aislada, respectivamente, cuando
éstas son sometidas al terremoto de El Centro. Obsérvese que en el caso de la
estructura de base fija el indice de dano global alcanza valores préximos al 60%,
indicando que la estructura se encuentra seriamente danada y en consecuencia
fuera de servicio. En este caso, una posible reparacién de la estructura puede
resultar econémicamente inviable y podria ser necesaria su demolicién.

Por otro lado, la estructura con aislamiento de base presenta un indice de dano
global inferior al 3%. Un indice de dano global tan bajo como este indica que la
estructura no solo continua en servicio después de producirse el terremoto, sino
que los danos son minimos y serfan dificilmente detectados en una inspeccién
visual.

Una diferencia tan significativa en los danos producidos en una y otra estructura
se comprende ficilmente al comparar los méximos desplazamientos estructurales
totales, esto es los desplazamientos relativos entre la base y el piso 6, que son de
16.2cm en la estructura de base fija y de 1.53cm en la estructura con aislamien-
to de base (figuras 6.28 y 6.31), y los maximos desplazamientos relativos entre
pisos, de 3.27cm en la estructura de base fija y de 0.24cm en la estructura con
aislamiento de base (figuras 6.29 y 6.32).

Observando los indices de dano global (figuras 6.38 y 6.39) se puede afirmar
que un aislamiento de base, como el aqui analizado, permite que la estructura
supere un movimiento sismico de la magnitud del terremoto de El Centro con
danos insignificantes, mientras que la misma estructura sin aislamiento de base
serfa totalmente danada.



Apendice A

ELEMENTOS DE MECANICA DEL
CONTINUO EN GRANDES
DEFORMACIONES

A.1 INTRODUCCION

En el presente Apéndice se hace una revisién de conceptos de mecénica de medios
continuos en lo referente a la cinematica de grandes deformaciones. Esta revisién
incluye conceptos como la definicién de las configuraciones de referencia y de-
formada, tensor gradiente de deformaciones, descomposicién polar del tensor
gradiente, tensores de estiramiento y rotacién, distintos tensores de deforma-
cién (Green-Lagrange, Almansi, Hencky), operadores push-forward 'y pull-back y
los distintos tensores de tensién (Primer y Segundo tensor de Piola-Kirchhoff,
Cauchy). Estos conceptos son utilizados, principalmente, en los Capitulos 3 y 4
de esta monografia.

A.2 CINEMATICA

Denominando B a un cuerpo con un contorno 92 que ocupa una regiéon € del
espacio de tres dimensiones £ en su configuracién de referencia, una deformacién de
B, tal como la indicada en la figura A.1, es definida por una funcién biunivoca,

p:Q—E&

que mapea cada particula material X de B (identificada con su posicién en la
configuracién de referencia de B) en un punto

z = p(X) (A1)
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u(X) )g=¢(X)

Figura A.1 Deformacion.

posicionando la particula en la configuracion deformada de B. La regién del espacio
& ocupada por B en su configuracién deformada es identificada como ()
El vector de campo u(X), definido por:

w(X) = p(X) - X (A:2)
es el desplazamiento de X, con el cual se puede escribir
=X+ u(X) (A.3)

Una deformacién de cuerpo rigido de B es una deformaciéon que preserva las
distancias entre todos las particulas materiales de B. Tal como puede observarse

TRASLACION RIGIDA ROTACION RIGIDA

Punto fijc

=

\

\

/
[
{ /

N /s

Figura A.2 Deformaciones rigidas.
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en la figura A.2, una deformacién de cuerpo rigido puede ser una traslacién o una
rotacién (o una combinacién de ambas). Una traslacion rigida es una deformacién
con vector de desplazamientos constante, es decir, el vector u es independiente
de X,

pX)=X +u (A.4)
Una rotacion rigida es una deformacion que puede ser expresada como:
p(X)=q+R(X —q) (A.5)

siendo R un tensor ortogonal y g el punto alrededor del cual se produce la rotacién
del cuerpo B. Una deformacion es rigida, incluyendo traslaciones y/o rotaciones,
sf y solo sf esta deformacién puede ser expresada en la forma:

P(X) =p(q + R(X — q) (A.6)

la cual representa una traslacién rigida con desplazamientos ¢(X) — ¢ sobreim-
puestos a una rotacién rigida R alrededor del punto gq.

Una deformacién del cuerpo B dependiente del tiempo se denomina movimiento
de B. Durante el movimiento ¢, la posicién  de una particula X (véase la figura
A.3) al tiempo ¢ es dada por:

x=p(X,t) (A7)

CONFIGURACION c(t)

DE REFERENCIA

Figura A.3 Movimiento.
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De manera similar, la regién del espacio £ ocupada por el cuerpo B al tiempo ¢
viene dada por: ¢(€2,t). En términos del campo de desplazamientos, el movimiento
es expresado como:

o(X, 1) = X + u(X, 1) (A.8)

La curva paramétrica c(t), definida como: ¢(t) = ¢(X,t) para un punto material
fijo, describe la trayectoria de X durante el movimiento de B.

Figura A.4 Velocidad.

Durante un movimiento ¢, la velocidad de una particula material X es definida
por:
Ip(X, 1)

ot
Considerando que para cada tiempo ¢ el mapa ¢(-,¢) es biunivoco, los puntos

materiales pueden ser expresados en términos del lugar que éstos ocupan al tiempo
t, en la forma:

@(X,t) =

X = ¢ \(z,1) (A.9)
El mapa ¢! se denomina mapa de referencia. Utilizando este mapa de referencia

se puede definir la funcién:

'v(m, t) = i(ﬂo_l(m? t)? t)

El campo v es denominado wvelocidad espacial y da la velocidad de la particula
material en la posicién z al tiempo ¢.
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Un movimiento rigido de B es un movimiento para el cual, al tiempo ¢, el mapa
(-,t) es una deformacién rigida. Un movimiento ¢ es rigido si y sélo si, para
cada tiempo ¢, la velocidad espacial admite la representacion:

v(z,t) =v(y,t)+ W(t)(z —y) (A.10)

para todo z, y € ¢(,t), siendo W(t) un tensor vorticidad. La velocidad en x
es dada como la suma (véase la figura A.4) de una velocidad uniforme v(y,t) y
una rotacién sobreimpuesta en la linea que pasa por y y es paralela al vector
axial asociado al tensor vorticidad W. Llamando w(t) al vector axial de W(t), el
campo de velocidades puede ser expresado como:

v(z,t) = v(y,t) + w(t) x (x — y) (A.11)

siendo ésta la forma estandar para el campo de velocidades en dindmica de cuerpos
rigidos. El vector w(t) se denomina velocidad angular del cuerpo.

A.2.1 Campos Material y Espacial

Los campos & y v introducidos en la seccién anterior describen la velocidad de
particulas materiales, pero tienen diferentes argumentos. Mientras & tiene como
argumentos la particula material y el tiempo, los argumentos de v son la posicién
espacial y el tiempo. Esto motiva las siguientes definiciones. Sea a un campo
general (escalar, vectorial o tensorial) dependiente del tiempo y definido en un
cuerpo B. Si el dominio de a es Q x R, esto es, si el valor de a es expresado
como una funcién de particulas materiales X (y tiempo), se dice que « es un
campo material. Si, en cambio, su dominio es ¢,(2) X R se dice que « es un campo
espacial. Empleando la ecuacion (A.7) la descripcion material de un campo espacial
a(z,t) es definida por la expresion:

am(X,1) = a(p(X, 1), 1) (A.12)

y, a la inversa, la descripcion espacial de un campo material 5(X,t) se define
mediante la expresién:

/Bs(wvt) :ﬂ(go_l(m,t),t) (A13)

Un campo material (o espacial) no necesariamente representa una cantidad fisica-
mente asociada con la configuracion de referencia (o deformada) del cuerpo, pero
cualquier campo asociado con un movimiento del cuerpo B puede ser expresado
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como una funcién del tiempo y de particulas materiales o posiciones espaciales.
Los subindices m y s utilizados en las ecuaciones (A.12) y (A.13) para indicar las
descripciones material o espacial de campos generales no son utilizados de aqui
en adelante, a efectos de simplificar la notacién se entenderd descripciéon material
o espacial segiin los argumentos utilizados: X (material) o x (espacial).

A.2.2 Gradientes material y espacial y derivadas de tiempo

Los gradientes material Vxa y espacial V,a de un campo general o, se definen
como:

0 0
Vxa = 8—on(X, t) y Ve = 8—ma(m,t) (A.14)

esto es, las derivadas de a con respecto a X y & manteniendo fijo el tiempo ¢.
De manera similar, las derivadas temporales material ¢« y espacial o del campo a
se definen como:

.0 0
a—aa(X,t) y a = 8ta(ar:,t)

La derivada temporal material & mide la tasa de cambio de « en una particula
material fija X, mientras que la derivada temporal espacial mide la tasa de cambio
de « observada en una posicién espacial fija x.

A.2.3 Gradiente de deformacion

El gradiente de deformacion del movimiento ¢ es un tensor bipuntual de segundo
orden F definido por:

F(X.0) = Vxp(X,1) = 2% (A.15)

y teniendo en cuenta la ecuacién (A.8) puede ser expresado como:

F=I+Vxu (A.16)

con componentes cartesianas dadas por:

81‘1' o 5 + 8’&1
oxX; Y 0X;

Fyj = (A.17)
siendo z; las componentes de ;.

Considérese la linea material infinitesimal dX que conecta dos particulas ma-
teriales préximas X y X +dX de un cuerpo deformable, tal como el indicado en
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CONFIGURACION
DE REFERENCIA

Figura A.5 Gradiente de deformacién.

la figura A.5. Sometido el cuerpo a una deformacién ¢, estas particulas son ma-
peadas en x y x+dz, respectivamente. El gradiente de deformacién es el operador
lineal que relaciona la linea material infinitesimal dX con su posicién deformada
dx.

do = FdX (A.18)

Una deformaciéon de un cuerpo con gradiente de deformacién constante, esto
es con F independiente de X, se denomina deformacion homogénea.
Cambio de volumen. Determinante del gradiente de deformacién

Considérese el volumen infinitesimal dv, definido por los vectores infinitesimales
da, db 'y de partiendo de una particula material X en la configuraciéon de refe-
rencia, tal como se indica en la figura A.6. En esta configuracién se tiene:

dv, = (da x db) - dc

La deformacién ¢, mapea los vectores infinitesimales en Fda, Fdby Fde, de
manera que el volumen infinitesimal deformado se expresa como:

dv = (Fda x Fdb) - Fdc

Haciendo uso de la identidad:

(Au x Av) - Aw

det [A] = (uxv) w
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CONFIGURACION
DE REFERENCIA

dv=det[F]dy,

Figura A.6 Determinante del gradiente de deformacion.

véalida para cualquier tensor A y cualquier conjunto {u, v, w} de vectores lineal-
mente independientes, puede decirse que el determinante del gradiente de defor-
macion,

_dv
~ dv,

det [F] (A.19)
representa el volumen después de la deformacién por unidad de volumen de refe-
rencia. Este determinante es usualmente designado por J:

J = det [F) (A.20)

En la configuracién de referencia F = I y en consecuencia det [F] = 1. De la
ecuacién (A.19), si el det [F] = 0 esto implica que el volumen infinitesimal ha
colapsado en una particula material, esto representa una situacion fisicamente
inaceptable, y cualquier configuracién con det[F] < 0 no puede ser alcanzada
desde la configuraciéon de referencia sin haber pasado, en algiin momento, por
det [F] = 0. En consecuencia, para cualquier deformacién del cuerpo, F es un
tensor definido positivo:

det [F] > 0 (A.21)

A.2.4 Descomposicién polar. Estiramientos y rotacién.

Aplicando una descomposicion polar al tensor gradiente de deformacion, se obtiene:
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F=RU=VR (A.22)

donde el tensor ortogonal R es el tensor de rotacion y los tensores simétricos
definidos positivos U y V son los tensores de estiramiento derecho e izquierdo, re-
spectivamente. Los tensores de estiramiento derecho e izquierdo estén relaciona-
dos en la forma:

U=R'VR y V=RUR" (A.23)

Los tensores derecho e izquierdo de Cauchy-Green, C y b respectivamente, se
definen a partir del tensor gradiente de deformacién, en la forma:

C=F'F y b=FF"T (A.24)

y teniendo en cuenta la ecuacién (A.22) y que siendo R un tensor ortogonal,
RR"™ = RTR = 1, éstos pueden expresarse en la forma:

cC=U> y b=V? (A.25)

En la figura A.7 se representa la descomposicién polar de un cuerpo rectangu-
lar sometido a deformacién homogénea, F independiente de X. El cuerpo sufre
un estiramiento uniforme de valor \;, en la direccién de su eje longitudinal, si-
multdneamente con un acortamiento uniforme de valor Ao, en la direccién de su
eje transversal y una rotacion rigida de un dngulo de valor a. Siendo X; y z; las
coordenadas de X y x en el sistema cartesiano asociado con la base ortonormal
{e1, ea}, el mapa de deformaciones es definido por:

1 =X1A1cosa— Xohgsina
" 29 = XqAisina + XA cosa

La representacion matricial del gradiente de deformacién F en la base {e1, ez}
es dada por:

F_ A1cosa —Agsino
| Aisina Agcosa

De la descomposicién polar de F se obtienen el tensor de rotacién R,

|

cosa —sina
sinoe  cos«
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Figura A.7 Descomposicién polar del gradiente de deformacion. Estiramientos
y rotacién.

y los tensores de estiramiento derecho U,

0 A2

e izquierdo V,

Acos?a+ Agsina (A — A2)sinacosa

2

V =
(A1 — A2)sinacosa  Arsin®a + A cos® a

La descomposicién polar de F, permite considerar el mapeo de la deformacion
de dX en de = FdX en dos pasos. Utilizando la descomposiciéon polar derecha
F = RU, estos pasos son:

1. dX — UdX

2. UdX — R(UdX) = FdX

En el paso 1, dX se deforma como si el cuerpo fuese solamente alargado y com-
primido en las direcciones de los ejes longitudinal y transversal respectivamente,
ejes cuyas direcciones coinciden en este paso con los ejes de referencia {e;, es}.
El paso 2 consiste en una rotacién de la fibra deformada UdX y corresponde a
una rotacion rigida del cuerpo, de dngulo «. Si se utiliza la descomposicién polar
izquierda F = VR, estos pasos se dan en orden inverso:
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1. dX — RdX

2. RiIX — V(RdX) = FdX

En este caso, la fibra es primero rotada un dngulo a. El segundo paso co-
rresponde a la deformacién de esta fibra rotada por alargamiento y compresion
del cuerpo segin sus direcciones axial y transversal, direcciones que debido a la
rotacién previa resultan coincidentes con e, = Re; y eg = Rey, respectivamente.
Con referencia a esta base {e,, eg} la representacién matricial de V tiene la misma
forma que U con referencia a {ej, e},

A0
V:
{0 /\2]

Descomposicion espectral de los tensores de estiramiento

Siendo U y V tensores simétricos, éstos admiten una descomposicion espectral:

3 3
U:ZAZ‘NZ'(X)NZ' y V:Z)\ini®ni (A26)
i=1 i=1

donde {1, A2, A3} son los autovalores de U y de V, denominados estiramientos
principales y los vectores N; y n; son autovectores unitarios de Uy de V, respec-
tivamente. Los conjuntos {N1, Na, N3} vy {n1, n2, ng} forman bases ortonormales
que definen las direcciones principales lagrangeana y euleriana, respectivamente.

De la ecuacion (A.26) y recordando la ecuacién (A.23) se obtiene la siguiente
relacién entre los autovectores de U y de V:

NZ‘ = an (A27)

esto es, cada vector n; difiere del correspondiente N; en una rotacién R.

La descomposicién espectral de los tensores de estiramiento derecho e izquierdo
implica que para cualquier deformacién, el estiramiento local de una particula
material puede siempre ser expresado como una superposicion de estiramientos
segtin tres direcciones mutuamente ortogonales. En el ejemplo de la figura A.7 los
estiramientos principales son {\1, A2, A3} v las direcciones principales lagrangeana
y euleriana son: {N1,N2, N3} = {e1, ez, e3} y {ni,n2,n3} = {eq, €3, €3}, res-
pectivamente.

A.2.5 Tensores de deformacién

En la seccién anterior se ha visto que en la zona infinitesimal préxima a una
particula material X, las rotaciones pueden distinguirse de los estiramientos por
medio de una descomposicion polar del gradiente de deformacion. Las distancias
entre particulas permanece fija cuando se consideran solo las rotaciones; estas
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distancias cambian si se consideran solo los estiramientos, caracterizados por U
o V, por lo que en este caso se dice que la regién se encuentra deformada. Para
cuantificar la deformacidn, esto es, para evaluar en qué medida U (o V) se aparta
de I, es necesario definir algunos tensores de deformacion.

Considérese nuevamente la figura A.7 y la linea material representada por un
vector infinitesimal dX partiendo desde X que la deformacién lleva a dz = FdX.
El cuadrado de esta longitud deformada es:

|dz|?> = FdX - FdX = CdX -dX = (I + 2E<2>> dX -dX (A.28)

donde C = FTF = U? es el tensor de Cauchy-Green derecho y el tensor de
deformacién E® es el denominado tensor de Green-Lagrange, definido como:

_ L

2
B 2

(C—1)= % [vxu +(Vxuw) "+ (Vxu)T qu} (A.29)
El valor del tensor de Green-Lagrange deberd ser nulo E®? = 0, para que el
tamano de la linea material infinitesimal partiendo desde X permanezca cons-
tante, |dz| = |[dX|. Esta condicion es equivalente a C = U = I, la cual implica
que F es un tensor ortogonal y la deformacion es rigida (solo traslaciones y/o
rotaciones) en la regién de X. Por la definicion de E® en la ecuacion (A.29), sus
autovectores coinciden con la trfada lagrangeana, por lo que puede ser expresado
como:
E(2>—31A2 I)N;® N A.30
—;5(1—)1'@1' (A.30)
y al medir deformaciones segin las direcciones lagrangeanas principales es una
medida de deformacion lagrangeana.

El tensor de deformacién de Green-Lagrange no es la tinica manera de cuan-
tificar deformaciones. La definicién de medidas de deformacién es en alguna ma-
nera arbitraria y la eleccion es usualmente dictada por conveniencias matematicas.
Una importante familia de tensores de deformacion lagrangeanos es definida por
la expresion:

L — r
Em) :{ m(ETU] I) Ezrz zig } (A31)

siendo m un nimero real y In[] el logaritmo del tensor [-]. En términos de des-
composicién espectral, la ecuacién (A.31) puede expresarse como:

3
EM =Y "f(A\)N;®N; (A.32)
=1
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con

1 ym _
o= (B

El tensor de Green-Lagrange, E?| es un miembro de esta familia (con m = 2).
Otros miembros de la familia son los tensores de Biot (m = 1), Hencky (m =0) y
Almansi (m = —2), y para todos ellos la deformacién serd nula solo en el caso de
que el gradiente de deformacién represente una deformacién rigida:

EM =0 U=1+F=R

Anédlogamente a estas medidas de deformacion, es posible definir tensores que
midan la deformacién segiin las direcciones eulerianas principales, esto es ten-
sores de deformacion eulerianos. La definicién, basada en el tensor de estiramiento
izquierdo, es equivalente a la ecuacién (A.31),

Lvm—1) para m#0
. { In[V] para  m=0 } (A.34)
o, utilizando la triada euleriana:
3
e= Z f(Ai)ni @n; (A.35)

i=1
Los tensores lagrangeanos y eulerianos difieren en una rotaciéon, R

e™ = RE™ R (A.36)

Si en la ecuacién (A.36) se reemplaza E™) por su definicién segin la ecuacién
(A.31) para el caso (m = —2), se tiene:

el = %R(I —~ U Y)R"
y recordando las ecuaciones (A.23) y (A.25)
1

1
(72) = - —_ —2 = - — —1
e 5 (I-V™) 5 I-b")

siendo ésta la forma m4ds conocida del tensor de Almansi.
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A.2.6 Gradiente de velocidad. Tasa de deformacién y vorticidad

El campo espacial 1, definido como:

1=V,v
se denomina gradiente de velocidad,
0 (0p\ 0X .. 4
=2 (VL _fF A.
ot <8X> ox (A-37)

Separando el tensor [ en sus partes simétrica y asimétrica, se obtienen los tensores

Figura A.8 Campo de velocidad de deformacién.

tasa de deformacion d'y vorticidad (spin tensor) w:
d=sim[l]=051+1T) y  w=asim[l]=0.5(-1T) (A.38)

A efectos de conocer el significado fisico de los tensores d y w, considérese un
cuerpo en movimiento con gradiente de velocidad constante (independiente de
x). Para tal movimiento, el campo de velocidades es:

v(z,t) = v(y,t) + 1) (z — y)

Introduciendo la descomposicién de I en sus partes simétrica y antisimétrica, el
campo de velocidades puede ser separado en la forma:

v(z,t) = v (y, t) + v (y, 1)
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con las definiciones:

Recordando la ecuacién (A.10) la velocidad v, asociada con el tensor vorticidad
w, puede identificarse como una velocidad rigida. La tinica contribucién a la de-
formacién es dada por el término v° asociado con el tensor tasa de deformacién
d, que al ser un tensor simétrico admite la representacién:

3
d= Zdln, X n;
=1

donde d; son los autovalores de d y {n;} una base ortonormal de autovectores del
tensor d. Con esta representacién espectral, el campo de velocidades v° puede
ser descompuesto como una suma de tres velocidades linealmente independientes
de la forma:

di(n; @ n;)(xz — y)
tal que las componentes de v° relativas a la base {n, ny, n3} son dadas por:
vf = di(zi — yi)

con x; e y; representando las coordenadas de puntos x e y en un sistema cartesiano
asociado a {ni, n2, n3}. Como puede verse en el esquema de la figura A.8 cada v
corresponde a una velocidad que solo “estira" el cuerpo en la direccién de n;. El
tensor tasa de deformacién corresponde a un estiramiento del cuerpo.

Si se considera un movimiento general, en el cual I no es necesariamente cons-
tante, la descomposicién del campo de velocidad en la suma de una velocidad
rigida y una velocidad de deformacién, sigue siendo vélida en el sentido local.

A.2.7 Deformaciones infinitesimales

Pequenas deformaciones o deformaciones infinitesimales son deformaciones con
un gradiente de desplazamientos V xu suficientemente pequeno, con lo cual su
descripcion cinemética puede ser simplificada.

Recordando la definicién de los tensores de Cauchy-Green de la ecuacion (A.24)
y reemplazando en ésta el valor de F por la ecuacién (A.16), en términos de
gradiente de desplazamiento, se tiene:

C =I1+Vyxu+ (Vxu)T+(Vxu)TVxu
b :I+qu+(VXu)T+VXu(VXu)T
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Si el gradiente de desplazamientos es suficientemente pequeno, los términos de
segundo orden en Vxwu pueden despreciarse y de esta manera puede hacerse la
siguiente aproximacién:

Cxb~TI+Vxu+ (Vxu)t (A.39)

De esta expresion y de las definiciones de los tensores de deformacién de Green-
Lagrange E y su equivalente euleriano e, para el mismo orden de aproximacién,

1
Exe~x 3 [Vxu+ (Vxu)']
lo que define el tensor de deformacion infinitesimal €:
1 T
€=3 [Vxu+ (Vxu)'] (A.40)
Este tensor es lineal en u, lo cual simplifica en gran medida la descripcién cine-
matica en pequenas deformaciones. Esta aproximacién, con un error de segundo
orden en Vxu, puede hacerse para todo tensor lagrangeano o euleriano definido
por las ecuaciones (A.31) y (A.34) en el d&mbito de pequenas deformaciones,
e™ ~ E™ ~ e (A.41)

A.2.8 Invariantes de los tensores de deformacion.

Dado un tensor Z simétrico y de segundo orden, definido mediante sus compo-
nentes covariantes Zij

Z1 Zi2 Z13
Z = |Zon Zda Za3
Z31 Z32 233

se pueden calcular sus valores propios ); anulando el determinante

Z11 —A Z12 Z13
|Zry = MNorg| = | Zo1 Zoa— X Zo3
Z31 232 Z33 — A

este determinante, conocido como ecuacién caracteristica, expandido en funcién
de los valores propios resulta

N TN —TIN+111,=0

donde se identifican los invariantes
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I; = tT(Z) =711+ Zog + Zs3
Iz = tr(adj(2)) = ZogZsg + Z33Z11 + Z11 70y — Ty — 72y — 72, (A.42)
I = det(Z) = Zy1Z92 733 + 2719703731 — Z11 255 — ZoaZay — Z33 7%

Estos invariantes también pueden expresarse en funcién de los valores propios
Ai

Iz=X+X+ )3
II7 = Ao)dg + A3 + A\ (A43)
IIl7; = A1 -Xg- A3

Estas expresiones de los invariantes de un tensor de deformaciones son uti-
lizadas en la formulacién de modelos constitutivos en el Capitulo 3.

A.3 FUERZAS Y MEDIDAS DE TENSION

En la seccién anterior se ha hecho una descripciéon matemaética de la cinemaética
de la deformacién de un cuerpo sin hacer referencia a fuerzas y como éstas son
transferidas entre cuerpos continuos. Estas fuerzas, asociadas con la descripcién
mecanica de un cuerpo, pueden ser clasificadas en tres categorias:

Fuerzas de contorno, aplicadas en el contorno de un cuerpo, tales como las
fuerzas resultantes del contacto con otro cuerpo.

Fuerzas de masa, en el interior del cuerpo. Gravedad y fuerzas magnéticas son
ejemplos de este tipo de fuerza.

Fuerzas producto de interacciones internas entre partes adyacentes de un cuerpo
y transmitidas a través de la superficie que separa estas partes.

Las fuerzas producidas por la interaccién interna entre una parte del cuerpo
y otra adyacente al igual que las fuerzas de contorno son transmitidas a través
de una superficie, por lo que pueden ser agrupadas como fuerzas de superficie, y
para su descripciéon matematica son necesarios los conceptos de tension.

A.3.1 El vector de tensiones de Cauchy. El axioma de Cauchy

El axioma de Cauchy, crucial en la descripcién de fuerzas de superficie, se expresa
para una configuracion deformada de un cuerpo 3, tal como la indicada en la
figura A.9, de la siguiente forma: Siendo S una superficie orientada de B con
vector normal n en el punto x; en este punto, la fuerza de superficie ejercida por
la parte del cuerpo a un lado de S sobre la parte del cuerpo al otro lado de S,
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a través de esta superficie S, depende de S solo a través de su normal n. Esto
implica que idénticas fuerzas son transmitidas a través de cualquier superficie
con normal n en x, como las superficies S y 7 en la figura A.9. Esta fuerza (por
unidad de superficie) es denominada vector de tensiones de Cauchy #(n). Si S
pertenece al contorno de B entonces el vector de tensiones de Cauchy representa
la fuerza de contacto ejercida por el exterior sobre B.

Figura A.9 Vector de tensiones de Cauchy.

A.3.2 El axioma de balance de momento

Sea B un cuerpo sujeto a un sistema de fuerzas de superficie t(z,n) y fuerzas
de masa b(zx). El campo espacial b(x) representa fuerzas por unidad de masa
actuando en el interior de B. El azioma de balance de momento se expresa: “Para
toda parte P de la configuraciéon deformada de B, con contorno S, el balance de
momento lineal:

/St(n)da—l—/Ppbdv:/Ppi;dv (A.44)

y el balance de momento angular:

/ xz X t(n)da +/ x X pbdv :/ x X pvdv (A.45)
S P P

son satisfechos, siendo p = p(x) el campo de densidad de masa, masa por unidad
de volumen en la configuracién deformada de B”. El lado derecho de las ecuaciones
(A.44) y (A.45) contiene los términos de inercia, siendo ¥ el campo de aceleraciones
de B.
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A.3.3 El tensor de tensiones de Cauchy

Como consecuencia del axioma de balance de momento, la dependencia de la
fuerza de superficie t de la normal n es lineal. Esto implica que existe un campo
tensorial o(x) tal que el vector de tensiones de Cauchy es dado por

t(x,n) =o(x)n (A.46)
El tensor o es simétrico y se denomina tensor de tensiones de Cauchy, frecuente-
mente llamado de tensiones verdaderas.

Componentes del tensor de tensiones de Cauchy

Utilizando una base ortonormal {ni, ng, n3}, el tensor de tensiones de Cauchy se
representa como:

g = 04N, X n;
La componente o;; viene dada por:

oij = (on;) - nj

)
0, 4
12
/ T3
0-3)2 -E
11
6is
Os,
. X
Ny 33 75
4
*
773 7)3

Figura A.10 Componentes del tensor de tensiones de Cauchy y tensiones prin-
cipales de Cauchy.

De la ecuacién (A.46) el vector on; es la fuerza por unidad de superficie ejercida
a través de una superficie con vector normal n;. La componente o;; es la norma
de la proyeccién de on; en la direccién de n;. La representacién esquemdética
de tales proyecciones se presenta en la figura A.10. Las componentes 011, 022 y
o33 representan tracciones normales a las caras del cubo infinitesimal, mientras
que las componentes o192, 013, 021, 023, 031 ¥ 032 estdn asociadas con fuerzas de
cortante actuando paralelas a las caras.
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Tensiones principales de Cauchy

Debido a su simetria, el tensor de tensiones de Cauchy admite la descomposicién
espectral:

3
_ * ok *
o= E 0N N,
i=1

siendo {n},n3, n5} una base ortonormal en la cual todas las componentes de
cortante del tensor de tensiones de Cauchy son nulas y solo las componentes
normales pueden ser no nulas. Las componentes normales ¢7; son los autovalores
de o y se denominan tensiones principales de Cauchy y las direcciones definidas por
la base {n}, n}, ni} son denominadas direcciones de las tensiones principales. En la
figura A.10 se muestra la representacion esquemética de las fuerzas actuando en
las caras del cubo infinitesimal segiin las direcciones de las tensiones principales;
las fuerzas son normales a las caras del cubo.

A.3.4 El primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff

El vector de tracciones ¢ en la ecuacién (A.46) mide la fuerza ejercida a través de
una superficie material por unidad de superficie deformada. Por otra parte, ¢t mide
la fuerza que actia en cualquier superficie cuya normal es n en la configuracién
deformada, por unidad de superficie de referencia. Siendo da un drea infinitesimal
de una superficie normal a n en la configuracién deformada y da, su equivalente
en la posicién no deformada, tal como se indica en la figura A.11, ¢ se expresa
como:

da da
t

i pu— pu—
da, da, 7

n (A.47)

Considérese la superficie S del cuerpo B en la configuraciéon de referencia de
la figura A.11, dX; y dX2 son vectores infinitesimales tangentes a S en el punto
material X y da, es la superficie generada por dX; y dX,. Llamando m a la
normal a § en X, se tiene:

mdao = dX1 X dX2

Sometido a deformacién, los vectores tangentes dX; y dXs son mapeados en
FdX; y FdX5 tal que la normal a la configuraciéon deformada de S es:

nda = FdX 1 x FdX

donde da es la correspondiente superficie deformada. Pre-multiplicando ambos
lados de esta expresién por FT y utilizando la identidad:

Sux Sv=det[S]S™T (u x v)
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t

CONFIGURACION
DE REFERENCIA

CONFIGURACION
DEFORMADA

Figura A.11 El primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff.

valida para todo tensor invertible S y vectores u y v, se obtiene:
FTnda = JdX; x dX 5 = Jmda,

donde J = det [F]. Esto es equivalente a

da

dao n=JF Tm

Finalmente, sustituyendo esta expresién en la ecuacién (A.47), t puede ser escrita
en términos de m como:

t=JoF Tm=Pm ; P=JoF T (A.48)

El tensor P se denomina primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff y es usual-
mente llamado como tension nominal. El vector t se obtiene aplicando el primer
tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff al vector unitario m, normal a la config-
uracién de referencia de S en el punto de interés. En contraste con el tensor de
tensiones de Cauchy, P es en general asimétrico.

A.3.5 Tensiones de Kirchhoff

Otra medida de tensiones frecuentemente utilizada es el tensor de tensiones de
Kirchhoff 7, definido por:

T=Jo (A.49)
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Debido a la simetria de o el tensor de tensiones de Kirchhoff es simétrico y por
lo tanto admite la representacion espectral:

3
* * *
i=1

donde las tensiones principales de Kirchhoff 7}; son relacionadas con las tensiones
principales de Cauchy o7; por la expresién:

*
= Joy

X
1

A.3.6 Trabajo conjugado y otras medidas de tensién

El trabajo de tensiones por unidad de volumen de la configuraciéon de referencia
es dado por

w=T:d (A.50)

Una medida de tensiones T es trabajo conjugado de una medida de deformaciones
dada E, si satisface la igualdad:

A~

T E=7:d (A.51)

para cualquier movimiento. El concepto de trabajo conjugado permite la defini-
cién de pares conjugados T, E especialmente 1til en problemas relacionados con
cinematica y modelos constitutivos. De especial interés son las tensiones objetivas
conjugadas de la familia de medidas de deformacién dadas por la ecuacién (A.31):

T(m)

m)

E™ =r.d (A.52)

El par conjugado que se obtiene para m = 2 son los denominados tensor de
deformaciones de Green-Lagrange E®) y sequndo tensor de tensiones de Piola-
Kirchhoff T, usualmente citados en la literatura como E y S, respectivamente.

S=T% =F '7F T (A.53)

A.4 OPERACIONES DE TRANSPORTE DE
TENSORES. “Push-forward" ¢, y “Pull-back" ¢*.

Dado un campo tensorial T contravariante de orden r y covariante de orden
s, en la configuracion de referencia, este puede transportarse a la configuracion
deformada mediante el operador push-forward ¢,
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t=¢.T=F F&[T-|(F ) (F ) (A.54)

Y a la inversa, dado el campo tensorial ¢ en la configuraciéon deformada, este
puede transportarse a la configuracién de referencia mediante el operador pull-back

¢*

T=¢*t=(F"), ..(F ), [t F2. FY (A.55)

a;"" ar

Conocido el tensor gradiente de deformacién F, el push-forward ¢, de un tensor
en la configuracién de referencia Q° indicado mediante Z, es un tensor espacial o
euleriano z en la configuracion deformada QF,

z =7 (A.56)
que se escribe para un tensor contravariante Z*:

2 = FiR 71 (A.57)

Z=F.Z" FT (A.58)
y se expresa para un tensor Z expresado en componentes covariantes como:

zij = (F) ™ (F9) ™ Z1y (A.59)

z=F"1.Z.F! (A.60)

La operacién inversa denominada pull-back ¢* transforma un tensor espacial

z, en la configuracion deformada Qf, en otro tensor Z en la configuracion original
0o,

Z=q¢"z (A.61)

que se define para un tensor z* expresado en sus componentes contravariantes
segun:

7V = (F) Y (F)) 1Y (A.62)

Z'=F1. 2. T (A.63)
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y se expresa para un tensor z expresado en componentes covariantes como:

Zij = F}F;Z” (A64)

Z=FT .2 F (A.65)

Utilizando los operadores push-forward ¢« y pull-back ¢*, se establecen las sigu-
ientes relaciones entre los tensores de deformacion:

e=¢,E=F TEF!

A.66
E=¢*e¢e=FTeF (A.66)

y de tension:

S=¢*r=Jp*c=JF o F "

A.67
Jo=1=¢,S=FSFT ( )
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