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OZET

Anahtar Kelimeler: Lorentz uzayi, Lorentz uzayinda hareketler, Dual Lorentz uzayi,
Dual Lorentz uzayinda hareketler, E. Study doniisiim{i.

Bu tez alt1 bdliimden olusmaktadir. Birinci béliim giris kismima ayrilmistir. Ikinci
boliimde bu ¢alisma i¢in gerekli kavramlar, tanimlar ve gerekli teoremler verilmistir.

Ucgiincii boliimde E’, 3-boyutlu Oklid uzayinda ayn1 merkezli ve birbirine gore
hareket eden kiire ylizeylerinin bir parametreli hareketi, kanonik izafi sistemi ve pol
noktalarina deginilmistir.

Dérdiincii boliimde I, 3-boyutlu dual uzayda aymi merkezli ve birbirine gore

hareket eden dual kiire yiizeylerinin bir parametreli hareketi, kanonik izafi sistemi ve
pol noktalar1 islenmistir.

Besinci ve altinci boliimler ¢alismanin orijinal kisimlaridir.

Besinci boliimde L', 3-boyutlu Lorentz uzayinda aym merkezli ve birbirine gre
hareket eden kiire yiizeylerinin bir parametreli hareketi, kanonik izafi sistemi ve pol

noktalar1 elde edilmistir. I, 3-boyutlu Lorentz uzayinda bir ¢ok kiirenin birbirine
gore bir parametreli kiiresel hareketinin ivmeleri, ivme merkezleri, ivme eksenleri ve
bunlarla ilgili teoremler elde edilmistir.

Altinct boliimde, I}, 3-boyutlu dual Lorentz uzayinda ayni merkezli ve birbirine
gore hareket eden dual kiire ylizeylerinin bir parametreli hareketi, kanonik izafi
sistemi ve pol noktalari elde edilmistir. I, 3-boyutlu dual Lorentz uzayinda bir ok

kiirenin birbirine gore bir parametreli kiiresel hareketinin ivmeleri, ivme merkezleri,
ivme eksenleri ve bunlarla ilgili teoremler elde edilmistir.
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ON THE ONE PARAMETER DUAL MOTIONS IN THE
LORENTZ SPACE

SUMMARY

Key words: Lorentz space, Motions in the Lorentz space, Dual Lorentz space,
Motions in the dual Lorentz space, E. Study mapping.

This thesis consists of six chapters. First chapter is devoted to the introduction.
Second chapter deals with the concepts, definitions and necessary theorems.

Third chapter focuses on the one parameter motion of the surfaces of the spheres
with the same center and that move accordingly, in the 3-dimensional Euclid space,

&’ . Besides, canonical relative system and the pole points are described.

Fourth chapter focuses on the one parameter motion of the dual surfaces of the
spheres with the same center and that move accordingly, in the 3-dimensional dual

space, I)’. Besides, canonical relative system and the pole points are described.
Fifth and sixth chapters are the original part of the study.

In chapter five we have obtained the one parameter motion of the spherical surfaces
with the same center and that move according to each other, in the 3-dimensional

Lorentz space, I’ as well as canonical relative system and the pole points.
Furthermore, the accelerations, acceleration centers, acceleration axes of one
parameter spherical motions of many spheres, which are moving relative to each

other in the 3-dimensional Lorentz space, I’ and some theorems related to these are
obtained.

In chapter six we have obtained the one parameter motion of the dual spherical
surfaces with the same center and that move relative to each other, in the 3-

1 1 u z w 1 v .
dimensional dual Lorentz space, I’ as well as canonical relative system

Furthermore, the accelerations, acceleration centers, acceleration axes of one
parameter spherical motions of many spheres, which are moving relative to each

other in the 3-dimensional dual Lorentz space, )} and some theorems related to
these are obtained.
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BOLUM 1. GIRIS

Kinematik, kuvvet ve kiitle kavramlarin1 igermeyen mekanigin bir dalidir, yani
kinematik, sadece bir nokta veya nokta sistemi (cisim) nin zamana bagh olarak yer
degistirmesini inceler[10]. E*, 2-boyutlu Oklid uzayinda (Oklid diizlemi) bir
parametreli diizlemsel hareketler, bu hareketlerin tiirev denklemleri, hizlar1 ve
hizlarin lineer bilesimi, ivmeler ve ivmelerin lineer bilesimi ile birlikte pol noktalar

H. R. Miiller tarafindan incelenmistir[10].

Ayrica, H. R. Miiller, E’, 3-boyutlu Oklid uzayinda kiiresel hareketleri tanitmis, bu

hareketlerin tiirev denklemleri, hizlari, ivmeleri ve pol noktalarin1 vermistir[10].

G. S. Birman, K. Nomizu [3,4] de I. M. Yaglom [17] de L*, 2-boyutlu Lorentz
uzayinda diklik kavraminmi orneklerle incelemis, hiperbolik radyan kavramini ve

donme matrisini vermislerdir.

Lorentz diizleminde bir parametreli hareketler ve bu hareketlerin hizlari, ivmeleri ve

pol noktalar1 A. A. Ergin tarafindan ¢alisilmistir[7].

Dual sayilar ilk defa W. K. Clifford (1845-1879) tarafindan geometrik
arastirmalarinda bir arag¢ olarak kullanilmistir. Daha sonra E. Study ¢izgi geometrisi

ve kinematik aragtirmalarinda dual sayilar ve dual vektorleri kullanmistir[6].

Veldkamp (1976) dual birim vektorler ve dual vektor ciftleri yardimiyla dual birim
kiireyi ifade etmis ve dual kiiresel hareketleri vermistir. Ayrica dual hareket ve reel

uzay hareketi arasindaki bagintiy1 gostermistir[16].

I’, 3-boyutlu dual uzayda, dual kiiresel hareketler, bu hareketlerin hizlar1, ivmeleri

ve ivme polleri H. Hilmi Hacisalihoglu tarafindan verilmistir[9].



E. Study, E?, 3-boyutlu Oklid uzaymnmn yénlii dogrularinin I’ dual uzayinin S* dual

birim kiiresinin noktalarina birebir karsilik geldigini gostermistir[13].

E’, 3-boyutlu Oklid uzay: yerine I’ Lorentz uzayim goz dniine alarak, bu uzaydaki
yonlii space-like (time-like) dogrularm, I dual Lorentz uzayinin 5’12 (Fl(f) dual

Lorentz (Hiperbolik) birim kiiresinin noktalar1 ile birebir eslenebilecegi H. Hiiseyin

Ugurlu tarafindan gosterilmistir[18].

Bu tezde ilk olarak H. R. Miiller’in [10] da verdigi E’, 3-boyutlu Oklid uzayinda
kiiresel hareketler esas almmis ve bu ozelikler genis olarak incelenmistir. E’, 3-

boyutlu Oklid uzayinda yapilan bu calismalar I’ 3-boyutlu Lorentz uzayina

aktarilarak kiiresel hareketler ve bu hareketlerin tiirev denklemleri, hizlari, hizlarin

terkibi ve pol noktalar1 elde edilmistir. Sonraki bdliimde L’ 3-boyutlu Lorentz
uzayina bir ¢ok kiirenin birbirine gore bir parametreli kiiresel hareketleri incelenmis
ve bu hareketlerin ivmeleri, ivme merkezleri ve ivme eksenleri ile ilgili teoremler

elde edilmistir.

Altic1 béliimde H. Hilmi Hacisalihoglu’nun [9] da verdigi ), 3-boyutlu dual
uzayda, dual kiiresel hareketler ve 6zelikleri genis bigimde ele alinarak bu hareketler
I}, 3-boyutlu dual Lorentz uzayma aktarilarak dual kiiresel hareketler ve bu
hareketlerin tiirev denklemleri, hizlari ve hizlarin terkibi ve pol noktalar
bulunmustur. Son olarak da I’, 3-boyutlu dual Lorentz uzaymna bir ¢ok kiirenin

birbirine gore bir parametreli kiiresel hareketleri incelenmis ve bu hareketlerin

ivmeleri, ivme merkezleri ve ivme eksenleri ile ilgili teoremler elde edilmistir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, sirastyla, Oklid uzayi, Dual Oklid uzay1, Lorentz uzay1 ve Dual Lorentz

uzayindaki temel kavramlar ve teoremlere yer verilecektir.
2. 1. Oklid Uzayinda Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1. 4# O bir climle ve V' de F cismi iizerinde bir vektdr uzayi olsun.

Eger
VY:AxA—>V

dontistimi P, Q € 4 noktalari igin
(P.0)—>(PO)eV

seklinde tanimlanmis ve asagidaki iki aksiyomu sagliyor ise, A4 kiimesine V ile

birlestirilmis bir afin uzay adi verilir.

i) Her P,O,R € 4 igin PR :P—Q+@ dir,
ii) Her Pe A veher a €V igin P—Q =qa olacak bicimde bir tek Q€ 4 noktasi

vardir.

Tanim 2.1.2. Bir V' vektor uzay:1 ile birlesen afin uzaylardan biri 4 olsun.
F, B, P, P, € A noktalar1 i¢in FOE, HPZ,HPZEV vektorlerinin sistemi » nin bir

bazi ise {130,131,132,]33} nokta dortliisiine A4 afin uzaymin bir afin catis1 denir. Burada



P, noktasina ¢atinin baslangi¢ noktasi ve P noktalarina da ¢atinin birim noktalari

1

denir.

Teorem 2.1.3. Bir vektor uzay ile birlesen afin uzaylardan biri 4 olsun. Belli bir

F, € 4 noktas1 secildiginde baslangict F, olan bir afin ¢at1 vardir[8].

Tamm 2.1.4. A afin uzayinda bir P noktasinin V' vektor uzayindaki standart afin

catisina gore ifadesi

dir, burada

a:A—>F , 1<i<3

fonksiyonlarima P noktasinin afin koordinat fonksiyonlari ve {al,az,a3} sirall

ticliisiine de £ nin afin koordinat sistemi denir.

Teorem 2.1.5. A4 bir afin uzay ve {P} ile {Q,} de A da iki afin ¢ati olsun. Bu iki

cati
3
QOP Za 0,0, ve K ':z Qo ,, 1<i<3
=1

biciminde bagintili ise bu ¢atilarin belirledigi afin koordinat sistemleri olan {xl.} ve

X bl
{y,} de X=|x,|veY=|y,|olmakiizere

X3 V3



Y] [4 Cl[x X| |4 -4'Cc||Y
= ve =
1 0 111 1 0 1 1
biciminde bagintilidir[5,11].

Tamm 2.1.6. Bir reel afin uzay 4 ve A4 ile birlesen vektor uzayi da V' olsun. V' de

< , >:V><V—>]R

(X,Y)—)(X,Y}zixi y,

seklinde bir Oklid i¢ ¢arpimi tamimlanirsa, 4 afin uzayma 3-boyutlu Oklid uzay:

denir ve E’ ile gosterilir.

Tamm 2.1.7. 3-boyutlu bir reel i¢c carpim uzay1 V ile birlesen bir Oklid uzay1 E’

olsun. V' vektor uzayi iizerindeki norm olmak tizere

2

d:BxB >R, d(X,Y)=]x7|

olarak tanimlanan fonksiyona [’ de uzaklik fonksiyonu ve her X,Y e’ icin

d(X Y ) degerine de X ile Y arasindaki uzaklik ad1 verilir.

Teorem 2.1.8. E’, 3-boyutlu Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu bir metriktir[8].

Tamm 2.1.9. E’, 3-boyutlu Oklid uzayinda tanimlanan uzaklik fonksiyonuna E’ de
Oklid metrigi denir.

Tamm 2.1.10. E*, 3-boyutlu Oklid uzayinda farkl ii¢ nokta X, Y, Z olsun. XY

ile XZ vektorleri arasindaki 6 € R acist, 0 <@ <7z olmak iizere,



(7.7)
[

cosf =

dir.

Tamm 2.1.11. 3-boyutlu reel i¢ carpim uzay1r R’ ile birlesen E’ Oklid uzayinda,

srali bir {P),P,P,,P,} nokta dortliisii i¢in eger {ﬁ,@ ,@} vektor sistemi V

nin bir ortonormal bazi ise, {PO,PI,PZ,P3} catisina bir dik ¢at1 (veya Oklid catisi)

denir.

Tamim 2.1.12. E’ de bir X noktasinin E’ deki Standart Oklid Catisina gére ifadesi

dir, burada

x:E5>R , 1<i<3

1

fonksiyonlarina X noktasinin Oklid koordinat fonksiyonlar1 ve {xl,xz,x3} sirali ve

reel degerli fonksiyonlar iicliisiine de E* in Oklid koordinat sistemi denir.

Teorem 2.1.13. E’ bir Oklid uzay: ve E* de iki Oklid koordinat sistemi {x,,x,,x,}

ve {y,¥,,»;} olmak iizere bu iki koordinat sistemi arasinda

i ay, 4 4 G|l X
Vo| [y Gy Gy G|l X
Y3 3 Az iz G|l X



bagintis1 vardir, burada 4 = [ai]} € R} bir ortogonal matristir[8].

2. 2. Dual Oklid Uzayinda Temel Kavramlar

Tanmm 2.2.1. Her a,a" €R icin A4 :(a,a*) ikilisine bir sirali reel say1 ikilisi adi

verilir. Boylece
]ID:]RX]R:{(a,a*): a,a’ e]R}

climlesi iizerinde iki i¢ islem (toplama ve carpma) ve esitlik asagidaki sekilde

tanimlanr.
®: DxD > D igislemi A=(a,a") ve B=(b,b") olmak iizere
A®B=(a,a’)®(b,b")=(a+b,a"+b")
seklinde tamimlanir ve I deki toplama olarak isimlendirilir.
©:DxD > D igislemi 4=(a,a") ve B=(b,b")eD olmak iizere
A0B=(a,a’)o(b.b")=(ab.ab"+a"b)

seklinde tanimlanir ve D deki ¢arpma olarak isimlendirilir.

Az(a,a*) ve éz(b,b*)e]D) icin

ise A ile B esittir denir ve 4= B seklinde gosterilir.



Tamm 2.2.2. R reel sayilar climlesi olmak {izere,
D=RxR

climlesi tizerinde toplama, ¢arpma ve esitlik islemleri yukaridaki gibi tanimlanmis

ise, D climlesine dual sayilar sistemi ve her (a,a*) €D elemanina da bir dual say1

denir.

Teorem 2.2.3. (]D), @, @) ticliisti birimli ve degisimli bir halkadir[9].
Teorem 2.2.4. (D, ®,0) iigliisii bir cisim degildir[9].

Tanim 2.2.5. A® X = A denkleminin ¢éziimii olarak tanimlanan dual saytya ) nin

sifirt denir ve 0=(0,0) ile gosterilir[9].

Teorem 2.2.6. I dual sayilar halkasi, R reel sayilar ciimlesine izomorf bir alt

climleyi alt cisim olarak kapsar[9].

Tanim 2.2.7. Bir 4= (a,a*) €D dual sayisinda “a” reel sayisina 4 mn reel kismu,

[T L]

a ” reel sayisina da A nin dual kismi denir ve ReA=a, Dud=a" seklinde

yazilir.

Tamm 2.2.8. (1,0) =1 dual sayismma D deki carpma isleminin birim eleman1 veya

D deki reel birim denir ve (0, 1) =& dual sayis1 da dual birim olarak adlandirilir.

Tamm 2.2.9. Birimi 1 olan degismeli bir halka H ve § de bir abel grubu olmak

luzere

HxS—>S

(a,a) > aa



dis islemi, her a,b € H ve her o, €S igin

i)a(a+p)=aa+ap;
i) (a+b)a=aa+ba;
iii) (ab)a=a(ba);

iv)la=«a
ozeliklerini sagliyor ise S ye H lizerinde bir modiil ad1 verilir.

Tamim 2.2.10. D dual sayilar halkas1 olmak {izere
DxBxB=D’={(%,%,2): 4,4, % 1)

climlesi iizerinde, sirasiyla, toplama, skalarla carpma ve esitlik asagidaki sekilde

tanimlanir.

A=(4,), B=(B)eD’, (i=1,2,3) ve ZeD igin;

' +:D’xD? > D?
TOPRIE (3 B) > e B=(7+B)
. o :D*xD® > D?
Garpma (£,4)>7i=(17)
Esitlik : A=B< 4 =B..

Teorem 2.2.11. (]D)3,+) bir abel grubudur[9].

Teorem 2.2.12. (]D)3,+, ]D),+,.,®) sistemi ) dual sayilar halkasi iizerinde bir

modiildiir[9].
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Tamm 2.2.13. Dual sayilar halkasi iizerinde modiil olan I’ =DxDxD ciimlesi D -

Modiil olarak isimlendirilir ve 1) -Modiil’in elemanlar1 olan sirali dual sayi

ticliilerine, dual vektorler ad1 verilir.

Teorem 2.2.14. Zz, E e R® olmak iizere D -Modiil’de her bir Z dual vektorii

~ e

A=a+€a’, [£=(0,1)eD]

seklinde yazilabilir[9].

=~ — -

Teorem 2.2.15. A=a+Ea" = (Zz, E) dual vektoriiniin 4 D skalar ile carpimi

oy
ol
Il

&y
\.Q !
oy

<)
dur[9].

—_—

Teorem 2.2.16. 4= (Zz,f) ve B= (B,b*) e D -Modiil igin

)]
Il
soH!
QY
Il
S
<
o
Q*
Il
S

dir[9].

Teorem 2.2.17. R’ vektdr uzayi, D -Modiil’iin elemanlari (5,6) seklinde olan bir

alt ctimlesine izomorftur[9].
Tanim 2.2.18. A=a+ s , B=h+Eb" eD-Modiil dual vektdrlerinin i¢ carpimi

£ xD* D
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seklinde bir dontistimdiir ve

=
xal
eo)]

Il
—_—
el

,§> :<5+£E,5+5E>
:<;,z>+g[<5,z>+<5,ﬁ>}
olarak tanimlanir.

Tanim 2.2.19. Bir E —a+& ? dual vektorinin normu

- =
<a,a > - 0

| , a=#0,

=33 -{ -

olarak tanimlanan bir dual sayidir, burada

i)

a =HaH ve a' = AH

a

olmak iizere,
HAH —a+Ea’
dir.

Tamm 2.2.20. Normu (1,0) reel birimine karsilik gelen dual vektére birim dual

vektor denir.

Teorem 2.2.21. A=a+Ea birim dual vektér ise,



il (@)
dir[9].

Teorem 2.2.22. j # (6, 21) € D -Modiil olmak iizere

bir birim dual vektordiir[9].

Ispat: {¢,¢,,¢,} sistemi R’ de standart baz olsun.

A=a+€a =alel+a2e2+a363+€(al € +a,é, +a, e3)

:(al +Sal*)él Jr(a2 +5a;)éz+(a3 +5a;)§3

ve
HAH:a+5a*
olduklarindan
= A a+€&a a, +€a, a, +€a;
1 1z, % 2 3 3 3 3
U * el+ * ez+ * e3
a+€a a+€a

elde edilir. Her terim i¢in bélme islemi yapilirsa ve neticede

12



konursa

bulunur.

denirse

olur.

birim dual vektoriinde

dir.

5=i+5 « <é’a*> a
lal

TR ——
|2l fla” {4l

= -~ a a —ka
U=u+5u*=T+5f
lal ]l
U=u+&u'
. da — a —ka
U=-—7Vveu =—— —
|a] |4

13



olduklarindan 5 birim dual vektordur.

Teorem 2.2.22° den goriildiigl gibi

seklinde yazilabilmektedir. Bu ifadenin,

14

;I:aﬁ+5(au*+a*ﬁ)

veya

a’ =k|d|=ka

oldugundan

|

A

olarak yazilabilecegi aciktir.

Tamm 2.2.23. {?:hsﬂ H}H:(I’O)

birim dual kiire adi1 verilir.

.

a(1+5k)U

X, x eR? } ciimlesine 1D -Modiil’de

Teorem 2.2.24. (E. Study) j;ﬁ((),&)e]@-Modﬁl olmak tizere, ) -Modiil’de

denklemi
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fAl- .0

olan birim dual kiirenin dual noktalari, R’ deki yonlii dogrulara birebir karsilik

gelir[13].

Tanim 2.2.25. 2 —a+& E e D -Modil olmak tizere

birim dual vektdriine 4 vektdriiniin ekseni denir.

67) o se
—— reel sayisma A=a+Ea" dual vektoriinin adim1 veya

Tanim 2.2.26. k=

|

yiikselisi denir. Simdi A=a (1+& k)ﬁ dual vektdriinii ele alalim.

i) k =sonlu bir say1 ise @ #0 ve a' #0 dir ve 4 dual vektoriine has dual vektor
veya vida denir.

i) k=0= A=aU dir. Buhalde A dual vektorii U ekseni ile cakisik bir dogru
gosterir.

iii) k=co=a=0 dur.

<5, a*> ||5||HaH cos® HaH cos®

12 _112 - —
|l |l |l

dir.
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¥
a

|a]

cosd

ifadesinde k& = oo olmasi i¢in
ld|=0<d=0

olmalidir. Bu halde j dual vektori bir sirf dual vektordiir. Yani

seklindedir. Bu tip dual vektorlere ¢ift (couple) denir. Cift dual vektorler igin a

baslangi¢ noktasinin segilisine bagli degildir.

Tanim 2.2.27. E ve E iki birim dual vektoér ve bu birim dual vektorlere R® de

karsilik gelen yonlii dogrular, sirasiyla, d, ve d, olsunlar. d, dogrusunun yonii a,

yeri E, d, dogrusunun yonii b, yeri de b ile belirlidir. @ ve b arasindaki act @

olmak lzere

<z,§>:cos¢> :cos(gp+5go*)

=cosp—E @ sing ,0<p<7m, peR

dir (Sekil 2.2.1).

e

0 b’
Sekil 2.2.1 Dual ag1
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Burada ® =¢p+&¢" dual sayisma 4 ve B birim vektorleri arasindaki dual acl

denir[9].

<§, §> = HEH HEH cos® formiiliinden yararlanarak R’ deki yonlii dogrularin

birbirine gore durumlari incelenebilir.

i) <Z§> =sirf dual < cosp=0= (o:%, @ #0 ise 4 ve B birim
vektorlerinin belirttikleri yonlii dogrular dik durumlu fakat aykiridirlar.

ii) <§, §> =sirfreel = ¢ =0 olsun. Bu halde yonlii iki dogru kesisir ve

(b7 )+(aB) =0
ifadesi bu iki dogrunun kesisme kosuludur.
i) <Z§> _0 = cosp=0=¢ =% ve ' =0 ise yonli dogrular birbirini dik
olarak keser.
iv) <Z §>:(1,0):> @=0 ise yonlii dogrular paralel ve aym yonliidiirler. Eger
@ =0 ise bu iki dogru ayn1 zamanda gakigiktir.
V) <Z §>:—(1,0):> @ = ise yonli dogrular paralel ve zit yonliidiirler. Eger

@ =0 ise dogrular ¢akigiktir.
Tanim 2.2.28. 2 , B e D -Modiil dual vektdrlerinin dis carpimi
jAEIZI/\Z)-I-g(ZZ/\E:-FEAB)
olarak tanimlanan

A:DxD? > D?
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seklinde bir islemdir.
Teorem 2.2.29. 2 , B e D -Modiil i¢in

j A E = HEH HE sin® ﬁ

dir[9].

Tamm 2.2.30. A , B , (:3 e D-Modiil has dual vektorler ve ;\vl =4 +EA €D,

1<i<3, olmak lizere

e
N}
+

NC>
o5
+

wf>
(@
Il
o

esitligi her Z\VI =0 ic¢in saglantyorsa 2, E, 2; has dual vektorleri lineer bagimsizdir

denir.

Tamm 2.2.31. 4, B, CeD-Modiilve A, =4 +EA° eD; 4 0, 1<i<3, icin

e
ANl
+
e
Sl
+
e
(@
Il
[enY}

esitligi en az bir ;\vl # 0 icin saglaniyorsa, 4 , B , E’ dual vektorleri lineer bagimlidir

denir.

Tanim 2.2.32. D -Modiil’de birim dual ?z?cﬂi’? vektoriine R’ de bir yonlii
dogru karsilik gelir. X :(xl,xz,x3) birim reel vektorii X dogrusunun yoniinii ve

—_—

x" =(xl* ,x;,x;) de bir O noktasina gore X in vektorel momentini ifade etsin.

):( =X+ F birim dual vektori
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2 2 2
) X +x,+x; =1
l) * * *_0
XX+ X, X+ Xy X =

kosulunu saglar. Eger bu kosuldan baska alt1 Pliicker dogru koordinatlar1 arasinda bir

ikinci
if) F(xl,xz,x3;x1*,x;,x;) =0
bagintisi1 varsa bu halde X dogrusunun bagimsiz parametre sayisi ii¢ olur. Boylece

R’ de ii¢ bagimsiz parametreye baglh (003) sayida ):( dogrularinin climlesine 151n

kompleksi ad1 verilir.

Tanim 2.2.33. ;1 bir has dual vektor olmak Uzere
<a,?>+<?,fc> =0

denklemini saglayan ? —F+Ex dogrularinin ciimlesine bir lineer 151n kompleksi

denir.
2. 3. Lorentz Uzayinda Temel Kavramlar
Tamm 2.3.1. V' sonlu boyutlu reel vektér uzayr olmak tizere,

<, >:V><V—)]R

bilineer fonksiyonu her v,weV igin <\7, Vv> :<VT/, \7> ozeligini sagliyor ise, < , >-ye

V' tizerinde bir simetrik bilineer form denir.
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Tamm 2.3.2. V', vektor uzay: lizerinde bir simetrik bilineer form < , > olsun. Bu

takdirde,

bilineer formu pozitif definit,

2

, > bilineer formu negatif definit,
> bilineer formu pozitif semi-definit,

v) Vwel ig¢in <\7,Vv>:0 icin v=0 oluyorsa <,> bilineer formuna non-

dejenere, degilse dejenere ad1 verilir.

Tamm 2.3.3. < , >, V' iizerinde simetrik bilineer form ve W da V' nin bir altuzayi

olsun. < , > nin W iizerinde kisitlanisi < , >|W olmak iizere

() W< >R

negatif definit olacak sekilde en biiylik boyutlu W altuzayinin boyutuna, <,>

simetrik bilineer formun indeksi denir. v, <,> nin indeksi olmak {izere

0<v <boyV dir[12].

Tanim 2.3.4. R? iizerinde X =(X,,%,,X;), Y= (31,5, y5) olmak tizere

(Xaf)—><)?aY>L SN TX Y, X ),

seklinde tanimlanan simetrik, bilineer, non-dejenere metrik tensériine R® iizerinde

Lorentz metrigi denir.
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Tamm 2.3.5. R’ iizerinde Lorentz metriginin tanimlanmasiyla meydana gelen

{]R3 ,< , >L} ikilisine 3 -boyutlu Lorentz uzayi denir ve I’ ile gdsterilir.
Tanim 2.3.6. X =(x,,x,,x,) €’ olsun. Eger

i) <)? , X >IL <0 ise X e time-like vektor,
ii) <)? X >IL >0 veya X =0 ise X e space-like vektdr,

iii) <f( X >IL =0 ve X #0 ise X enull vektdr adi verilir.

Teorem 2.3.7. W, V Lorentz vektdr uzaymin bir altuzayr olsun. Bu durumda

asagidaki onermeler denktir.

i) W light-like dir.
ii) W light-like vektor icerir fakat time-like vektor igermez.

iiiy WNI=F-{0} dir. Burada F bir boyutlu altuzaydir (burada I', ¥ nin null

konisidir)[12].

Tanim 2.3.4. ile verilen Lorentz i¢ ¢arpimi, I’ Lorentz uzayindaki vektorleri iic
sinifa ayirir: Time-like vektorler (null koni iginde), Light-like (veya null) vektorler

(I" nin iizerinde) ve Space-like vektorler (I' nin disinda) (Sekil 2.3.1).

c space-like

!qu

Sekil 2.3.1 L’ uzayinda vektorler
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Tamm 2.3.8. I’, 3-boyutlu Lorentz uzayi ve X,Y € L’ olsun. Eger

ise X ve Y vektorleri Lorentz anlaminda diktirler denir.

Tanim 2.3.9. X €’ icin X in normu

L L

%], = 2. %)

olarak tanimlanair.

Teorem 2.3.10. X I} olsun. Bu takdirde

i) H)‘(HL >0 dir,
ii) H)”(HL —0< X bir null vektordiir,

— — 112 - =
i) X bir time-like vektor ise | X| =-(X,X) ,

— — 12 - -
iv) X bir space-like vektor ise HXHL = <X,X>]L

dir[2].

Tamm 2.3.11. (V,< , >) bir Lorentz uzay1 olsun. W cV altuzaymi goz Oniine

alalim.

b {.)
i ()
i) ()

w W xW — R pozitif ise W ya space-like altuzay,

v W xW — R, 1-indeksli ve non-dejenere ise W ya time-like altuzay,

v W xW — R dejenere ise W ya light-like altuzay denir.
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Tamm 2.3.12. V' Lorentz vektdr uzayinda biitiin time-like vektorlerin climlesi 7

olsun. U €7, i¢in {X € z':<U,X>]L < O} climlesine 7 nin U yu ihtiva eden time-

konisi denir.

Tamm 2.3.13. I’ uzayinda, sirasiyla,

sf:{ﬁeRf

(P.P) = 1}

Ve

Sekil 2.3.2 L’ uzayinda birim kiireler

Tamm 2.3.14. ¢ =¢(u,v), L' uzayinda bir yiizey olsun. Eger Pe¢(u,v) igin,
{, >L :(o(u,v)‘ngo(u,v)‘P — R bir Lorentz i¢ ¢arpimi ise, ¢(u,v) ye time-like

yiizey denir[12].
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Tamm 2.3.15. o €’ Lorentz uzayinda bir egri olsun. « egrisinin hiz vektorii o

olmak tizere;

i) <0.z,0.:> <0 ise, a time-like egri,
L
ii) <0.z,0.:> >0 ise, o space-like egri,
L
iii) <c.z,0.c> =0 ise, o null egri
L
olarak adlandirilir[12].

Tamm 2.3.16. I’ Lorentz uzayinda 4™ =¢ A ¢ esitligini saglayan 4 matrisine

Lorentz anlamda ortogonal matris denir.

Teorem 2.3.17. Lorentz anlaminda ortogonal 3x3 tipindeki matrislerin climlesi

0,(3) olmak iizere, 4 € O,(3) matrisi i¢in asagidaki ifadeler denktir.

i) 4€0,(3),
i) A"=cde,
iii) A nin siitunlar1 I’ {in bir ortonormal bazini olusturur,

iv) 4, I’ {in herhangi bir ortonormal bazini ortonormal bir baza tasir[12].

Tamm 2.3.18. S" = —£S¢ esitligini saglayan S matrisine Lorentz anlaminda anti-

simetrik matris denir.

Tamm 2.3.19. v=(x,y,z), w=(a,b,c) gibi iki vektdrin, Lorentz anlaminda

vektorel ¢arpimi
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X y z

:(yc—bz,xc—az,ay—bx)
bigiminde tanimlanir[1].

Teorem 2.3.20. I’, 3-boyutlu Lorentz uzaymda dért vektdr i, v, @ ve ¢ olsun. Bu

durumda asagidaki esitlikler dogrudur.

2. 4. Dual Lorentz Uzayinda Temel Kavramlar

Bu béliimde D, 3-boyutlu dual Lorentz uzaymndaki temel tanim ve teoremlere yer

verilecektir.

Tamm 2.4.1. A=a+& a, B=b+Eb D’ olsun. I? uzay! iizerinde,

(4.3)=(a.B)+((ab)+(a" b))
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biciminde dual Lorentz i¢ carpimi tanimlanirsa (]D)3,< , >) ikilisine dual Lorentz

uzayi denir ve D] ile gdsterilir.

Yukarida verilen esitligin sagindaki i¢ g¢arpimlar, R; uzayindaki Lorentz ig

carpimidir. Boylece

D; :{j:ZerS}

a, a e ]Rf}
dir.
Tamm 2.4.2. A=a+Ea’ e D; olmak {izere

a space-like vektor ise Z ya bir dual space-like vektor,

LD}
~
1N}

ii) a time-like vektor ise Z ya bir dual time-like vektor,

light-like (null) vektor ise Z ya bir dual light-like (null) vektor

Q!

iii)

denir.

Tamm 2.43. A=a+Ea’ e D; vektdriiniin normu

-y
<a’ “ >
) —
el

A= (2.7 e

olarak tanimlanan bir dual sayidir.
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Tamm 2.4.4. j,§ € ]D)f olmak tizere j ve E nin dual Lorentz anlaminda vektorel

carpimi

A:DPxD? > D°
(ZE)—)Z/\T?:&ABJrS(;ABJraAE)

olarak tanimlanair.

Yukarida verilen esitligin sagindaki vektorel garpimlar, R; uzaymdaki vektorel

carpimlardir.

Tamm 2.4.5. Z =a+& E € ]D)f olmak tizere, sirasiyla,

Sf:{Z:ZHEE

HZH =(1,0); a.a e R? ve a space-like Vektér}

ﬁZ:{Z:Zsz

HZH =(1,0); a.a e R? ve a time-like Vektér}

climlelerine, dual Lorentz birim kiire ve dual hiperbolik birim kiire denir

(Sekil 2.4.1).
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Sekil 2.4.1 S 12 dual Lorentz birim kiiresi, 02 dual hiperbolik birim kiiresi ve f dual Isik konisi

Teorem 2.4.6. (E. Study) I’ uzaymndaki flE dual hiperbolik ve gf dual Lorentz

birim kiirelerin noktalari, sirastyla, R} Lorentz ¢izgiler uzayindaki yonlii time-like

ve space-like dogrulara birebir karsilik gelirler[14].

Teorem 2.4.7. A=a+& E, B=b+&b D; iki dual time-like birim vektdr olsun.

Z ve E vektorlerinin i¢ ¢carpimi, aralarindaki Lorentz ac1 ® olmak lizere,
<j, §> =—cosh®
dir[14].

Tamim 2.4.8. j ve E dual time-like birim vektdrlerine karsilik gelen yonlii time-

like dogrular arasindaki hiperbolik ag1 ¢ ve en kisa uzaklik ¢* olmak iizere

P=p+E¢°
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dual sayisina, j ve E vektorleri arasindaki dual hiperbolik ac1 denir (Sekil 2.4.2).

QU
Sy
*

d et

Sekil 2.4.2 Yonli time-like dogrular arasindaki dual hiperbolik a1

Teorem 2.4.9. A=a+& E, B=b+&b e D; iki dual space-like birim vektdrler ve

Sp{j,a time-like olsun. Bu durumda, j ve E vektorlerinin Lorentz i¢ ¢arpimi
<Z, §> =cosh ®
dir[ 15].

Tamm 2.4.10. Z ve E dual space-like birim vektdrlerine karsilik gelen yonlii

space-like dogrular arasindaki merkez ag1 ¢ ve en kisa uzaklik ¢* olmak tizere
D=p+E¢°

dual sayisina j ve E vektorleri arasindaki dual merkez ag1 adi verilir (Sekil 2.4.3).
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Sekil 2.4.3 Space-like dogrular arasindaki dual merkez ag1

Teorem 24.11. A=a+Ea’, B=b+Eb" <D’ iki dual space-like birim vektorler ve

—

Sp{j,a space-like olsun. Bu durumda, 4 ve B vektdrlerinin Lorentz i¢ carpimi
<Z, §> =cos®

dir[15].



BOLUM 3. E*, 3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA BIiR
PARAMETRELI KURESEL HAREKETLER

3. 1. Sabit Bir Nokta Etrafinda Donmeler, Kiire Hareketleri

Kat1 (uzaysal) bir cismin 0yle hareketlerini géz Oniine alalim ki, bu hareketlerde bir
O noktas1 sabit kalsin. Bu takdirde, sabit bir O noktasi etrafindaki hareketlerden
bahsedilebilir. O sabit noktasi etrafindaki boyle bir harekette kati cismin her X
noktasi, O donme merkezine olan uzakligini korur. Bu sebepten O noktasindan
gecen OX birlestirme dogrularinin hareketlerini inceleyebiliriz. Bir O noktasindan
gecen dogru ve diizlemlerin tiimiine tepe noktas1 O olan ¢at1 adim1 verelim. Boylece
sabit bir O noktas1 etrafindaki hareketler O catisindaki hareketlere denk olurlar.
Simdi tepe noktas1 O olan bu ¢atinin, merkezi O olan bir kiire ile kesitini géz oniine
alalim. Bdylece her cati 1511 kiireyi, karsiliklt bir ¢ift noktada keser. Ama biz O
noktasindan gecen cat1 1smlarimi yonlendirirsek, cati 1sinlart ile kiire noktalar
arasindaki esleme birebir olur. Bir ¢att diizlemi kiirenin bir biiyiik dairesine karsilik
gelir. Bir cat1 sekli genellikle kiire iizerine ¢izilmis bir sekle doniisiir. O merkezli

catinin ayn1 merkezli kiire ile kesismesinde metrik bagintilar da mevcuttur.

Catilarin her hareketinde, ayn1 merkezli kiire kendi i¢inde hareket eder. Bu takdirde
kat1 ve kiiresel bir seklin kiire lizerinde hareket ettigini kabul ederek, kiire tizerindeki
bir hareketten bahsedebiliriz. Hatta hareketli bir H kiire ylizeyinin sabit H' kiire
yilizeyi lizerinde hareket ettigini de kabul edebiliriz. O sabit noktasi etrafindaki
serbest hareket ve dolayisiyla kiire iizerindeki serbest hareket {i¢ parametreye

bagimlidir: Bu parametreler ii¢ serbestlik derecesini meydana getirir.
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3. 2. Kiire Uzerindeki Bir Hareketin Gosterilmesi

Ayn1 merkezli ve birbirine gore hareketli H ve H' kiire yilizeylerini veya bunlara

bagli ayn1 O tepe noktasina sahip birbirine gore hareket eden ortonormal catilari,
sirastyla, {O; eT, ej, ej} ve {O; eT', (Z, Z;} ile gosterelim. Bu ortonormal catilar,

sirasiyla, H hareketli ve H' sabit kiirelerinin temsilcileri olarak kabul edilecektir.

Boylece

<€,€>=<Z,Z;>=5,,={ é :j (32.1)

dir. Burada hareketlerimizi bu sistemlerden birine (hareketli veya sabit) izafe
edebilirdik. Ancak daha genel olmasi i¢in bu sistemlerden herhangi birini ayricalikli

kabul etmeyip iiglincii bir sistemi yani
- 17 = ]
(rr)=6,=4 7" (322)

olacak sekilde {O; ;1, g, 73} (izafi) sistemini ele alalim ve biitlin hareketleri, bu izafi

sistemine gore verelim. Her ii¢ eksen sistemi, ortak O baslangi¢c noktasina sahip ve
aynt yonde yoOnlendirildiklerinden dolayr O noktasi etrafindaki donmelerle,

sistemlerden birinden digerine gegilebilir. O halde
_ 3 . . 3 .
n=a.e r=2dye (j=12,3) (3.2.3)
k=1 k=1

lineer doniisiimleri mevcuttur. Burada [a jk] ve [a;k] has ve ortogonal matrislerdir

ve sirastyla H ve H' de belirlenmis olan eksen sistemlerinden izafi sistemine gegise

karsilik gelirler. Boylece
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3 3
Zaijaik :Zajl @y =0y (3.24)
i1 =

bagintilar1 vardir.

a;, ve a, katsayilar bir ¢ reel parametresinin uygun fonksiyonlar1 olmak lizere H

nin H' ye gore (veya tersine) bir parametreli bir kiire hareketi elde edilir. Burada

yine a, , a; katsayilarinm, yalnizca siirekli degil ayn1 zamanda istenilen mertebeye
kadar tiiretilebilir olduklarini kabul ediyoruz. Bu sekilde tanimlanmis olan harekete,

kisaca O etrafindaki bir parametreli D, donme hareketi ad1 verilir.

Simdi 7, vektorlerinin, sirasiyla, H ve H' kiirelerine gore diferensiyellerini

hesaplayalim. Eger (3.2.3) denklemini géz Oniine alirsak
- 3 — - 3 .
dr,=Y daye, —, d'r;=)da,é (3.2.5)
k=1 k=1

elde edilir. Burada da , da’, ifadeleri, bir degiskene gére tam diferensiyeller olup
a ve a vektorleri sabittir. [ajk} ve [a(']‘k} matrisleri, has ortogonal matrisler

oldugundan, (3.2.3) denklemlerinden dolay1
ekzzalkrl ’ ellczzallkr} (3.2.6)
=1 =1
yazilabilir. Bu son denklemler (3.2.5) de yerlerine yazilirsa,

d@zZalkdajklfl=Za)illf, (3.2.7)
I=1

k,l=1
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elde edilir. (3.2.4) in diferensiyeli alinirsa, [a)j,} nin bir anti-simetrik matris

oldugu, yani

o, +w;=0 (3.2.8)

bagintisinin saglandig1 goriilebilir. Burada @, =0 oldugundan, [a)l]} matrisinin

bilesenlerini i, j,k indislerinin i, j,k =1,2,3; 2,3,1; 3,1,2, siralaniglarini
o, =, (3.2.9)

ile gosterelim. Bu gosterimle H ye gore degisimler icin, tiirev denklemlerinin

asagidaki anti-simetrik sistemi elde edilir.

dn=w,n, -,
dr,=—-w,rn+ o, (3.2.10)

dry,=w,1—o,r,.

H' ye gore degisimler i¢in benzer sekilde hareket edilerek asagidaki sistem elde

edilir.
N A P
d'n=w,n-wr,
" ' '
d'r,=—w,1 + o, (3.2.11)

N A '
d'r,=01n—-or,.

Buradaki @,, @ biiyiikliikleri, bir degiskenli, lineer diferansiyel formlardir. Yani

dir.
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(3.2. 10) ve (3.2.1 1) denklem sistemleri yerine kisaca

—

dr=w. 1~ , dr=o,r-or (3.2.12)

(i,/,k=1,2,3;2,3,1;3,1,2)
yazilabilir.
3. 3. Bir D, Hareketinde Hizlar

[zafi sistemine gore koordinatlart x,, x,, x, olan herhangi bir nokta X olsun. Bu

durumda,
ﬁ=}=x1;1+ng+x3g (3.3.1)
olarak yazilabilir. Eger X noktas1 6zel olarak birim kiire iizerinde ise
xX=xl+xl+x2 =1 (332)
dir.

Simdi (3.2.10) ve (3.2.11) tirev denklemleri yardimiyla X noktasinin H ve H'

ye gore degisimlerini hesaplayalim. H ye gore degisimi
dx=x dr,+x, dr,+x, dr,+r, dx,+r, dx, +7, dx, (3.3.3)
veya
dx =(dx, —x, @, +x,@,) 1, +(dx, = x, 0, + x, @, )1, +(dx, —x, 0, +x, 0 )1, (3.3.4)

dir. Boylece X noktasinin relatif hiz vektorii (X in H ye gore hizi)
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y=ax (33.5)

dir. 1: =0 yani dx=0 ise, X noktast H de sabittir. O halde X in H de sabit olma

sarti

dx, = x, 0, — x; ,,
dx, = x, 0, — X, @, (3.3.6)

dx, =X, 0, — X, @,
denklemleri ile ifade edilir.
Benzer sekilde X in H' ye gore degisimi
d'x = (dx, — x, @, +x, @) 1, +(dx, — x, @]+ x, @, ) r2 +(dx, —x, @ +x, @)1, (3.3.7)

seklinde elde edilir. Bu takdirde mutlak hiz vektorii (X in H' ye gére hizi)

T (33.8)

dir. vj =0 veya d'x=0 ise, X noktast H' de sabittir. Boylece X in H' de sabit

olma sart1 olarak asagidaki denklemler elde edilir.

_ i '
dx, =x, 0; — X, @,
_ ' '
dx, = x, 0/ — x, @, (3.3.9)

_ ’ ’
dx, =x, 0, —x, @).

Eger X noktast H de sabitise, X in H' ye gore hizina X in siiriikklenme hizi denir

Ve
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—

d (3.3.10)
vV, =——m-H 3.
T dr

ile gosterilir. Bdylece (3.3.6) ve (3.3.7) denklemleri goz niine alinirsa,

— —_—

dox=(y, %, —w, )0+ (v x —v, x5+ (v x, —w, x)n (3.3.11)
bulunur, burada v, = @ — @, dir. Eger
V=W R T (33.12)
Pfaff vektori ele alinirsa, (3.3. 1 1) denklemi
d x=yAx (3.3.13)

olarak elde edilir.

Bu formiilii geometrik olarak yorumlamadan once, siiriiklenme hiz1 i¢in, yani ona

karsilik gelen df;c degisimi igin, (3.3.4) ve (3.3.7) denklemlerinden
d x=d'x—dx (3.3.14)
oldugu kolayca goriilebilir. Bu ifade eder ki

v, =V, +V (3.3.15)

dir. Simdi 1; Pfaff vektori ve (3.3.13) denkleminin anlamin1 6grenmek igin 6nce

Darboux donme vektoruniin 6nemini belirtelim.
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Bir eksen etrafinda bir donme hareketini goz oniine alalim. Kabul edelim ki bu eksen
koordinat sisteminin baslangic noktasindan gecsin ve eksenin yonii de bir d

vektoriiyle verilsin ve donme hareketi w = iHEH acisal hizi ile meydana gelsin. Yer

vektorii OX =x olan bir X noktasin1 bu donme hareketinin etkisine tabii tutalim

(Sekil 3.3.1). Bu noktanin hiz vektori v olmak iizere

v=dAx (3.3.16)

dir. Bu son denklem ifade eder ki v vektorii, hem x hem de d ye diktir. Ayrica v

nin normu i¢in, d ile x arasindaki a¢1t @ ve X in donme ekseninden uzaklig1r r

olduguna gore,

—

V) X

2

sinad=xar (3.3.17)

bagintis1 gegerlidir. Buradan, v nin gercekten d ekseni etrafinda +d acisal hiz1 ile
donmede X noktasinin hiz vektorii oldugu sonucu elde edilir. Burada d nin yonii
donme yonii ile iligkilendirilebilir. Bu sebepten 1; vektoriine, bir parametreli D,

donme hareketimizin ¢ anindaki donme vektdorii diyebiliriz.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 3.3.1. Bir parametreli bir D, donme hareketinde, ¢ aninda, hareketli
sistemin her X noktasi i¢in sonsuz kiigiik bir donme hareketi meydana gelir. Bu

dénme hareketinde y Pfaff vektdrii Darboux dénme vektdriiniin roliinii oynar.

Burada X noktasinin d f;c ilerleme vektorii (3.3.13) ile verilmistir[10].

Simdi 1; donme vektorii dogrultusunda bir 13 birim vektoriinii hesaplara dahil

edelim.

p=1 (3.3.18)
oldugundan dolay1

v =pJvi vyl vyl (33.19)
dir, burada

v =y =i+ +p) (33.20)

dt zaman araliginda donmeyi meydana getiren sonsuz kii¢iik donme agisin1 gosterir.
OP = ; ile birim kiire lizerinde gosterilen P noktasi ani donme poliidiir. Yani P
noktas1 gergekte, siirliklenme hizinin sifir olmasi ile karakterize edilmistir. Ger¢ekten

(3.3.13) e gore,

wAax=0 , x’=1 (3.3.21)
sart1 ancak

(3.3.22)

=

Il

[+
<
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oldugu zaman saglanir. P doénme polii ile onun P karsi noktas: ¢ aninda sabit

kalirlar. Bundan sonra kiirenin iki karsi noktasindan sadece birini dikkate alinacaktir.

—

v ve x=0X vektorleri, birim kiirenin P, P ve X noktalarindan gecerek onu bir
biiyiikk dairesi boyunca kesen bir diizlem meydana getirirler. X noktast H de
belirlenmisse, (3.3.13) geregince X in d f;c ilerleme dogrultusu bu biiyiik daireye

dik olur. Boylece, asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 3.3.2. Bir parametreli bir harekette kiire iizerinde, her anda, siirikklenme

hizlart sifir olan bir ¢ift P, P karsi nokta (P donme polii ve onun P Karsi noktasi)

vardir. Yani bu noktalar, ¢ aninda her iki kiire yiizeyi lizerinde sabit kalirlar[10].

Teorem 3.3.3. Hareketli H kiiresinin her noktasi, ¢ aninda P polii (ve onun P

kars1 noktasi) etrafinda, y : dt agisal hizi ile bir donme hareketi (ani donme hareketi)

yapar. O halde kiire tizerindeki bir parametreli hareket ¢+ aninda H kiire ylizeyinin

tamaminin H' sabit kiiresine gore boyle bir donmesinden ibaret olur[10].

Teorem 3.3.4. Bir parametreli bir kiire hareketinde H hareketli kiiresinin bir X

noktas1 H' sabit kiiresi tizerinde, kiiresel yoriinge normali her defasinda P donme

poliinden (ve onun P Karst noktasindan) gegen bir yoriinge ¢izer[10].
3. 4. Kanonik Izafi Sistemi, Pol Egrilerinin Yuvarlanmasi
Simdi izafi sisteminin

p=r (3.4.1)

olacak sekilde bir 6zel se¢imini hesaplayalim. Boylece ;, 771 ve E ye diktir.

Dolayistyla

(vr)=wi=0,  (y.n)=p,=0 (342)



dir. Bu sartlar da
y, =0 -,

1 1

oldugundan dolay1

!

o=0 , o=
sartlarina esdegerdir. O halde ani donmenin sonsuz kii¢iik donme agis1
Y=y,

seklinde olur. Boylece ani donme vektorii

v =y, =(a)-a,)n
dir. Bundan sonra daima
w3 #0

kabul edilecektir.
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(3.43)

(3.4.4)

(3.4.5)

(3.4.6)

(3.4.7)

izafi sistemi (3.4.1) sartiyla heniiz tek anlamli olarak tespit edilmis degildir. Ciinkii

(3.4.1) sartina uygun olarak elde edilen sistem, ;3 ekseni etrafinda keyfi olarak

dondiirtilebilir. Simdi bu serbestiyet derecesini ;1 ve Z yi 0zel sekilde se¢mek icin

kullanalim. Bu amagla elde edilen sistemi ;=;3 ekseni etrafinda @ agis1 kadar

dondiirelim (Sekil 3.4.1). Bu takdirde
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- *
72
N
r2
(7
i n
Sekil 3.4.1 Dénme eksenleri
1 =cos@r +sinfr,,
r, =—sin@r +cosfr,, (3.4.8)

i =h

bagntilar1 yazilabilir. Burada dondiriilmiis olan {igayakls, {0; rl*,rz*,r;‘; ile

gosterilmistir. Bu yeni sistem i¢in (3.2.10) ve (3.2.1 1) formiillerine karsilik gelen

tirev denklemleri

* ok *_*. [ y*_*._ 1% x
ar, =w,r, —o;r, , drn=o/r - (3.49)

(i,/,k=1,2,3;2,3,1;3,1,2)
dir. Simdi @ lardan @ larin nasil hesap edilecegini, yani sistemin & agisi kadar

donmesinde @ larin @" lara ne sekilde doniistiigiinii inceleyelim. Eger (3.2.12) g0z

Ontine alinirsa
dr’ = (—sin02+cosﬁg)(a}3 +d0)—(~w,sin 0+ @, cos O)r, (3.4.10)

yazilabilir. Bu da (3.4.8) den dolayn,
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d?z(ag+d0);;—(—wlsin0+wzcosﬁ)g (34.11)

seklinde yazilabilir. Diger taraftan (3.4.9) a gore

dr' =} r; -l 1 (3.4.12)
dir. Bu son iki denklemdeki katsayilar karsilastirilirsa,

o, =—w sinf+w,cos0 , @, =w,+d0 (3.4.13)

bagmtilar1 bulunur. Benzer sekilde hareket edilerek d 773* nin iki ifade sekli

olusturulur ve yine katsayilar1 karsilastirilarak,
@ =, cosf+ w,sinf (3.4.14)

bagintis1 bulunur. Demek ki, eksen takiminin bdyle bir donmesinde, Pfaff formlar

ayni ;1, r: birim vektorleri gibi donisiirler.
Simdi izafi sistemimizi normlamak i¢in & dénme agisini,
@ = cosf+w,sinf =0 (3.4.15)

bagintis1 saglanacak sekilde secelim. Bu &€ donme agisi i¢in bir sart denklemini
gosterir. Simdi yardimer sistemi Z etrafinda yukaridaki sart denklemini saglayan &
acgist kadar dondiiriilmiis olarak kabul edelim ve bu dondiirilmiis sistemin

gosterilmesindeki (*) yildizlar1 tekrar kaldiralim.

Boylece kanonik izafi sistemimize ait tlirev denklemlerinin sistemi (3.4.4) ve

(3.4.15) den dolay1 asagidaki sekilde olur.
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H ye gore degismeler igin

d2:w3g_wz 7,
dr, = —w,r, (3.4.16)

dg =0, E
ve H' ye gore degismeler i¢in de

d"’l :a)3’ nL—-—wn,
" e
d'r,=-w;m, (3.4.17)

~ -
d'ry=aw,1

bagintilar1 gegerli olur.

—

p= ;3 vektorii hareketli A kiiresi tizerinde, bir parametreli D, hareketinin hareketli
pol egrisi diyecegimiz bir (P) egrisi ¢izer. (3.4.16) nin son formiililne gore 771
vektorii (P) nin P noktasindaki teget birim vektorii olur ve @, =ds de (P) nin yay

elementini ifade eder.

—

p= ;3 vektoriiniin ug¢ noktasi ayn1 sekilde K’ kiiresi lizerinde, P noktasindaki birim

tegeti 771 ve yay elementi @, =ds’ olan, (P') sabit pol egrisini ¢izer.
Boylece asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 3.4.1. P donme polii hareketli ve sabit kiireler iizerinde, sirasiyla, (P) ve

(P') pol egrilerini ¢izerken sahip oldugu hiz vektorleri daima birbirinin aynidir[10].

Teorem 3.4.2. Bir parametreli kiiresel bir D, hareketinde, H mnin kiiresel (P)
hareketli pol egrisi H' niin (P’) sabit pol egrisi tlizerinde kaymaksizin

yuvarlanir[10].



BOLUM 4. D -MODUL’DE BiR PARAMETRELI HAREKETLER

4. 1. Dual Kiire Uzerindeki Bir Hareketin Gosterilmesi

R’ de sabit ve hareketli sistemler, sirasiyla, H' ve H olsun. H' ve H sistemlerinin

—_— — —

ortonormal koordinat sistemleri de, sirasiyla, {O'; el ,e;,eg} ve {O; el,ez,e3} ve

(ehe])=(ene)=5, 1<ij<3,

g

olsun. H' ve H aym sekilde yonlendirilmis olsun. Yani bir has ortogonal
donilisimle birinden digerine gecilebilsin. H' sistemini sabit olma gibi bir
ayricaliktan kurtarmak i¢in H nin H' ye goére H/H' hareketi, hem H' ye hem de

H ya gore hareket eden H, sistemine oranlanir. Bu lgiincii sisteme izafi sistemi

denir. H, deki ortonormal koordinat sistemi
{Q;fq,rz,fg} ; <f:-,r,->=c2-j 1<i,j<3

olsunve H,, H' ve H ile ayn sekilde yonlendirilmis olsun.

—_—

Teorem 2.2.26 geregince e , e, ., (1<i<3), eksenlerine D-Modiilde, sirasiyla,

l l

ayni M merkezli K, K' ve K, birim dual kiirelerinin dual noktalar1 karsilik
geleceginden H,/H', H,/H dolayisiyla H/H' hareketleri, sirasiyla, K,/K',
K,/K ve K/K' dual kiiresel hareketler veya dual dénme hareketleri olarak

incelenebilir.
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K', K ve K, birim dual kiirelerinin ortak merkezi M olsun. Bu birim dual kiireye

siki sikiya bagli ortonormal baz sistemleri de, sirasiyla
WLEELE|, (ME.ELE| ve [M:R,R.R,)

olsun, burada

El=e+Ee , E=e¢+Ee , R=r+&r , 1<i<3
e =MO'ne , e =MOne, , rr=MQAnr,

dirlar. Bu baz sistemleri de ayni yonlii olurlar. Yani bir has dual ortogonal

dontisiimle birinden digerine gegilebilir. O halde bu doniisiimler, M etrafindaki dual

donmelerdir.

A-[4]ve 7-[ 7

. l]} 3x3 tipinde has ortogonal dual matrisler olmak iizere

E=AR ve E=AR (4.1.1)

yazilabilir, burada

dual stitun matrisleridir.

A ve A has ortogonal dual matrislerinin elemanlar t=t+E&¢ dual parametresinin

yeteri kadar tiiretilebilen fonksiyonlaridir. Burada aksi sOylenmedik¢e ¢ =0

alinacaktir. Boylece bir parametreli hareketler s6z konusudur.



A ve A' has dual ortogonal matrisler olduklarindan
~T ~ ~T ~
A A=1ve A 4 =1
dir. O halde ¢ reel parametresine gore diferansiyel alinirsa
~T ~ ~T ~
dA A+A dA=0
elde edilir. Buradan

T o~ T o~ T
dATA:—(dATA)

yazilabileceginden dolay1

0 o -Q
Q=d4 4=|-Q, 0 Q
Q O 0

dual matrisi, bir anti-simetrik matristir. Benzer sekilde,

Q-0

O =dd 4 =|-O o

Q -

dir, burada

_ * O r
Q=0+fw ve Q=0+Eo ,

seklinde dual Pfaff formlar1 (1-formlar) dir.

1<i<3,

47

(4.12)

(4.13)

(4.1.4)
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K,/K ve K,/K' dual donmelerinde E ortonormal dual baz vektorlerinin

degisimleri incelenirse, (4. 1. 1) denkleminden

~ ~T

R=A EveR=AE
yazilabileceginden, K,/K bir parametreli dual dénme hareketi igin
~ ~T~ ~T ~ ~T ~~ o~ o~
dR=dA4 E+A4 dE=dA AR=QR (4.1.5)
0

elde edilir. Benzer sekilde K,/K' dual désnme hareketleri igin, degisimler “d’” ile

gosterilirse
dR=Q'R (4.1.6)
dir.

(4.1.5) ve (4.1.6) denklemleri reel ve dual kisimlarina ayrilirsa, reel kisimlar,
sirasiyla, H,/H ve H,/H' bir parametreli uzay hareketlerinin, dsnme kismui ile

ilgili Pfaff formlarin1 verir. Genellikle R* de her H/H' hareketi ile bir “ D> donme

ve bir “§ ” kayma hareketi ilgilidir.
K, birim dual kiiresi lizerindeki bir X noktasi

X=X R (4.1.7)

seklinde ifade edilebilir. Burada X noktasmin, {M ; Rl,Rz,R3} izafi sistemine gore

koordinatlari
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X+ X2+ X2=(1,0) , X,=x,+Ex , 1<i<3

dir ve

seklinde bir dual siitun matristir.

X noktast, K, birim dual kiiresinin keyfi hareketli bir noktasi olsun. K,/K ve

K,/K' dual dénmelerine gore )7 birim dual vektoriiniin degisimleri, sirasiyla,
= ~T~ ~T ~ ~ o~~~ ~T ~
dX=dX R+X dR, dR=QR, Q=dA A4
ve
= ~T ~ ~T ~ ~ o~~~ o~ ~T ~
d'X=dX R+X d'R, d'R=Q'R, Q' =dA" A
dir. (4.1.5) ve (4.1.6) formiillerinden de, bu degisimler igin, sirasiyla,
= ~T ~T ~\ ~
dXz(dX iy Q)R (4.18)
ve
= ~T ~T ~\ ~
d'X:(dX X Q')R (4.19)

elde edilir.
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X noktasinin K ve K' birim dual kiireleri tizerinde sabit kalma kosullari, sirastyla,

d X = 0ved X = 0 olacagindan bu kosullar i¢in
dX'=X'Q' ve dX =X Q'
veya
dX=QX ve dX=Q'X (4.1.10)
ifadeleri elde edilir.

Simdi X noktast K iizerinde sabit kabul edilsin. Yani X dogrusu H da sabit olsun.

O halde K/K' hareketinde X in K’ ye gore d f} ile gosterilen degisimi, (4.1.9)

denkleminde dX =-X O koymakla elde edilir. Boylece

d,X=X'(0'-Q)k (4.1.11)
dir.
Bilesenleri
T,-0-G , 1<i<)
olan yeni bir
P = y+E 17

dual vektorii géz oniine alinirsa,
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d,X=¥YrX (4.1.12)

seklinde yazilabilir.

=

¥ dual vektoriine K/K' hareketinin ani dual Pfaff vektorii de denir. ¥ niin v reel

ve 1,7 dual kisimlart K/K' dual dénme hareketine karsilik gelen H/H' uzay
hareketinin, sirasiyla, ani donme ve ani kayma Pfaff vektorlerine karsilik gelirler.

Hareketin, sirf donme ve sirf kayma olmamasi igin aksi soylenmedikge J 0 ve

v #0 almacaktur.

w#0
olmak iizere,

7l
seklinde yazilabildiginden,

P= ; +& ;

birim dual vektorii =1 ¢arpan farki ile tek anlamli olarak belirlenmis olur. Burada
[7-vev -
ani dual donme agisidir.

$ ani dual donme vektori ile birim dual kiirenin ani dual donmesi belli olur. Bu

dual donme, P dénme polii etrafinda ¥ dual ani dénme acis1 ile olusur.
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¥ dual vektorii R® ¢izgiler uzayinda P ekseni etrafinda olusan ani helis hareketini

belirtir. Burada v/, P etrafinda sonsuz kiigiik donme agisin1 ve w~ da I% boyunca

sonsuz kiiclik kayma uzunlugunu gosterir. Bu ani helis hareketinin adimi

v
7

dir.
Boylece asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 4.1.1. Bir ¢ aninda bir parametreli H/H' hareketi, H hareketli sisteminin

H' sabit sistemine gére P ani helis ekseni etrafinda & adimli sonsuz kiiciik bir ani

helisel hareketinden ibarettir[9].

Teorem 4.1.2. Bir parametreli H/H' uzay hareketinde H nin (003) noktast H' de

yoriingeler ¢izer. Bu noktalardaki ani yoriinge normalleri devamli bir lineer 1sin

kompleksi olustururlar[9].

Teorem 4.1.3. Bir parametreli H/H' hareketinde, H' niin bir dogrusu H nin bir

noktasinin yoriingesini dik olarak keserse, bu dogru aym1 zamanda H vya ait

diisiiniilen, kendisinin biitiin noktalarinin yoriingeleri i¢in de normal olur[9].

Ani helis hareketine bagli lineer 151n kompleksinin denklemi

)+l

dir ve bu kompleksin adimi da
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dir. £ =0 i¢in, ani helis hareketi ? ekseni etrafindaki sirf donmeye dejenere olur.

Helis hareketine ait 151n kompleksi de dejenere olarak ekseni ? olan 151n demetinden

ibaret olur.

1; =0 igin (4. 1. 12) ifadesi reel ve dual kisimlarina ayrilirsa
df)?:ﬁ ve de(::l/‘/:/\;c

oldugu goriiliir. Buradan H/H' hareketinde ):( dogrusunun kendi dogrultusunu

degistirmedigi sonucuna varilir. Demek ki 1; =0 olmast “S” kayma hareketlerini

karakterize eder.

4. 2. Kanonik Koordinat Sistemi ve Eksen Yiizeyleri

k #0 kosulu altinda 1%:}!2 olacak sekilde yeni bir izafi sistemi se¢ilmis olsun.

P =R, olmasi,

olmasini gerektirir. Bu takdirde hareketin adimi

k=¥
Vs

olur.
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Secilen izafi sistemi ?’ = ;{A: kosulu ile tek anlaml1 olarak belirlenmemistir. Ciinkii bu

sistemin Rf etrafinda keyfi olarak donebilme olanagi vardir. Yani {Q; Z,IS i 33}

izafi sistemi P ekseni etrafinda helisel hareket yapabilir. Bu serbestiyet derecesi E

ve kvz nin 0zel olarak secilmesi i¢in kullanighdir.

N —_—

R, ve R, eksenleri R:3 etrafinda @ =p+E¢ dual agis1 kadar aym yonde

—

dondiiriilsiin ve yeni sistem {Z\A] ; E, 1<i<3) ile gosterilsin (Sekil 4.2.1). Bu sistem

i¢in

E:cos5z+sin&)ﬁ;,
Rzzz—sinéfl+cos&)R:2, (4.2.1)
R-%
bagintilar1 yazilabilir.
R, = R,
R,
; Z
R R

Sekil 4.2.1 Dual déonme eksenleri

~ ~T ~ ~T
BB =1ve B'B'" =1

olmak lizere
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olarak ifade edilebilir. E, (1 <i< 3), birim dual vektorlerinin £ ve E’ sistemlerine
gore degisimleri, sirasiyla,

dR=dB'BR . dR=dB B'R

veya

denirse,

dir. Burada bilindigi gibi Q ve 5 anti-simetrik dual matrislerdir.
dR=QR ve d'R=Q'R

olduklarindan,

R, =COS®§;+Sin€)§;

J—

Rﬁ3:R3

ifadelerinden diferensiyel alarak, 3, a ve i dual 1-formlar1 (N21 , fl: ve 53 dual

1-formlar cinsinden ifade edilebilir. ( 4.2.1 ) denkleminden

a’?l:cos&)d}!ﬁ—cl{IV)sin(ﬁf)]?l+sin&)dR:2+a’&)cos&)l’€z2
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yazilabilir. Son denklem ve (4.1.5) denkleminden

Q3R—2_§2Ri:cosa>(gzz_qi)_d&>sm&ﬁ
+d&)cos&)R22+sin&)(—ﬁ;Rﬁ+ﬁ:Rz3)

E(—sin@fﬁrcosa)z)—ﬂﬁzi :(—sina)ﬁ; —d® sina))R1

=

+(COSEIV)§2:+d&)COSE))§:

+(—cosCT)§)v2 +sinCT)ﬁ/l)l?t73
bulunur. Bu takdirde son esitlikten

sz:cos&)ﬁ;—sin&DﬁJ1
0,

Q+dod

oldugu agiktir. E = E icin de benzer iglemler yapilirsa

Q, = cos&)ff1 +sin<f>ﬁ§
elde edilir. 3 =0 olacak sekilde O = @+ & ¢ dual agisini belirlemek miimkiindiir:

Q=00 =cospw,+singpw,

_* * . * P
® =cospm +sinpw, +¢ w, =0

denklemlerinden @ dual acis1 tespit edilebilir. Bu takdirde hesap edilen @ dual agisi

kadar, dual kiire iizerinde bir dual dénmenin veya R’ de helisel hareketin yapildig

kabul edilir ve “~ " isareti sadelik amaci ile kaldirilirsa,

dR=OR ve dR=Q'R
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ifadeleri, sirasiyla,

dR, |=| -O, R, (422)
dR,| | @ R,
ve
dR | [0 & -O||R
dR, |=|-Q/ 0 0 ||R (4.23)

olur. Ayni sekilde (4.1.10) ifadeleri de

dX, 0 9 -O||xX
dX,|=[-Q, 0 0 |]|X, (4.2.4)
dx,| | 0 0 ||X
ax | [ o @ -a]|x]
dX,|=|-9% 0 0 ||xX, (42.5)
dX,| | 0 0 ||X,

seklinde olur.

—_—

R, = P birim dual vektorii, hareketli K birim dual kiiresi iizerinde (P) hareketli

dual pol egrisini ve sabit K' birim dual kiiresi lizerinde de (?’ ) sabit dual pol

egrisini gizer. H/H' hareketi yapilirken bu pol egrileri birbiri {izerinde yuvarlanirlar,

yani dual yay uzunluklar1 ayni kalarak P noktasinda birbirlerine teget olurlar.
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Dual pol egrilerinin H ve H' uzaylarindaki karsiliklart H/H " hareketinin eksen

yiizeyleri denen iki regle yiizeydir. Burada (ﬁ) ye karsilik gelen hareketli eksen

=

yiizeyi P ani ekseninin H hareketli uzayindaki geometrik yeridir. Ayni sekilde

(IDV’ ) ye karsilik gelen sabit eksen ylizeyi de ? ekseninin H' deki geometrik yeridir.

(IN’) hareketli eksen yiizeyinin komsu iki ana dogrusu T’(r):&(z‘) ve

3

P(t+dt)=R,(t+dr)=R,(r)+dR,(1) dual vektorleri ile bellidir. Aym sekilde (7')

sabit eksen yiizeyinin komsu iki ana dogrusu da P'(t)=R,(t) ve

P'(t+dt)=R,(t)+d'R, () dir.

(4.2.2) ve (4.2.3) formiillerinden dR, =d'R, diir. Boylece her iki eksen yiizeyi

icin komsu ana dogru ortaktir. Yani her iki eksen ylizeyi ortak 75 ana dogrusu

boyunca birbirlerine teget olurlar. Buradan (ﬁ) ve (F’ ) eksen ylizeylerinin P

tizerinde ayn1 merkez noktasina sahip olduklar1 ve dagilma parametrelerinin de

_(9ndr) {d5a) o

= 2 —2
o

Y

@,

oldugu sonucuna varilir.

Boylece su teorem ifade edilebilir.

Teorem 4.2.1. H/H' hareketinin meydana gelisinde, hareketli (INJ) eksen yiizeyi
sabit (?’ ) eksen yiizeyi lizerinde her birine ait sonsuz yakin iki ana dogru ortak

olacak, yani her iki yiizey P ekseni boyunca temas edecek ve merkez noktalari ile

dagilma parametreleri de ayni1 olacak sekilde hareket eder. Bununla beraber her iki
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yiizey genel olarak kaymaksizin yuvarlanmazlar, tam tersine yuvarlanma ile

=

kaymadan olusan bir hareket yaparlar. Burada her seferinde ortak olan P ana
dogrusu etrafinda donme agis1 y, = @; — @, ve kayma uzunlugu y; = @;" —®; olan

ani helis hareketi meydana gelir[9].

H/H' hareketi bir “ D> donmesi ile bir “S ” kaymasindan ibarettir. K ve K' birim

dual kiireleri iizerindeki dual pol egrileri, P= Ri birim dual vektorii tarafindan

cizilir. Bu dual pol egrileri birbiri lizerinde kaymaksizin yuvarlanirlar.

Teorem 4.2.2. Bir H/H' bir parametreli uzay hareketinde eksen yiizeylerinin

kiiresel tasvirleri birbirleri iizerinde kaymaksizin yuvarlanirlar. Eger

ise, (P) eksen ylizeyi (F’ ) eksen ylizeyi lizerinde kaymaksizin yuvarlanir[9].



BOLUM 5. LORENTZ UZAYINDA BiR PARAMETRELI
KURESEL HAREKETLER

Bu boliim ¢aligmamizin orijinal ilk kismini olusturmaktadir. Bu boliimde ilk olarak

iy , 3-boyutlu Lorentz uzayinda bir parametreli kiiresel hareketler tanitilmis ve bu
hareketlerin hizlar1 ve pol egrileri arasindaki teoremlere yer verilmistir. Daha sonra,
bir ¢ok kiirenin birbirine gore kiiresel hareketleri tanitilarak, bu hareketlerin hizlari,

ivmeleri ve ivme eksenleri ile ilgili bagintilara yer verilmistir.

5. 1. Lorentz Uzaymda Kiire Uzerinde Bir Hareketin Gosterilmesi

I. Lorentz kiiresinde, {O; 61,52,63} Lorentz anlamda ortonormal koordinat sistemi

olsun. Bu koordinat sistemine kisaca hareketli koordinat sistemi diyecegiz. Aym

sekilde {0;¢,é),€;} sistemi de L' sabit Lorentz kiiresinde Lorentz anlamda bir

ortonormal koordinat sistemi olsun. Bu koordinat sistemine de sabit koordinat
sistemi diyecegiz. Bu koordinat sistemleri, sirasiyla, I ve I." Lorentz kiirelerinin
temsilcileri olarak kabul edilecektir. Boylece

1, é veya €, space-like
{ Ve e Sp 1<i,j<3

- = =1 =t
< : .>:<e.e.>:5.5.. g = . . ,
v cL | 1L @ veya @) time-like

dir. Bu iki sistemden herhangi birini imtiyazli saymayip bir diger l¢iincii L, ile
gosterilen {O; I ,172,773} izafi ortonormal sistemini ele alalim. Biitiin hareketlerimizi

bu izafi sisteme gore verecegiz. Boylece

1<i,j<3

iy 2 i

<F ﬁ>:g s ; :{1, 7 space-like

-1, 7 time-like
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dir. Kisalik i¢in

€ n €
E=le,| , R=|r,| , E'=le,
- - d/
€; g €3

notasyonlarmi kullanalim. Bu sistemlerin her biri ayni1 sekilde yonlendiginden O

noktasi etrafindaki donmeler ile sistemlerin birinden 6tekine gegilebilir. Boylece

R=AE , R=A'E' (5.1.1)

yazabiliriz, burada 4', 4 € O, (3) dir.

A ve A" Lorentz anlamda ortogonal matrislerinin bilesenleri ¢ reel parametresinin
C” -smifindan tiirevlenebilen fonksiyonlar1 olarak kabul edilecektir. Boylece O

noktas1 etrafindaki harekete bir parametreli 7) Lorentz dénme hareketi adini

verecegiz.

Simdi 7, vektorlerinin, sirastyla, I ve I Lorentz kiirelerine gore diferensiyellerini

hesaplayalim.

Eger (5.1.1) denklemini goz Oniine almnirsa, R nin [ Lorentz kiiresine gore

diferensiyeli

dR=dAE

5.1.2
=dAA'R ( )

dir. Eger S =dA A™" olarak alinirsa, (5.1.2) denklemi

dR=SR (5.13)
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olur. Benzer sekilde, (5.1.1) denklemi g6z oniine alinirsa, R = 4’ E' denkleminden,
dR=S"R (5.1.4)

elde edilir, burada kS":cz’A'(A')_1 dir. Kolayca gosterebiliriz ki S=d4A™" ve
S’ =a’A'(A’)71 matrisleri Lorentz anlamda birer anti-simetrik matrislerdir, yani

§S"=-£Se ve §" =-£8'¢ dir, burada S”, S matrisinin transpozesidir. Lorentz

anlamda anti-simetrik S matrisinin bilesenleri @, (1 <i,j S3) olmak tizere, i, j, k

indislerinin 7, j,k =1,2,3;2,3,1;3,1,2, siralanisini
o, =0, (5.1.5)

ile gosterirsek kolayca elde edebiliriz ki

S=| o, 0 -0 (5.1.6)

dir. Ayni sekilde hareket edilerek Lorentz anlamda anti-simetrik S" matrisi

0 o -
S'=l o, 0 -o (5.1.7)

! ’
-0, o 0
olur.

5.2. 7’ Hareketindeki Hizlar

[zafi sisteme gore koordinatlart x,,x,,x; olan herhangi bir nokta X olsun.
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OX=%=X"R (5.2.1)

vektoriini ele alalim. X noktasi birim Lorentz kiiresi tizerinde bir nokta ise,
5] = = +23 +5 =
X[ =—x; +x;+x; =1

dir. Simdi X noktasinin, sirasiyla, I ve L', hareketli ve sabit Lorentz kiirelerine

gore degisimlerini hesaplayalim.
Eger (5.2.1) denklemi g6z Oniine alinirsa

di=dX" R+ X" dR

yazilabilir. Bu son denklemde, (5.1.3) denklemi yerine konulursa

di=(dX" + X" SR (52.2)

elde edilir. Boylece X noktasinin relatif hiz vektorii (X in L ya gore hizi)

|
e

~

dir. Eger 17, =0 yani dx =0 ise, X noktast IL hareketli Lorentz kiiresinde sabittir.

O halde X in L da sabit olma sart1

X" =-X"S (52.3)

denklemiyle verilir.

Benzer sekilde, X noktasinin " Lorentz kiiresine gore degisimi,
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dX=dX" R+ X" d'R
dir. Bu son denklemde, (5.1.4) denklemi yerine konulursa

d%=(dX" + X" S')R (5.2.4)
elde edilir. Boylece mutlak hiz vektorii (X in L' ye gore hizi)

ax
dt

=T

7=

Q

dir. Eger I7a =0 veya aym sey demek olan dX =0 ise, X noktas1 L' de sabittir. O

halde X in L' de sabit olma sart1 asagidaki denklemle verilir.

dx'=-x"s' (5.2.5)

Eger X noktas1 I de sabit ise X in L' ye gore hizina X in siiriklenme hizi adi

verilir ve

=1

- %
ile gosterilir. O halde (5.2.3) denklemi (5.2.4) denkleminde yerine yazilirsa
df)?:XT‘{’R (5.2.6)
elde edilir, burada W =S8'—S dir. v Pfaff vektorii

V==Y Ry, s, (5.2.7)

olarak alinirsa, (5.2.6) denklemi
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(5.2.8)

QU
~
=l
Il
<
>
=l

seklini alir. (5.2.2) ve (5.2.4) denklemleri goz oniine alinirsa

oldugu kolayca goriilebilir. Bu son denklem ifade eder ki

dir.
Boylece agagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 5.2.1. I’ , Lorentz uzayinda kiiresel harekette, bir X noktasinin mutlak hiz

vektort, relatif hiz vektorii ile siirliklenme hiz vektoriinlin toplamina esittir.

Simdi  Pfaff vektorii ve (5.2.8) denkleminin anlamini daha iyi anlamak i¢in

Darboux donme vektorinin Onemini belirtelim. Bir eksen etrafinda donme

hareketini géz oniine alalim. Kabul edelim ki bu eksen baslangi¢c noktasindan gegsin

ve dogrultusu d olsun. Dénme hareketi @ = 1”67 H acisal hizi ile meydana gelsin. Yer

vektorii OX =¥ olan bir X noktasmi bu donme hareketinin etkisine tabi tutalim ve

bu noktanin hiz vektorii de v olsun (Sekil 5.2.1).

y

L® ‘; gﬁke
0

wn
k=]
o
(]
[¢]
L
=
=
[¢]

9)[[[-902({8

Sekil 5.2.1 Lorentz anlamda Darboux vektorii
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Boylece

<
Il
Uy
>
=

dir. Bu son denklem v, vektériiniin hem ¥ hem de d vektoriine dik oldugunu ifade

eder. Ayrica;

||17|| = Hd” ||)?|| sinha =For

dir, burada ||5c'|| sinha =r dir. O halde v, gergekten d ekseni etrafinda 1”3 H acisal

hiz1 ile o noktanin dénme poliinden uzaklig1 ile ¢arpimina esittir. Bu ise v nin X
noktasinin hiz vektorii oldugunu ifade eder. Boylece y Pfaff vektoriine, bir
parametreli 7, donme hareketinin ¢ anindaki donme vektorii diyebiliriz. O halde

asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.2.2. Bir parametreli 72, donme hareketinde, ¢ aninda, hareketli sistemin

her X noktasi i¢in bir sonsuz kiiciik donme hareketi meydana gelir. Bu dénme

hareketinde y Pfaff vektorii, Darboux donme vektoriiniin roliinii oynar. Burada X

noktasmin & ,x ilerleme vektorii (5.2.8) ile verilmistir.

Simdi ¥ donme vektorii dogrultusundaki p birim vektoriini hesaplarimiza dahil

edelim.
2] =1

oldugundan dolay1

Y =Dy s v
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dir. Burada Wz$”g7/” =\-w] +y; +y., dt zaman arahgnda donmeyi meydana

getiren sonsuz kiiclik donme acgisin1 gosterir (Burada y nin isareti p yOniine

baglhdir). OP = p ile birim Lorentz kiiresi lizerinde gosterilen P noktasi, ani donme

poliidiir. P noktasi, siiriiklenme hizinin sifir olmasi ile karakterize edildiginden

dolayi (5.2.8) denkleminden,

ise

=

Il
+I
g~

dir. P donme polii ile ona karsilik gelen P noktasi bir ¢ aninda sabit kalirlar. WV ve

OX =% vektorleri, birim Lorentz kiiresinin P, P ve X noktalarmdan gecerek onu
bir biiyiik dairesi boyunca kesen, bir Lorentz diizlemi meydana getirirler. X noktasi

L kiiresinde sabit ise (5.2.8) den dolayr X in d,x siriklenme hizi (ilerleme

dogrultusu), bu biiyiik daireye dik olur. Boylece agsagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 5.2.3. Bir parametreli bir harekette Lorentz kiiresi iizerinde, her anda
stiriklenme hizlar sifir olan bir ¢ift P, P noktalari (P donme polii ve ona karsilik

gelen P noktasi) vardir. Yani bu noktalar, ¢ aninda her iki kiire yiizeyi {lizerinde

sabit kalir.

Teorem 5.2.4. Hareketli I kiiresinin her noktas:t ¢ aninda P polii (ve ona karsilik
gelen P noktasi) etrafinda y :dt acisal hiz1 ile bir donme hareketi (Ani donme

hareketi) yapar. O halde kiire iizerindeki bir parametreli hareket, ¢ aninda L. kiire

yiizeyinin tamaminin IL" sabit kiiresine gore boyle bir donmesinden ibaret olur.
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Teorem 5.2.5 : Bir parametreli bir kiire hareketinde I hareketli kiiresinin bir X

noktast L' sabit kiiresi iizerinde, kiiresel yoriinge normali her defasinda P donme

poliinden (ve ona karsilik gelen P noktasindan) gegen, bir yoriinge cizer.
5. 3. Kanonik Izafi Sistemi ve Pol Egrilerinin Yuvarlanmas
Simdi izafi sisteminin

(53.1)

=
I
Bt

olacak sekilde bir 6zel se¢imini hesaplayalim. Eger p =r; almnirsa, p vektori 7, ve

7, vektorlerine dik olur. Boylece (5.2.7) denklemi g6z oniine alinirsa

v, =0, v,=0

elde edilir. ¥ =S'-S oldugundan dolayi, (5.1.5) ve (5.1.6) denklemleri goz oniine

alinirsa

r_ r_
0, =0, 0, =0,

bulunur. Béylece ani ddonmenin sonsuz kiigiik donme agis1

Y=y,

seklini alir. Bu takdirde ani donme

Y=y, =(a)3'_a)3)773

olur. Bundan sonra daima w, #0 kabul edilecektir. izafi sistemi (5.3.1) sartiyla

heniiz tek anlamli olarak vermis degiliz. Clinkii p =7, sartina uygun olarak elde
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edilen sistem 7, ekseni etrafinda keyfi olarak dondiiriilebilir. Boylece elde edilen

sistemi p = r; ekseni etrafinda 0 acis1 kadar dondiiriiliirse (Sekil 5.3.1)

— — %

v, =1

— o

h n

Sekil 5.3.1 Lorentz uzayinda donme eksenleri

R =4(6) R (53.2)
P 7 coshd sinhd 0
elde edilir, burada R" =| 7’ |, R=|F, | ve 4(0)=|sinh® coshd O | dir.
7 7 0 0 1

Bu yeni {0; A ,173*} sistemi, (5.1.3) ve (5.1.4) denklemlerine karsilik gelen
dR*=S"R", dR"=S"R’ (5.33)
tirev denklemlerine sahiptir. Simdi @ lardan @" larin nasil elde edilebilecegini yani

sistemin © agis1 kadar donmesi halinde @ ile @” lar arasindaki bagintiy: arastiralim.

Eger (5.3.2) denklemi g6z oniine alinirsa
dR" =dA(0) R+ A(0) dR

elde edilir. Bu son denklemde (5.1.3) denklemi yerine yazilirsa
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dR" =(dA(6) +A4(0) S) R (5.3.4)

bulunur. (5.3.4) denkleminde, dR* =S" R* ve R" = A(0) R denklemleri kullanilirsa

S A(0)=dA(0)+4(6) S (5.35)

denklemi elde edilir. Bu son denklem matris formunda agik olarak yazilirsa

@} sinh 0 o} cosh -0} | | (@, +d0)sinh@ (w,+db)cosh® —w,coshf—aw, sinh@
@} cosh @ @} sinh @ -o) |=|(wy+d68)cosh (w,+d6)sinh® —w,sinhO—w, coshd
—®, cosh@+wsinh —w,sinh6+w coshd 0 -, ®, 0

oldugu kolayca goriilebilir. Buradan

@, =, cosh+ w, sinh G,
®, = @, sinh @ + , cosh 9,

w;, =w,+d0

elde edilir. O halde eksen takiminin boyle bir donmesinde, Pfaff formlar1 tipk1 7 ve

7, birim vektorleri gibi doniisiirler.

Simdi izafi sistemimizi normlamak i¢in, 6 dénme agisini,

o, =, coshf+w,sinh@=0 (5.3.6)

bagintisini saglayacak sekilde secelim. Bu, 6 donme agisi i¢in bir sart denklemidir.

Simdi yardimcr sistemi 7, etrafinda (5.3.6) denklemini saglayan © donme agisi

kadar déndiiriilmiis kabul edelim ve dondiiriilmiis sistemin gosterimindeki (*)

yildizlari tekrar kaldiralim. Boylece, kanonik izafi sistemine ait tiirev denklemlerinin
sistemi, (5.3.3) ve (5.3.6) denklemlerini g6z Oniine alinirsa asagidaki sekilde

yazilabilir.
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L ye gore degisimler igin,

dr, 0 o -0l 7
an, |=| @, 0 0 ||7A (5.3.7)

di| |0, 0 0 |7

ve L' ye gore degisimler igin

ar 0 o -o|7
d7, |=| o, 0 0 (|7 (5.3.8)

— -
dr, -0, 0 0 ||A

dir.

p =1, vektorii, hareketli I kiiresi lizerinde, bir parametreli Lorentz 2, hareketinin

hareketli pol egrisi olarak isimlendirilen bir (P) egrisi ¢izer. (5.3.7) denklemi goz

Onine alinirsa

dr, ==, 1
esitliginden
dry, dr,
= o=7h
®, ds

bulunur. Bu son denklem ifade eder ki (P) hareketli pol egrisinin birim teget vektorii

"-7 " vektoriidiir ve m, =ds de (P) nin yay elementidir.
Ayni sekilde (5.3.8) denkleminden, p =7 vektoriiniin u¢ noktasi, L' sabit kiiresi
tizerinde, P noktasindaki birim teget vektorii ''-7 "' ve yay elementi , =ds’ olan,

bir (P’) sabit pol egrisini ¢izer.
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O halde (5.3.7) ve (5.3.8) denklemleri goz Oniine alinirsa
dr;=—w,7, ve dT, = -, 7,

olduklarindan P nin L ve L' deki hizlar1 birbirinin aynidir. Bagka bir degisle iki

egri daima birbirine tegettir.
Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.3.1. P donme polii, hareketli ve sabit kiireler iizerinde, sirasiyla, (P) ve

(P') pol egrilerini ¢izerken sahip oldugu hiz vektdrleri her anda birbirinin aynisidir.

Teorem 5.3.1. den dolayr her # aninda (P) nin ¢,, # e karsihk gelen noktalari

arasindaki yay uzunlugu,

s= e

Ve
ds =||dF| dt
dir.

(P') nin ¢, ve ¢, e karsilik gelen noktalari arasindaki yay uzunlugu,
t
o= laefae
fy

\~
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s =]
olur. Teorem 5.3.1 den dF, = d', oldugu gosterilmisti. Dolaystyla
|7 =[la7%]
olur. Bdylece
ds = ds'
bulunur.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.3.2. L’ , 3-boyutlu Lorentz uzayinda, 7, bir parametreli kiiresel harekette
L nin kiiresel (P) hareketli pol egrisi, L' niin (P’) sabit pol egrisi lizerinde

kaymaksizin yuvarlanir.

Bu son teorem bize zamandan bahsetmeden bir Lorentz hareketinin
tamimlanabilecegini gostermektedir. Soyle ki; bir parametreli bir L/L' Lorentz
hareketi, I nin (P) hareketli pol egrisinin, " niin (P') sabit pol egrisi tizerinde

kaymaksizin yuvarlanmasi ile tanimlanabilir.

Teorem 5.3.3. Lorentz uzayinda bir parametreli kiiresel donme hareketinin ters
hareketinde L, L' kiire yiizeyleri ve ayni sekilde (P), (P') kiiresel pol egrileri

rollerini degisirler.
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5. 4. Lorentz Uzayinda Bir Cok Kiirenin Birbirine Gore Hareketleri

I*, 3-boyutlu Lorentz uzayinda bir cismin bir parametreli hareketi

e ST (541

doniisiimii ile verilir, burada 4eS0,(3), X, X' ve U’, 3x1 tipinde matrislerdir.

Ayrica, A4 ve U' matrisleri bir ¢ reel parametresinin C” -sinifindan
diferensiyellenebilir fonksiyonlaridir. ¥ ve X' vektorleri aynt bir X noktasinin,
sirasiyla, I hareketli ve I sabit uzaydaki ortonormal koordinat sistemine gore yer

vektorlerini gostermektedir. ¢ =¢, baslangic noktasinda . ve L’ deki koordinat

sistemlerini ¢akisik kabul ediyoruz.

—_— — —

L ve L' Lorentz kiireleri, sirasiyla, {O; 61,62,63} ve {O'; el',e;,eg} Lorentz

anlamda ortonormal koordinat sistemleri ile temsil edilsin.

Simdi, bu iki koordinat sisteminin birbirine gore durumlarini inceleyelim. (5.4.1)

denkleminden,
X' =AX+U' (54.2)
dir. Bu son denklemde U'=-A4U ve U =-4"'U’ bagntilar yerlerine konulursa
X=A4"X"+U (54.3)
elde edilir. Boylece iki sistem arasindaki koordinat gegisleri verilmis olur.
5. 5. Hizlar ve Ani Donme Ekseni

X noktasinin " sabit Lorentz kiiresine gore hizin1 hesaplayalim. Bunun i¢in (5.4.2)

denkleminin ¢ reel parametresine gore diferensiyeli alinirsa
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X' = AX+AX+U' (5.5.1)
bulunur. Burada

V=X’

¢ 9
°

mutlak hiz olarak isimlendirilir. Bu kisimda ¢ ye gore tiirevler ile gosterilecektir.

X noktasim1 hareketli sisteme gore sabit kabul eder ve (5.4.2) denkleminin

diferensiyeli alinirsa, X noktasinin siiriiklenme hizi
Vi=AX+U' (5.5.2)

dir.

X noktasmin relatif hizi, X noktasinin sabit sisteme gore sabit olmasi yani

stiriklenme hizinin sifir olma durumudur. Boylece relatif hiz

Vi=AX (5.53)
seklinde elde edilir. Bu ifadelerden (Teorem 5.2.1. deki gibi)
V.=V, +V,

oldugu goriiliir.

Simdi her iki sistemde ayni1 anda sabit kalan noktalar1 (pol noktalarini) arastiralim.

Bu noktalar, siiriiklenme hizinin sifir olmasi ile karakterize edildiginden

X'=AX+U'=0
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olmahidir. U’'=-4U oldugundan, U'=— AU — AU g6z 6niine alinirsa,
A AX = A AU U
elde edilir. Boylece pol noktalari i¢in

X'=AX+U'=0 veya A AX = A" AU +U (5.5.4)
olmalidir.

Bu lincer denklem sisteminin ¢oziimii tek degildir. Cinki, A4'4=44"=1,

oldugundan

(4)asar =0 , a4+ a(a")=0

elde edilir. Burada S :(A‘I)A ve S':A(A*I) kabul edilirse, S ve S’ matrisleri

Lorentz anlamda anti-simetrik matrislerdir.

Lorentz anlamda anti-simetrik S matrisinin bilesenleri ),

, (1<i,j<3) olmak
izere, i, j,k indislerinin i, j,k =1,2,3;2,3,1;3,1,2, siralanisi
0, =,

g

ile gosterilirse kolayca elde edilebilir ki

dir.



Benzer sekilde
0 @ -
s=la o -a
@ @ 0
2 2
bulunur. Herhangi bir Q= o, | ve Q'=| @) | i¢in,
; @
SQ=0 , SQ=0

dir. Burada detS =0 ve detS' =0 dir.
A'=cA"e =>det A" =det A=det A"

oldugundan

AcA" = ¢
det Adetsdet A" =dete
(det4) =1

det A=7F1

dir. Yani det 4 = 0 dir.

Boylece S = (A*I)A oldugundan

detS = det(4™) A=det(A4")det A =det 4=0
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(5.5.5)
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bulunur. O halde 4 singiilerdir ve rank(S)= rank(:élj dir. $imdi n=3 ve 4eS0,(3)

durumunda rank;l y1 bulalim.

A€ SO, (3) olmak iizere,
Aed=¢
ifadesinin ¢ parametresine gore diferensiyeli alinirsa
(4")ed+A"e4=0

bulunur.

h=(4")e4
olarak secilirse
h+h" =0
h' =—h

oldugu goriiliir. Bu ifade eder ki / anti-simetrik bir matristir. Bu son denklemden

deth=(~1) deth
deth=0 (5.5.6)

olur. Bu durumda rank h<2 olmaldir. Sayet rank h=r ise, r ¢ift olmak
zorundadir. Ciinkii, # nin biitiin tek mertebeden karesel alt matrislerinin

determinanti sifirdir.
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Simdi 4= (AT )gA esitliginin her iki tarafinin determinant1 alinirsa

deth = det(A.T)detgdetA

elde edilir. Bu son denklem, (5.5.5) ve (5.5.6) denklemlerinden dolay1

det;l:O

dir. Buradan

rank h= rank;l =r

bulunur. n =3 oldugundan dolay1

rank;l =2

dir. O halde sonug olarak, AAX=A"AU+U ve S :(A’I)A denklemleri goz

Oniine alinirsa, (5.5.4) denklemi

_SX =—SU+U

olarak yazilabilir. S anti-simetrik bir matris oldugundan, son denklem

eSTeX =£STeU+U (5.5.7)

seklini alir. Boylece

rank(—S):rankSzrank:4=2 (5.5.8)
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OMudem‘rm%(ﬁiﬁjznmk(4Rl&jznmk2=2 bulunur. O halde (5.5.7)

denklemi soldan ¢ ile carpilirsa
STeX=S"eU+eU

elde edilir. Bu son denklem soldan Q' ile garpilir ve SQ =0 dolayisiyla Q'S" =0

oldugu g6z 6niinde bulundurulursa,

OTsU =0 (5.5.9)
bulunur. Burada @ # 0 kabul edilmistir.

Eger (5.5.5) ve (5.5.8) denklemleri goz oniine alinirsa, (5.5.4) denklem sistemi
coziilebilir ve bir dogru denklemi elde edilir. Bu dogru ¢ aninda her iki sistemde
birden sabit kalan ani donme eksenidir. ¥ bu eksen iizerinde herhangi bir degisken

nokta olmak iizere (5.5.4) sisteminden,

_SY=-SU+U

yazilabilir. Sistemin ¢ézlimiinden, ani donme ekseninin dogrultusunun @ vektdriine
paralel oldugu anlasilir. @ vektoriine agisal hiz vektorii de denir. Bunun bilesenlerini
kolayca hesaplayabilmek i¢cin 4 Lorentz anlamda ortogonal matrisini Euler agilari

cinsinden ifade edelim.

Kayma diisiiniilmeden ii¢ farkli donme hareketiyle hareketli sistemden sabit sisteme

gecilebilir. Boylece

i) e, -ekseni etrafinda ¢ agis1 kadar,
ii) ¢ -ekseni etrafinda € agis1 kadar,

iii) ¢! -ekseni etrafinda y acis1 kadar
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bir donme yapilirsa (Sekil 5.5.1)

£
Y
9 g
2
e,
4
el gl?
Sekil 5.5.1 Lorentz uzayinda 3 donme hareketi
bu donmelere karsilik gelen matrisler, sirasiyla,
coshp sinhgp O 1 0 0 coshy sinhy
A =|sinhp coshp O A4,=|0 cos@ —sind A, =|sinhy coshy 0
0 0 1 0 sinf cosf 0 0

olur. O halde hareketli sistemden sabit sisteme ge¢isteki donme matrisi,

A=A,4,4
coshi cosh @ + sinhy sinh @cos@ coshy sinh ¢ +sinhiy cosh@pcosd —sinhiysinéd
=| sinh i cosh @ + cosh iy sinh ¢cos@ sinhi sinh ¢ + coshy coshpcosd —coshysind
sin #sinh @ sin & cosh ¢ cosd

dir. A" =¢A"¢ oldugundan

coshy cosh @ +sinhy sinhpcosé  —sinhy cosh @ —coshy sinhpcos@ —sinh ¢siné
A™" =| —coshy sinh ¢ —sinh iy coshpcos@  sinhy sinh @+ coshy coshgpcosd  coshpsin @
sin @sinh i —siné&coshy cosd

dir. Buradan S = (A‘1 )A hesaplanirsa



0 —(;)—l/./COSQ

S = —@—y cosd 0

Wcosh(psinﬁ—ésinh(o ;/./sinh(osinﬁ—écoshgo

bulunur.
SQ=0

oldugundan

W, = t/./sinh @sinf — écosh o,
®, =—y cosh@sin@ + fsinh @,

@, =—@—y cosd

bulunur. Ayrica Q' = A4Q ifadesinden

| = gsinhy sin@ —Hcoshy,
®, = (.pcosh wsinf — ésinh v,

; = —l/./— (;)cosH
elde edilir.
§'Q'=0
oldugundan

@, = psinhy sin@ —Hcoshy,
@, = (.pcosh wsinf — ésinh v,

@, =—y—@cost
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1/./cosh(psin9—ésinh(p
—&sinh(psinGJrécosh(o
0
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dir. Boylece Q' ve Q' nm esit oldugu goriiliir.

Simdi ¢ aninda bir X noktasina ait siiriiklenme hizinin, o andaki ani donme ekseni

ile arasindaki bagintiy1 arastiralim. (5.5.2) denkleminden
V,=AV]=eS"eX -8 sU U
elde edilir. Bu esitligin her iki yan1 Q"¢ ile garpilirsa
eV, =S X~ Q7 STeU-Q e U
bulunur. Burada Q'S” =0 ve (5.5.9) denklemleri gdz dniinde bulundurulursa
Q'e V,=0
elde edilir.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.5.1. I}, 3-boyutlu Lorentz uzayinda bir parametreli harekette, ¢ aninda bir

X noktasina ait suriklenme hizi o andaki ani donme eksenine diktir.
5. 6. ivmeler ve ivme Merkezi

Eger (5.5.1) denklemi g6z 6niine alinirsa
X' =AX+U+24X+4X (5.6.1)
bulunur. Burada

y =X (5.62)



mutlak ivme,

Y= AX+U'
siiriiklenme ivmesi,
7 =24X

Coriolis ivmesi ve

v, =AX
relatif ivmedir. Boylece ivmeler arasinda

ya:7/+70+7/r
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(5.6.3)

(5.6.4)

(5.6.5)

bagintis1 vardir. Ivmelerin meydana gelmesinde, tamamlayici bir ivme olan Coriolis

ivmesi vardir. (5.6.4) denkleminden

yo=Ay = 28X =268 e X

yazilabilir. Burada (5.5.3) denklemi g6z 6niinde bulundurulursa

bagintis1 elde edilir.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.6.1. ', 3-boyutlu Lorentz uzayinda bir parametreli harekette, bir X

noktasina ait ¢ anindaki Coriolis ivmesi, o andaki relatif hiza ve o andaki ani dénme

eksenine diktir.
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Simdi ¢ aninda siiriklenme ivmesi sifir olan noktalar1 aragtiralim. Boyle noktalar

i¢in, (5.6.3) denkleminden

AX+U' =0 (5.6.6)

veya
A AX+ AU =0
olmalidir. O halde 4™ 4 nin esitini bulmaya calisalim. Bdylece

A - A(Ail)Jr;lA*l :0:>,ZI(A:‘)JFA(/I:‘)+:41A’1 +;1(A.’1)=0

= AT = A A A( A ) (A

S——"

= :1:—,ZI(A.”)A—A(/I:‘)A—IZI(A.")A
S A A=A :al(A.‘l)A—(A;:l)A—A‘l ;l(A.“)A
(A7) A(A) A= (A7) Ak (A7) A(47) A

_ (A.’I)A(A.’l)A —(/I:l)A —(A.’l):élA"A

(A A(A) A= (A7) A= (A7)

dir. O halde S = (A’I)A oldugundan

. 2
ON @

A A=S -5 det(Sz—éjz (5.6.7)
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bulunur. (5.6.6) denklem sisteminden, 4" AX =AU ve U'=—AU oldugundan,

U'=- A U-2 A U -4 U degeri yerine yazilirsa
AVAX = A AU 4247 AU+U
elde edilir. Bu son denklem ve (5.6.7) den

(Sz—é)Xz(Sz—:?jU—2S(.]+l.J. (5.6.8)

dir. Boylece

R 2
ONOD

ise (5.6.8) sistemi tek tiirlii olarak ¢oziilebilir ve (5.6.6) denkleminden,

#0 (5.6.9)

o0 71 (1] (1] 71 (1]
plz_(Aj U p{:U'—A(A] U’ (5.6.10)

seklinde ivme merkezleri bulunur. (5.6.3) denklemindeki siiriiklenme ivmesi bu

koordinatlar cinsinden ifade edilebilir. Bdylece ) —AX+U" ve y, =47y,

oldugundan
y,=A AX+ AU

bulunur. Burada 4™ A parantezine alinirsa, (5.6.10) dan dolay1

LL) L) _1 L1)
y,=A" A{XJ{A) U’}
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— A A(X-p) (5.6.11)

dir. Ayni sekilde y = ZX +I.J. " oldugundan, burada X = A" X' +U ve U=-A4"U'

degerleri yerlerine yazilirsa,

)/}::iA_lX,—ZA_lU’"Fi;,
0o\ ! e\l e
(Aj ;/}:A‘X'—AlU’Jr(Aj U

oo _l o0 _1 oo
A(Aj ;/_'sz’—U'+A(Aj U’

bulunur. Bu son denklem ve (5.6.10) denkleminden

oo -1
A(Aj vy =X'=pi
oo -1
=(4] vy =a (- )
=y, =A4" (X'~ p]) (5.6.12)
elde edilir.
Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.6.2: ', 3-boyutlu Lorentz uzayinda bir parametreli hareketin siiriiklenme

ivmesi p, ve p; koordinatlari cinsinden, sirasiyla,

y,=A"A(X-p) ve yp=A447(X'-p)

seklindedir.
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5. 7. ivme Eksenleri

Simdi (5.6.9) sartinin tersini ele alalim. Yani

2

det[sz—éj=‘mé ) (5.7.1)
oldugunu kabul edelim. Bu takdirde
rank(Sz —&j <2 (5.7.2)
olur ve
‘mé‘:o (5.7.3)

olmas1 icin, &=k sabit bir vektdr veya @=c@ olmak zorundadir. Burada ¢ bir

sabiti ve k sabit bir vektorii gostermektedir.
Her iki durumu ayr ayr inceleyelim.

1. Hal

H=F (5.7.4)
olsun. Bu takdirde @=0 oldugundan, en az bir i, (1<i<3) i¢in

0 =k =0 (575)

dir. Bu sartlar altinda
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S=0 (5.7.6)

Ve

rank(Sz —éj = rank(s?) (5.7.7)

olur. Diger taraftan, det(Sz) nin mindrleri arasinda
det(al.l.)zgia)f(—a)f +@; +a)32) (5.7.8)
seklinde olanlardan en az biri sifirdan farklidir. O halde
rank(S%)=2 (5.7.9)
dir. Boylece (5.6.8) denklem sisteminin ¢oziilebilmesi i¢in gerek ve yeter sart
rank(Sz,SzU—2Sl.J+('}j=2 (5.7.10)
olmasidir. Bu sart ise

(SZ —éjX =(S2 —SJU—zslﬂi}

S’X =S*U-2SU+U
S’X=SU+26S"eU+U
eS*X =S U+28"eU+eU
OTeS* X =QeS U +2Q7S U+ QU

O'sU =0 (5.7.11)
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ile esdegerdir. O halde (5.6.8) denklem sistemi, (5.7.11) sart1 altinda ¢oziilebilir.
Boylece ¢ozliim yapilirsa, ani donme eksenine paralel olan bir dogru denklemi elde

edilir. Bu dogruya ivme ekseni ad1 verilir.

2. Hal

(5.7.12)

!
1
)
]

olsun. Burada ise en az bir @, elemaninin sabit olmadigin1 kabul edecegiz, aksi

takdirde

oldugundan

(5.7.13)

IS
Il
o
]!
1l
o

olur ki hareket bir sirf kayma hareketi olur. Simdi det(S2 —S) nin minorleri ele

alinirsa, bunlarin igerisinde

l

o« \2
s’ (—a)l2 + @ + @ ) -& (a)j

seklinde olanlardan en az bir tanesi sifirdan farkli olur. O halde
mnk(sz—éj:z (5.7.14)

dir. Boylece (5.6.8) denklem sisteminin ¢oziilebilmesi i¢in gerek ve yeter sart
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rank(Sz—:S‘,(Sz—:S‘jU—ZSl./H.]j:Z (5.7.15)

olmasidir. Diger taraftan bu sart yine

(SZ —éjX =(S2 —SJU—zslﬂi}
g(sz —éjX 25(52 —éjU+2STgf/+ cU
QTe(SZ —éjX - QTE(SZ - :?)U 207U+ Q U

O'sU =0 (5.7.16)

sart1 ile esdegerdir. Bu sartlar altinda (5.6.8) denklem sistemi ¢oziilebilir ve yine ani
donme eksenine paralel olan bir dogru denklemi elde edilir. Bundan bagka (5.7.1)
sartin1 saglamasi halinde (5.7.4) ve (5.7.12) deki iki ihtimal haricinde baska bir

ihtimal mevcut olamayacagi igin
mnk(S2 - Sj =1

olamaz. O halde (5.6.8) denklem sistemi, bir diizlem denklemi temsil edemez.
Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.7.1. ', 3-boyutlu Lorentz uzayinda bir parametreli hareket bir ¢ aninda

hareketli sistemin striklenme ivme vektorlerinin o andaki ani donme eksenine dik

olduklar1 noktalarin geometrik yeri, @ A & vektoriine dik bir diizlemdir. Bu diizlem o

anda ivme polii mevcutsa O noktasindan, ivme ekseni mevcutsa O' noktasindan

geger.

p, noktast mevcutsa (5.6.11) denklemindeki siiriiklenme ivmesini Q¢ ile soldan

carpilirsa
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7f=(52—5}(X—p1)

Qey, = QTg(Sz —Sj(X—pl)

Q'cy, =0
elde edilir.
Boylece asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 5.7.2. I, 3-boyutlu Lorentz uzayinda bir parametreli harekette ivme

merkezleri mevcut ise, bir ¢ aninda X noktasina ait siiriiklenme ivmesi o andaki ani

donme eksenine diktir.



BOLUM 6. DUAL LORENTZ UZAYINDA BiR PARAMETRELI
KURESEL HAREKETLER

Bu béliim de, ¢alismamizin orijinal kismi olup, I}, 3-boyutlu dual Lorentz uzayinda
ilk olarak bir parametreli kiiresel hareketler tanitildi ve bu hareketlerin hizlar

arasindaki bagintilara yer verilerek, I, 3-boyutlu Lorentz uzayda bir parametreli

hareketlerle aralarindaki iliskiler incelendi.

Daha sonra, D}, 3-boyutlu dual Lorentz uzayinda bir ¢ok kiirenin birbirlerine gore

kiiresel hareketleri incelenerek, bu hareketlerin ivmeleri, ivme merkezleri ve ivme

eksenleri ile ilgili teoremler verildi.

6. 1. Dual Lorentz Uzayinda Kiire Hareketlerinin Gosterilmesi

]Rf de sabit ve hareketli sistemler, sirasiyla, " ve IL olsun. " ve IL sistemlerinin
ortonormal koordinat sistemleri de, sirasiyla, {O; E{,E;,E;} ve {O; 51,52,53} olmak

uzere

1, ¢ veya € space-like

<é é.>:<é' é’.>:8-5-. g = - . . 1<i,j<3
i2€; i2C iYiio i _1, €. veya e; time-like ’ ’

dir. " ve IL aym sekilde yonlendirilmis olsun. Yani, Lorentz ortogonal doniisiim ile
birinden digerine gecilebilsin. Bu iki sistemden herhangi birini imtiyazli saymayip

bir diger iiclincli sistem I, olsun. L, deki ortonormal koordinat sistemi

{O; 7,7, 1} olmak iizere
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1, 7 space-like

T, r)=¢&90, , &= . ) , 1<i,j<3
<l ’> Y l {-l,ﬁ.tlme-hke /

olsunve L, de L' ve L ile ayn1 sekilde yonlendirilmis olsun.

Teorem 2.4.6 ile verilen E. Study teoremine gore €, €, 7 (1 <i< 3), eksenlerine,

dual Lorentz uzayinda, sirasiyla, ayni M merkezli K, K ve K, birim dual Lorentz

kiirelerinin noktalar1 karsilik geleceginden, L1/ L, Ll/ L' dolayisiyla IL/ L'

hareketleri, sirasiyla, K, / K, K, / K' ve K / K' dual kiiresel hareketler veya dual

donme hareketleri olarak incelenebilir.

K', K ve K, birim dual kiirelerinin ortak merkezi M olsun. Bu birim dual kiirelere

sik1 sikiya bagli ortonormal baz sistemleri de, sirasiyla,
{HEETE} {HEETE} ve {H;E,E,RT}

olsun (Sekil 6.1.1).

Sekil 6.1.1. Dual Lorentz uzayimda ortonormal sistemler
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Burada

ve
' =MO'ne , e =MOne, , rr=MQnr,
dir. Bu sistemlerde aymi yonlii olurlar. Yani; bir dual Lorentz anlamda ortogonal

doniisiim ile birinden digerine gegilebilir. Bu doniisiimler, M etrafindaki dual

Lorentz donmelerdir.

.], 4, =a,+Ea; Z’:[;lﬂ, Zgza;+5a;.*

/N i
matrisleri, 3x3 tipinde dual Lorentz anlamda ortogonal matrisler olmak iizere,
R=AE ve R'=A4 FE' (6.1.1)

yazilabilir, burada

dual siitun matrisleridir.

A ve A dual Lorentz anlamda ortogonal matrislerinin elemanlari, t=t+&¢ dual
parametresinin yeteri kadar tiiretilebilen fonksiyonlaridir. Burada aksi soylenmedikge

t* =0 almacaktir. Boylece dual Lorentz uzaymnda bir parametreli hareketler soz

konusu olacaktir.
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—

Simdi E vektorlerinin, sirasiyla, K ve K' dual Lorentz kiirelerine gore

diferensiyellerini hesaplayalim.

Eger (6.1.1) denklemini gdz 6niine alirsak, R nin K hareketli dual Lorentz kiiresine

gore diferensiyeli

dR=dAE
. (6.1.2)
=dA A R
dir. Q=dAA " olarak secilirse, (6.1.2) denklemi
dR=QR (6.1.3)
dR | [0 O, -O,|R
= |dR, |=| Q, 0 -Q|R
dR,| =% @ 0 ||R
seklinde olur. Bu denklem bilesenleri cinsinden
dfl = fi_; E - g/iz /R?;
dR, =, R~ R,
dR,=-0, R +O, R,
dir. Bu son denklem reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa
AR = F—0, 7+ E(0 7 + 0~ 0, -0 7)),
dR, = 0,7 -0+ (0 F + 0} F ~ o F — o] F), (6.1.4)

dR, =—a)2r1+a)1r2+5(—a)2r1 -0, i+ o rz)



elde edilir. Benzer sekilde (6.1.1) denklemi g6z Oniine alinirsa,

denkleminden

yani

dR=O'R
drR | [0 o -Q|R&
dR, |=| @ 0 -Q|R
dR| |- Q 0 ||k

d’E:@z_@Rw

J—

d'R, =R -Q\R,,

dli?;:_ﬁzz"'ﬁ?]ez

dir. Son denklem reel ve dual bilesenleri cinsinden

dir.

Burada O = dZ(Z’)_l dir. Kolayca gosterilebilir ki Q=dA :4\51 ve Q' =dA (A')

d'R =7, -0, 7, + E()Fy + 0 7, — o 7y — ) ),
d'R, =07 -7+ E(|F + 0] - i - o' ),

D _ r - r = 1ok = o 1 =
dR3——a)2r1+a)1r2+£(—a)2rl -0, n+or +o rz)
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R=AF

(6.1.5)

(6.1.6)

matrisleri Lorentz anlaminda birer anti-simetrik matrislerdir, yani Q" =—£Qe¢ ve

QT =—cQ¢ dir, burada Q' , Q matrisinin transpozesidir. O halde Q anti-simetrik

bir matris oldugundan, ﬁ; =0 dir. Boylece Q matrisinde li¢ esas biiyiikliik kalir. Bu

lic esas biyikligl i, j,k indislerinin i, j,k=1,2,3; 2,3,1;3,1,2 siralaniglar1 ile

gosterelim. (AZ; = flvk olmak tizere
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Q= 0, 0 -Q
0, o 0
0 o, + & @]
Q=| o,+fw, 0
0, —Ew, o+l
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(6.1.7)

dual Lorentz anlamda anti-simetrik matrisi ve ayn1 sekilde diger bir

09
o=, 0 -Q

& A

i 0 o, +E& Wy
Q= o+Eaf 0

—o,-Ew) o/ +Ea]

(6.1.8)

’ r*
-0, — € w,
-0 —-E

0

dual Lorentz anlamda anti-simetrik matrisi elde edilir. Burada EZ =w+Ew ve

Q=w+Ea", (1<i<3) dual Pfaff formlar (1-formlarr) dirlar.

(6.1.4) ve (6.1.6) denklemleri reel ve dual kisimlarina ayrilirsa reel kisimlari,

sirastyla, L, / L ve L, / " Lorentz uzaymnda bir parametreli hareketlerin donme

kismu ile ilgili Pfaff formlarmi verir. R; deki her L /L' hareketi bir “ D dénme ve

bir “ S ” kayma hareketi ile ilgilidir.

K, birim dual Lorentz kiiresi tizerinde bir X noktasi

(6.1.9)
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—~ = = ="

seklinde ifade edilebilir. Burada X noktasmin {M ; Rl,Rz,R3} izafi sistemine gore

koordinatlart X, =x,+&x (1<i<3) olmak iizere
—XP+ X2+ X2 =(1,0)=1

dir ve

seklinde bir dual siitun matrisidir.

X noktas K, birim dual Lorentz kiiresinin keyfi hareketli bir noktas1 olsun. K, /K

ve K, / K' dual Lorentz donmelerine goére X birim dual vektoriiniin degisimlerini
inceleyelim X noktasinin K hareketli dual Lorentz kiiresine gore degisimi, (6.1.9)
denkleminden
= ~T ~ ~T -~
dX=dX R+X dR

dir. Burada dR = QR degeri yerine yazilirsa

dX=dX R+X QR

:(d)?T+)?T§)Te (6.1.10)

bulunur. (6.1.10) denklemi bilesenleri cinsinden yazilirsa
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a¥-|[a¥, a¥, ax]s[% % %] 4

-Q, Q 0 R,

0 Q -Q |k
0

veya

d;? :(dj(7+3(\;ﬁ;_zﬁ;)ﬁ+(dz +3(7§Z+5(;§Z)Rz2+(d5(;—)(1 Q,-X, QI)RS
elde edilir. Bu son denklem reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa

dX =(dx,+x, 0, —x, 0)2)171+8[(dx{"+x2 &} + X, 0, — X, @) — X, a)z)ﬁnt(dxl + @, X, — X, a)z)?l*]
+(dx, +x, 0, +x, @), +5[(dx; +X, 0 + X @+ X, @ +X; a)l)Fz +(dx, + @, x, + x4 a)l)?z*}

+(dxy, —x, 0, —x, @ )7, +5[(dx§ —X, 0, — X @, — X, W —X, a)l)?3 +(dx; -, x, — x, a)l)zé}
bulunur. Béylece X noktasinin relatif hiz vektorii bulunmus olur.

Benzer sekilde, X noktasinin K' sabit dual Lorentz kiiresine gore degisimi (6.1.9)

denkleminden
= ~T ~ ~T ~
d'X=dX R+X d'R
ve burada d'R=Q'R degeri yerine yazilirsa,

dX=dX R+X Q'R

:(d)N(TUN(Tﬁ”)Tz (6.1.11)

dir. (6.1.11) denklemi bilesenlerine ayrilirsa,
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veya
AT =(d%,+ o8- X, Q)R+ (X4 X, G+ T, 0 R+ (0, - K, %= X )

bulunur. Bu son denklem reel ve dual bilesenleri cinsinden

d'X =(dx, +x, 0 —x; a);)ﬁ+8[(dxf‘ +x, & +x;, &, —x, @) — X} a)z’)?l+(dxl+a)3’ X, =X, a);)ﬁ}
+(dx, + x, &+ x, &) +5[(dx;+xl & + X @ +x, 0" +x; a)l')Fz +(dx, + @y x, + x, a’f)?]

' " = * 1% * 1 NAY: ’ 1\ o*
+(dxy —x, @) —x, &), +8[(dx3 —x 0 —x @) —x, 0" — X, a)l)ig +(dx; — ) x, —x, @) 7y J

dir. Boylece X noktasinin mutlak hiz vektorii bulunmus olur.

X noktasmnin K birim dual Lorentz kiiresi {lizerinde sabit kalma kosulu d? =0

olacagindan, (6.1.10) denkleminden
iX =-X'0 (6.1.12)
yani
dX, ==X, 0+ X,Q, , dX,=-X,0,-X,Q, , dX,=X,0,+X,Q,
elde edilir. Buradan,

dx, =—x, 0, +x, @, , dx; ==X, 0, =X, O, + X; @, + X; @, ,

* * * * *
dx, ==X, 0, =X, 0, dx, ==X, @O; — X, @, —X; O —X; O,
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dx, =x, 0, +x, @, dx; =X, 0, + X, @, + X, & +Xx, @,

olur.

X noktasinin K’ birim dual Lorentz kiiresi lizerinde sabit kalma kosulu d '? =0

olacagindan, (6.1.11) denkleminden

~T T
dX =-X Q (6.1.13)

yani

dX,=-X, 0+ X,Q, , dX,=-X,Q-X, 0 , dX, =X, 0 +X,Q
dir, boylece

_ ’ ’ * A AN & *
dx, ==X, 0, +x, @, , dx;,=—x,0; —X, 0 +Xx, 0 +X; &,

_ o ’ *_ reo ok " reo ok 12
dx,=—x, 0, —x; 0 , dx;=—X0; —X O, —X; 0] —X; &,

_ ' ’ * & * & o
de, =x, 0, +x,0 , dx;=x0, +Xx 0, +x,0 +x,0
olur.

Simdi kabul edelim ki X noktast K birim dual Lorentz kiiresi iizerinde sabit olsun.
O halde X dual vektorinin K’ birim dual Lorentz kiiresine gore hizina X dual

vektoriiniin siirliklenme hizi denir ve d f»)~( ile gosterilir.

=

X in K da sabit olma sarti1 (6.1.12) denklemini (6.1.11) denkleminde yerine
koymakla elde edilir. Boylece

d,X=(-X'0+X' Q)R
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:XT(Q'—Q)R (6.1.14)

yani

—~ ~ f~ —~ = —~ —~ —

4% =((0 -0, (- ) R+ (X (- )+ X, (-0 ) . (6.1.15)

dez(xz(a);—a)3)—x3(a)é a)z))FlJrS[

(xl(w;*w;)x:w;wz)xz(wf*wf)x;w;wl))aJ

¥ =0-0Q , 1<i<3 (6.1.16)

olan yeni bir

—

V=¥ R+, R+ PR,
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vektorii gdz oniine alinirsa,

e —

_Rl Rz R3

$A§:_{—P\/l v, ¥, :(z@:_z@z)ﬁ+(qu]3+X3\Pl)Rz+(_X2\P1_Xl\Pz)R3

X, X, X

elde edilir. Bu son denklem ile birlikte (6.1.15) ve (6.1.16) denklemleri géz Oniine

alinirsa

d,X=VAX (6.1.17)

oldugu goriiliir.

X =x+Ex, V,=y,+Ey, 1<i<3
oldugundan, (6.1.15) denklemi reel ve dual kisimlarina ayrilirsa

d, X = (3,0, =507+ (0075 + 5w — 3w =30 )7+ (v 0, ) )
st )R+ E((nws +x vyl Hxip B +H(vps sx)E) (6:118)

+(_x1 W, =X, WI)FB +5((_x1 Wy =X W, =X, ) — X, Vll)’jz +(_x1 WV, =X, ‘//1)’73*)
bulunur.

$ dual vektoriine K / K' hareketinin ani dual Lorentz Pfaff vektorii de denir. $
nin ¥ reel ve w" dual kisimlart K / K' dual Lorentz donme hareketine karsilik

gelen L / L' Lorentz uzay hareketinin, sirasiyla, ani donme ve ani kayma Pfaff

vektorlerine karsilik gelir. Sirf donme ve sirf kayma hareketlerini hari¢ tutmak igin,

aksi soylenmedikge 17 # 0 ve 7" # 0 alinacaktir.

w #0 olmak iizere,
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seklinde yazilabileceginden,

birim dual vektorii F1 ¢arpan farki ile tek anlamli olarak belirlenmis olur.

F-veor-3

<lﬁ’lﬁ*> dir.

I

ani dual Lorentz donme acisidir, burada y = ||1,17|| ve ' =

Y ani dual donme vektori ile birim dual Lorentz kiiresinin ani dual Lorentz

dénmesi belli olur. Bu dual Lorentz donme, P dénme polii etrafinda ¥ ani dual

Lorentz donme agis1 ile olusur.

$ dual vektorii, R} ¢izgiler uzaymda ? ekseni etrafinda olusan ani helis hareketini
belirtir. Burada y degeri, TD ekseni etrafindaki sonsuz kiigiik dénme agisin1 ve y*

da P ekseni boyunca sonsuz kiigiik kayma uzunlugunu gosterir. Ani helis

hareketinin £ parametresi (adimi1), kayma uzunlugunun dénme agisina orant ile yani

5

. 70") v vvavitvl v
| Wyl sy v

ile verilir. Boylece su teorem elde edilir.
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Teorem 6.1.1. Bir ¢+ aninda Lorentz uzayinda bir parametreli ]L/ L' hareketi, L

hareketli sistemin L' sabit sistemine gore P ani helis ekseni etrafinda k adiml

sonsuz kiiciik bir ani helisel hareketinden ibarettir.

Teorem 6.1.2. Lorentz uzayinda bir parametreli ]L/ " hareketinde, I niin bir

dogrusu L nin bir noktasinin yoriingesini dik olarak keserse, bu dogru ayn1 zamanda

L ye ait ifade edilen, kendisinin biitiin noktalarinin yoriingeleri iginde normal olur.

k=0 i¢in ani helis hareketi P ekseni etrafindaki sirf donmeye dejenere olur. ilk

olarak 1 # 0 edilmisti. Simdi kabul edelim ki 7 =0 ve " # 0 olsun. Bu takdirde,

formiiliinii reel ve dual kisimlara ayiralim. =0 oldugundan v, =y, =y, =0 olur.

Boylece (6.1.18) denkleminden

d, X =E((ps —xys )E+ (s +xu) )R+ (- vl —x v )7

elde edilir. O halde dff in reel ve dual kisimlari, sirasiyla,

dir. Buradan L / L' hareketinde X  dogrultusunun kendi dogrultusunu

degistirmedigi, yani, ¢ aninda hareketin bir kayma oldugu sonucuna varilir. Demek

ki, ¥ nin 6zdes olarak sifir olmas1 S kayma hareketini karakterize eder.
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6. 2. Dual Kanonik Koordinat Sistemi ve Dual Eksen Yiizeyleri

k #0 kosulu altinda 123 =§3 olacak sekilde yeni bir izafi sistemi segelim. P =R,

olmasi, P nin E ve R, ya dik oldugunu ifade eder.

— — —_

Y=—¥ R+¥,R+V,R,

== (v + €W )R+ (y+ €V )R (v, + €05 )R,

Ve

2

7P A -

ifadeleri

0 <‘¥’,Rl>:1//l+51//1* =¥, =y =y =0

0 <T,E>=Wz+5w§=f1’vz:>%=w§=0

0=¥ =0/-0,=0/=0,

L (62.1)
0=V,=0,-0, =0, =0,

olmasini gerektirir. O halde sonsuz kiiciik helis hareketinin adimi

k:<'ﬁ"’7*>:w_*:—wll//{"wzl//;‘ww;":W_;"
(77— R 2R ) 78

olur.

Secilen izafi sistemi, P = E kosulu ile tek anlamli olarak belirlenmemistir. Ciinkii,

bu sistemin E etrafinda keyfi olarak donebilme olanag1 vardir.
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=

Yani, @; R, 1<i< 3} izafi sistemi 73 ekseni etrafinda helisel hareket yapabilir. Bu

serbestlik derecesi E ve Rz2 nin 0zel olarak se¢ilmesi i¢in kullanishidir.

R, ve z eksenleri, E ekseni etrafinda @ = p+E ¢ dual agis1 kadar ayn1 yonde

dondiiriilsiin ve yeni sistem {M ; E, 1<i< 3} ile gosterilsin. Bu sistem i¢in

=

R, =cosh® E+sinh&> z,

—

R, =sinh ® E+cosh<f> Rzz, (6.2.2)

Rz3 =R,
bagintilar1 yazilabilir. Bu yeni sistemde Boliim 6. 1. deki gibi, benzer sekilde,

~ ~T ~ ~T

BeB =¢ ve B'e¢B =¢

olmak lizere

yazilabilir. E, (léi £3), birim dual vektdrlerinin £ ve E' sistemlerine gore

degisimleri, sirasiyla,

dR=dB E d'R=dB'F

iR-dBB'R dR=dB (B) R

dir. Eger
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olarak secilirse
dR=QR , dR=Q'R (6.23)

olur, burada Q ve Q' dual Lorentz anlamda anti-simetrik matrislerdir.

dR=QR , dR=Q'R (6.2.4)
oldugundan,

R = cosh® R +sinh® R, , (62.5)

R, =sinh® R, +cosh® R, (62.6)

ifadelerinde diferensiyel alarak 51, sz, 923 dual Lorentz 1-formlari, KZ , !A).;, Q,

dual Lorentz 1-formlar1 cinsinden ifade edilebilir. (6.2.5) denklemi gbz Oniine

alinirsa
dR =dR cosh®+ R sinh® d®d +d R, sinh @ + R, cosh ® d

olur. Eger (6.2.3) ve (6.2.4) denklemlerinde bu degerler yerine yazilirsa,

iRi—szRi:(S% R, —ﬁ;Rf)cosha)Jr?lsinh&)d&)

+(f):§l—ﬁ/li)sinh€)+zcosh&)da)

bulunur. Bu son denklem ile birlikte (6.2.2) denkleminden
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i(sinhab E +cosh @ sz )—szRi:(sinhabdzf)Jrﬁgsinhgf))ﬁl

+(cosh<’f>d&)+ﬁ;cosh &))R:z

Jr(—f):1 sinh @ _ﬁ: cosh &))R3

elde edilir. Buradan

szzf).:sinh&)+ﬁ;cosh&>

Q,=Q, +dd (62.7)
bulunur. (6.2.6) ile verilen denklemin diferensiyeli alinirsa
dRz2 = dR?lsinth) +Ecosh&)d€) +d;€~:coshGND +;3~:sinh€)d<f)
bulunur. (6.2.3) ve (6.2.4) deki ifadeler bu son denklemde yerine yazilirsa

ii—ai:(ﬁ;sz—flszi)sinh&)JrRﬁcosha)d&)
) (62.8)
+(Q3R1—Q R )coshq>+R sinh @ d®

elde edilir. (6.2.2) ve (6.2.8) denklemlerinden

Zl

i(cosh@?ﬁsinhéi)—ii:(coshd)ddﬂrf):cos )
+(sinhq~)dd~)+ﬁ;smhd~) R
(—Q cosh @ — Q sin d~))

elde edilir. Buradan

glzflvlcosha)+flvzsinha)
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Q. =0, +dd (6.2.9)
olur. Boylece (6.2.7) ve (6.2.9) denklemlerinden

glzflvlcosha)+flvzsinha),

Q, =0, sinh®+Q, cosh®, (6.2.10)

E:@+d6

bulunur. Simdi 51 =0 olacak sekilde O = @+ & @" agismi ele alalim. Boylece

Q =, +ED =0

=0=a,+£ 0 =(0+E ] )cosh®+(w, +E€ o} )sinh & (6.2.11)

bulunur. Taylor formiilinden f(x+E€x")=f(x)+&x"f'(x) oldugunu biliyoruz.

Boylece

cosh((p+8(p*):cosh(o+£(o* sinh ¢,

sinh(gp+5go*) =sinhp+ & " coshp
degerleri, (6.2.11) denkleminde yerlerine yazilirsa

0=, +Em :(a)1 +8a)1*)(coshgo+5go* sinh(o)+(a)2 +£a);)(sinhgo+€go* cosh(o)

=, cosh@+ @, sinhp + 8(0)1 cosh @+ @, ¢* sinh ¢+ w, ¢* cosh ¢ + @] sinh (o)
elde edilir. O halde yukaridaki son esitlikten dolay1

@, = w,cosh @+ w, sinh g,

@ =@, cosh+ @] sinh p+ ¢ (@, sinh @+ w, cosh p) (6.2.12)
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olur. Eger (6.2.10) denklemi gz 6niine alinirsa,

o, +Ew, :(a)l +8a)1*)(sinh(p+5(p* cosh(p)+(a)2 +5a);)(cosh(p+5(p* sinh(o)

=, sinh @+ ®, coshp+& (a)l* sinh @ + @, ¢* cosh ¢ + w, cosh ¢ + @, ¢" sinh (o)
bulunur. Son esitlikten dolay1 da

@, = o, sinhp+ w, coshg, (6.2.13)

@, = o, sinh @+ @, cosh p+ ¢ (@, cosh p+ w, sinh p)

dir. (6.2.13) denkleminde, @, =®, sinh@+ o, cosh¢ degeri (6.2.12) denkleminde
yerine yazilirsa, (6.2.12) denklemi

@, = o, cosh @+ w, sinh ¢,

@, =, coshp+m, sinhp+¢ @,
seklini alir.

Bu denklemlerden @ dual acis1 tayin edilebilir. Simdi hesap edilen @ dual agis1
kadar dual Lorentz kiiresi iizerinde bir dual donmenin veya R; de helisel hareketin

yapildig1 kabul edilir ve "—" isareti sadelik amaci ile kaldirilirsa

ifadeleri, sirasiyla,

dR, 0 Q -Q|&
dR,|=| Q, 0 0 ||R, (6.2.14)
dR.| |9, 0 0 | R

ve
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dR |=| @, 0 0 ||R (62.15)

olur.

P= R; birim dual vektorii, hareketli K birim dual Lorentz kiiresi lizerinde (P)

hareketli dual Lorentz pol egrisini ve sabit K’ birim dual Lorentz kiiresi {izerinde de

(?’ ) sabit dual Lorentz pol egrisini ¢izer. L / " hareketi yapilirken, bu dual pol

egrileri bir biri lizerinde yuvarlanirlar,

O halde (6.2.14) ve (6.2.15) denklemleri gz Oniine alinirsa

dR =~ R ve d'R,=-0, R,

olduklarindan P nin K ve K' deki hizlar1 birbirinin aynidir. Bagka bir degisle iki

egri daima birbirine tegettir.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 6.2.1. P dual dénme poli, hareketli ve sabit kiireler iizerinde, sirasiyla, (;5)

ve (?’ ) dual pol egrilerini ¢izerken sahip oldugu hiz vektorleri her anda birbirinin

aynisidir.

Teorem 6.2.1 den dolayr her ¢ aninda (;5) nin ¢,, t, e karsilik gelen noktalari

arasindaki dual yay uzunlugu,

dR,|dt

t
5:]
)
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\

d5 :Hdi dt

dir.

(Pv’ ) nin ¢, ve ¢, e karsilik gelen noktalar: arasindaki dual yay uzunlugu,

d'R,dt

t
5’:j
ty

ve

d“:Hd'i dt

olur. Teorem 6.2.1. den d Rf =d 'RT oldugu gosterilmisti. Dolayisiyla

o=

“J®

olur. Boylece
ds=ds'
bulunur.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 6.2.2. D}, 3-boyutlu dual Lorentz uzayinda bir parametreli dual kiiresel
harekette K nin kiiresel (ﬁ) hareketli dual pol egrisi, K’ niin (F’ ) sabit dual pol

egrisi lizerinde kaymaksizin yuvarlanir.
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6. 3. Dual Lorentz Uzayinda Bir Cok Kiirenin Birbirine Gore Hareketleri

D;, 3-boyutlu dual Lorentz uzayida bir cismin bir parametreli hareketi

T2

ile tanimlanan doniisiim yardimiyla verilir, burada 4, 3x1 tipinde dual Lorentz
ortogonal matris, X, X’ ve U’ 3x1 tipinde matrislerdir. Ayrica 4 ve U’ matrisleri,
bir r=r+&¢ dual parametresinin yeteri kadar tiiretilebilen fonksiyonlaridir. Burada
aksi sOylenmedik¢e ¢ =0 alinacaktir. Boylece dual Lorentz uzayda bir parametreli

hareketler soz konusu olacaktir. X ve X' vektorleri ayni bir X noktasinin, sirastyla,
K hareketli ve K' sabit uzaydaki ortonormal koordinat sistemine gore yer

vektorlerini gostermektedir. ¢=¢, baslangic aninda K ve K' deki koordinat

sistemlerini ¢akisik kabul ediyoruz.

K ve K' dual Lorentz kiirelerinde, sirasiyla, {H ; E’E ,E} ve {M ;f{,Ex’;,EZ’;} dual

Lorentz ortonormal koordinat sistemleri olsun, burada

El=e+Ee, E=e+Ee ,1<i<3

ve

e =MO'ne, , e =MOne ,1<i<3

dir. Simdi bu iki koordinat sisteminin birbirine gore durumlarini inceleyelim. (6.3.1)

denkleminden

X' =4X+U' (6.3.2)
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dir. Bu son denklemde U'=-AU ve U=-A"U" bagintilart kullanilirsa

X=A4"X"+U (6.3.3)
elde edilir. Boylece, iki sistem arasindaki koordinat gecislerini temsil etmis oluruz.
6. 4. Dual Hizlar ve Ani Donme Ekseni

X dual noktasimin sabit dual Lorentz kiiresine gore hizin1 hesaplayalim. Bunun i¢in

(6.3.2) denkleminin ¢ reel parametresine gore diferensiyeli alinirsa

X =AX+AX+U' (6.4.1)

13 2
L]

dir. Bu kisimda ¢ ye gore tiirevler ile gosterilecektir.

X noktast hareketli sisteme gore sabit kabul edilerek, (6.3.2) denkleminde

diferensiyel alinirsa, X noktasinin siiriiklenme hizi

Vi—AX +U' (6.4.2)

olarak elde edilir.

X noktasinin relatif hizi, X noktasm sabit sisteme gore sabit olmasi yani

stiriklenme hizinin sifir olma durumunda s6z konusudur. Boylece relatif hiz

V- AX (6.43)



117

seklinde elde edilir. Bu ifadelerden

oldugu goriiliir.
Boylece agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 6.4.1. I}, dual Lorentz uzayinda bir X noktasinin mutlak hiz vektorii,

relatif hiz vektori ile siiriiklenme hiz vektoriiniin toplamina esittir.

Simdi her iki sistemde ayn1 anda sabit kalan noktalar1 (pol noktalarini) arastiralim.

Bu noktalar siiriiklenme hizinin sifir olmasi ile karakterize edilir, yani,

elde edilir. O halde pol noktalari i¢in agagidaki iki denklem saglanir.

X' =AX+U'=0 veya A ' AX=A"AU+U . (6.4.4)

Bu lineer denklem sisteminin ¢ozimi tek degildir. Clinki; A A=44" =1,

oldugundan,
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elde edilir. Burada S :(ZF)Z ve §' = Z(A’l) kabul edilirse, § ve §' matrislerinin

Lorentz anlamda anti-simetrik matris olduklar1 kolayca gosterilebilir.

Lorentz anlamda anti-simetrik S matrisinin bilesenleri (AZ; , (léi, Jj £3) olmak

tizere i, j,k indislerinin 7, j,k =1,2,3;2,3,1;3,1,2, siralanisi

ile gosterilirse kolayca elde ederiz ki

0 Q -
S=|Q 0 -Q
0, 0 0
0 o, +Ew; —-0,-E,
=l o,+Ew,; 0 -0, -Ew
—0,-Ew, o+E 0

matrisi dual Lorentz anlamda anti-simetrik matristir. Benzer sekilde

0 o -o
S=Q o0 -o
&
I 0 O +ED] —0—Eal
= O +E 0 S
—0,—E&) O +E 0

matrisi dual Lorentz anlamda anti-simetrik matristir, burada



o _ . O T oo :
Q=0+fw ve Q=0/+Ew , 1<i<3

dual Pfaff formlar1 (1-formlar1) dir.

Q, Q)
Herhangi bir Q=|Q, | ve Q'=| Q, | i¢in
$G=0 , § Q=0

oldugu goriilebilir. Burada detS =0 ve detS' =0 dir.

A =ed e=detd =det A=det A

oldugundan,
~ ~T
AcAd =¢
det Adet & det ZT =dete
~\2
(det A) =1
det A = |
yani
det A0

dir. Boylece S= (;1\"/1 ) A oldugundan

det§:det(;l:_/l)z:det(;l:"/l)detZ:detj:O

119
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bulunur. O halde 4 singiilerdir ve rank(g') = rank[ij dir. Simdi n=3 ve 4e50,(3)

iken rank A y1 bulalim.

~T ~ e . . g ..
A €A = ¢ esitliginin ¢ parametresine gore diferensiyeli alinirsa

bulunur.

olarak secilirse

elde edilir. Bu ifade eder ki & anti-simetrik bir matristir. Boylece ZES01(3)

oldugundan

deth = (—1)3 det &

deth=0

olur. Bu durumda rank h<2 olmaldur. Sayet rank h=r ise r ¢ift olmak

zorundadir. Ciinkii, h nin bitin tek mertebeden karesel alt matrislerinin

determinanti sifirdir.



Simdi h= (ZIT )574 esitliginin her iki tarafinin determinantini alalim:

[
~T

deth = det(A )detedetz

oldugundan,

detA=0
olur. Buradan,

.

rank h=rank A=r

bulunur. n =3 olduguna gore

rank A=2

olur. Boylece (6.4.4) denkleminden

-SX=-SU+U
veya

T T
S e X=¢§ sU+U

elde edilir. O halde
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(6.4.5)
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rank (—3’) = rankS = rank A =2

oldugundan rank [—S’ , U j =rank {Zlvl 74, U j = rank A=2 bulunur. Bu sart altinda

(yani rank A=2 ise), SO=0ve Q' S =0 esitliklerini géz 6niinde bulundurarak,

(6.4.5) denklemi soldan QO ¢ ile carpilirsa

Q' eU=0 (6.4.6)
elde edilir, burada Q=0 kabul edilmistir.

Bu sartlar altinda (yani Q'eU=0 ), (6.4.4) denklem sistemi ¢oziilebilir ve bir dogru
denklemi elde edilir. Bu dogru # aninda her iki sistemde birden sabit kalan ani donme

eksenidir. ¥ bu eksen iizerinde degisken herhangi bir nokta olmak iizere (6.4.4)

sisteminden
-SY=-SU+U

yazilabilir. Sistemin ¢oziimiinden, ani donme ekseninin dogrultusunun Q dual

vektoriine paralel oldugu goriiliir. Q dual vektoriine acisal hiz vektorii de denir.
Bunun bilesenlerini kolayca hesaplayabilmek icin 4 dual Lorentz ortogonal

matrisini Euler agilari cinsinden ifade edelim.

Kaymaksizin ii¢ farkli donme hareketiyle hareketli sistemden sabit sisteme

gecilebilir. Boylece

i) E; -ekseni etrafinda @ dual acis1 kadar,

ii) E/ -ekseni etrafinda © dual acis1 kadar,
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iii) E:' -ekseni etrafinda ¥ dual agis1 kadar

bir donme yapilirsa (Sekil 6.4.1),

E, F

Sekil 6.4.1 Dual Lorentz uzayinda 3 donme hareketi

donme matrisleri

coshd® sinh®d 0 1 0 0 cosh¥ sinh¥ 0
Zl =| sinh® cosh® 0 ;4; =|0 cos® —sin® :42 =|sinh¥ cosh¥ 0
0 0 1 0 sin® cos® 0 0 1

seklinde olmak iizere, donme matrisi

cosh W cosh ® + sinh Wsinh @ cos® cosh ¥ sinh ® + sinh ¥ cosh® cos® —sinh ¥sin ©
=| sinh ¥ cosh ® + cosh W sinh @ cos® sinh P sinh ® + cosh P cosh®cos® —cosh ¥ sin ®
sin ®sinh @ sin @ cosh @ cos®

dir. A =¢A & oldugundan,

cosh ¥ cosh ® + sinh Psinh @ cos®  —sinh P cosh ® — cosh ¥sinh®cos® —sinh ®sin ©
;l\jl —| —cosh Wsinh @ — sinh ¥ cosh®cos®  sinh ¥ sinh @ + cosh P cosh®cos®  cosh D sin®
sin @sinh ¥ —sin®cosh ¥ cos®



olur. Buradan S = (;F) A hesaplanirsa

0 —D-Ycos®

. .

—D-VPcos® 0

o}
Il

¥ cosh ®sin® —@sinh® P sinh @ sin © — @ cosh @

bulunur. Burada S Q=0 esitligi géz Oniine alinirsa

(71 = ¥sinh ®sin® —Ocosh @,
sz = —W¥cosh®sin® + Osinh @,

5, =~ P cos®
elde edilir. O halde Q' = AQ ifadesinden

Q) = ®sinh ¥sin®—Ocosh ¥,

Q) = ®cosh Wsin® - Osinh ¥,

Q) =—¥-DcosO
bulunur. Ayrica, s’ Q- 0 esitliginden

Q! = ®sinh Wsin®—Ocosh ¥,
Q) = ®cosh Psin®—Osinh ¥,

Q) =—P—Dcos®

elde edilir. Boylece QO ve Q' nin esit oldugu goriiliir.
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P cosh @ sin ® — @ sinh ®
—Ysinh @ sin © + O cosh @

0
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Simdi ¢ aninda bir X noktasina ait siliriklenme hizinin, o andaki ani donme

eksenine ¢akisik dik oldugunu gosterelim. (6.4.2) denkleminden,

V, = A V= eS eX -8 eU—-U

elde edilir ve bu esitligin her iki yani Qe ile carpilirsa
OV =05 X -0 500U
bulunur. Buradan ise
Q eV, =0
esitliginin dogrulugu agiktir.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 6.4.2. I dual Lorentz uzaymda bir parametreli dual kiiresel harekette ¢

aninda bir X noktasina ait siiriiklenme hizi o andaki ani dénme eksenini dik keser.
6. 5. Dual ivme ve Dual ivme Merkezi

(6.4.1) denklemini ele alirsak

X =AX+U'+24X+A4X (6.5.1)

bulunur. Burada

y=X (6.5.2)
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mutlak ivme,

yp=AX+U' (6.5.3)
siiriiklenme ivmesi,

7 —24X (65.4)
Coriolis ivmesi ve

J_Ax (655)

relatif ivmedir. Boylece ivmeler arasinda

}/azyj +7/c+7/r
bagintis1 vardir.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 6.5.1. I}, dual Lorentz uzayinda bir parametreli hareketler altinda bir X

noktasinin mutlak ivmesi; siiriiklenme ivmesi, relatif ivmesi ve Coriolis ivmesinin

toplamina esittir.

[vmelerin meydana gelmesinde tamamlayici bir ivme olan Coriolis ivmesi vardir.

Eger (6.5.4) denklemi goz 6niine alinirsa,

yo=A'y =28X=2e8eX

yazilabilir. Buradan (6.4.3) denkleminden
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Ve 2(5A 7)

bagintisi elde edilir.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 6.5.2. I)’, dual Lorentz uzayinda bir parametreli hareketler altinda bir X

noktasina ait ¢ anindaki Coriolis ivme vektorii, o andaki relatif hiz vektoriine ve o

andaki ani donme vektoriine diktir.

Simdi bir ¢ aninda stiriiklenme ivmesi sifir olan noktalar1 arastiralim. Boylece (6.5.3)

denkleminden

AX+U'=0 (6.5.6)
veya

PZ)?+P(7':O

bulunur. O halde 4™ 4 nin esitini bulalim.
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Buradan S = (;F ) A oldugundan,

2

A A=8"-§ det[fz—ﬁ}?u?z (6.5.7)

bulunur. Eger (6.5.6) denklemi géz Oniine alinirsa A AX =AU ve U =-AU

olacagindan dolayz, U'=-AU-2AU- AU esitligi yerine yazilirsa,

AAX =4 AU +247 AU+U

A
[3*2_5 yz(f{z_sjﬁ_zgmﬁ (658)

elde edilir. Boylece

2

QrQ 20 (6.5.9)

ise, (6.5.8) sistemi tek tiirlii olarak ¢oziilebilir. O halde (6.5.6) denkleminden dolay1

ivme merkezi

(1] 71 (1) (1) 71 (1]
E:-(Zj U E’:U’—Z[ZJ U’ (6.5.10)
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olarak elde edilirler. Bu takdirde (6.5.3) denklemi ile verilen siiriiklenme ivmesi bu

koordinatlar cinsinden ifade edilebilir. 77'; —AX+U' ve ;7; 4" 77; oldugundan

e A AT+ AU

bulunur. Burada 4™ 4 parantezine alirsak

ysz-l,Z()?—E) (6.5.11)

elde edilir. Aym sekilde ;/N; = AX +U’ oldugundan, X = AX+UveU=-A4"T"

degerleri yerlerine yazilirsa

Vo AA X - AA T

-1 e\ 7! e
(Zj Z:AU?"—A@"{ZJ U’

yy =447 (X'-F) (6.5.12)



bulunur.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 6.5.3. I’, 3-boyutlu dual Lorentz uzayinda bir parametreli dual kiiresel

hareketin siiriiklenme ivmesi £, ve P’ koordinatlar cinsinden, sirasiyla,

seklindedir.
6. 6. ivme Eksenleri

Simdi (6.5.9) kosulunun tersini géz dniine alalim ve

de‘{&v2 —3‘] =

oldugunu kabul edelim. Bu takdirde,

2

6/\6 =0

rank(:?vz —S‘j <2

olur ve

6/\6 =0

j/’f A4 (X

(6.6.1)

(6.6.2)

(6.6.3)

olmast igin Q=K sabit bir dual vektor veya Q=CQ olmak zorundadir. Burada C

bir dual sabiti ve K sabit bir dual vektdrii gostermektedir.



Her iki durumu ayr1 ayr1 inceleyelim

1. Kabul edelim ki

olsun. Bu takdirde Q=0 oldugundan en az bir i (1<i<3) igin,

Q=K. #0

dir. Bu sartlar altinda,

9%}
Il
(e

ve
rank(AfS’vz - S’J = rank(gz)
olur. Diger taraftan det(:S‘v2 ) nin mindrlerinden

det( 7)o, (65 + 6353

seklinde olanlardan en az birinin sifirdan farkli oldugu goriiliir. O halde

rank(gi) =2

dir. Boylece (6.5.8) denklem sisteminin ¢oziilebilmesi i¢in gerek ve yeter sart
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(6.6.4)

(6.6.5)

(6.6.6)

(6.6.7)

(6.6.8)

(6.6.9)
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rmm(§§¥6—z§ﬁ+6j=z (6.6.10)

olmasidir. Bu sart ise
(sf_g}zz[ﬁ_g}ﬁ_zgmﬁ
X =S*U-28U+U
:?7)~(=:?7(7+ZS§T517+I~]
5§5)~(=5§5l7+2§T517+5l7
~T = =T ~T~7 X ~7 2
QeSX=Q&S°U+2Q § eU+Q U

Q'eU=0 (6.6.11)

ile esdegerdir. O halde (6.5.8) denklem sistemi (6.6.11) sart1 altinda ¢oziilebilir.
Boylece ¢ozlim yapilirsa, ani donme eksenine paralel olan bir dogru denklemi elde

edilir. Bu dogru ivme ekseni olarak isimlendirilir.

2. Simdi kabul edelim ki

Q=CQ (6.6.12)

olsun. Burada ise en az bir Q, elemaninin sabit olmadigini kabul edelim. Aksi

takdirde

oldugundan,

Q=CO=0 (6.6.13)
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olur. Bu durumda hareket bir sirf kayma hareketi olur. Simdi det(&v2 —S‘J nin

mindrleri ele alinacak olursa, minorler icerisinde
—~— —_— —_— —_— * 2
£ QO (—Qf e +Q§)—gl. {Q,}
seklinde olanlardan en az bir tanesinin sifirdan farkli oldugu goriiliir. O halde
rank[§—§J=z (6.6.14)
dir. Boylece (6.5.8) denklem sisteminin ¢oziilebilmesi i¢in gerek ve yeter sart
rank[?—f?,(?—f?}ﬁ—ﬁ@rf/j:z (6615)

olmasidir. Diger taraftan, bu sart yine
(@é}}{&f-é}ﬁ_zgaé
e(:?vz —§J)N( =e[§2 —A:SJ(N]JrZETglL/Jr 55
5[5 _sJizﬁ(E —SJ0+2§§S(7+65
& el =0 (6.6.16)

sart1 ile esdegerdir. Bu sartlar altinda (6.5.8) denklem sistemi ¢oziilebilir ve yine ani
donme eksenine paralel olan bir dogru denklemi elde edilir. Bundan bagka (6.6.1)
saglanmas1 halinde (6.6.4) ve (6.6.12) deki iki ihtimal haricinde baska bir ihtimal

mevcut olamayacagi icin,
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rank[&vz—gjzl

olamaz. O halde (6.5.8) denklem sistemi bir diizlem denklemi temsil edemez.
Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 6.6.1 : I, 3-boyutlu dual Lorentz uzayinda bir parametreli dual kiiresel

hareket bir ¢ aninda hareketli sistemin sturuklenme ivme vektorlerinin o andaki ani

donme eksenine dik olduklar1 noktalarin geometrik yeri QAQ vektoriine dik bir
diizlemdir. Bu diizlem o anda ivme polii mevcutsa O noktasindan, ivme ekseni

mevcutsa O' noktasindan geger.

P noktast mevcutsa (6.5.12) denklemindeki siiriiklenme ivmesini Q¢ ile soldan

carparsak
;:(§—§j(}—ﬁ])
~T -~  ~T > 2),—~  ~
Qey,=Qel S -5|(X-R)
~T —~
Qey,=0
elde edilir.

Teorem 6.6.2. D’, 3-boyutlu dual Lorentz uzayinda bir parametreli dual kiiresel

harekette ivme merkezleri mevcut ise, bir # aninda X noktasina ait siiriklenme

ivme vektori o andaki ani donme vektorune diktir.



SONUCLAR ve ONERILER

E’, 3-boyutlu Oklid uzaymnda bir parametreli kiiresel hareketler, bu hareketlerin
hizlar1, ivmeleri ve pol noktalar1 ile ilgili bagintilar. H. R. Miiller tarafindan [10] da
verilmistir. Dual sayilar ilk olarak W. K. Clifford (1845-1879) tarafindan geometrik
arastirmalarda bir arag¢ olarak kullanildi[6]. Veldkamp (1976) dual birim vektorler ve

dual birim kiireyi ifade ederek, dual kiiresel hareketleri vermistir[16].

*, 3-boyutlu Dual uzayda, dual kiiresel hareketlerin hizlari, ivmeleri ve ivme polleri
ile ilgili bagintilar H. H. Hacisalihoglu tarafindan verildi[9]. E’, 3-boyutlu Oklid
uzay1 yerine L', 3-boyutlu Lorentz uzay: alarak, E. Study doniisiimii H. H. Ugurlu
tarafindan tanitildi[ 14].

Bu tezde ilk olarak I, 3-boyutlu Lorentz uzayimnda bir parametreli kiiresel hareketler
tanitilarak, bu hareketlerin, hizlari, ivmeleri ve pol noktalari, ivme merkezleri ve

ivme eksenleri ile ilgili teoremlere yer verildi.

Daha sonra, DD}, 3-boyutlu dual Lorentz uzaymda bir parametreli dual kiiresel

hareketler tanitildi. Bu hareketlerin hizlari, ivmeleri, ivme polleri ve ivme eksenleri

ile ilgili bagintilar elde edildi.

Bu calismadaki bir parametreli kiiresel hareketler i¢cin elde edilen bagintilar
disiintilerek, eger iki parametreli kiiresel hareketler goz Oniine alinirsa, ne gibi

bagintilarin elde edilecegi arastirilabilir.
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