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SIMGELER VE KISALTMALAR

N : Dogal sayilar kiimesi

R : Reel sayilar kiimesi

R, : [0,+00) aralig1

C : Kompleks sayilar kiimesi

By : X uzaymnin kapali birim yuvari

Sx : X uzayinin birim kiiresi

CekA : A operatoriiniin sifir uzay (¢ekirdegi)

w : Kompleks terimli biitiin dizilerin uzayi

Q : Sonlu tane terimi hari¢ geri kalan tiim terimleri sifir

olan dizilerin uzay1

Co : Kompeks terimli sifira yakinsak dizilerin uzayi

c : Kompleks terimli yakinsak dizilerin uzay1

o : Kompleks terimli sinirl dizilerin uzay1

4 : p-mutlak yakinsak seri teskil eden dizilerin uzay1

bs : Smurl seri teskil eden dizilerin uzay1

cs : Yakinsak seri teskil eden dizilerin uzay1

A4 : A sonsuz matrisinin bir A dizi uzay1 lizerindeki matris etki alani
A% : A dizi uzaymin a-duali

AP : A dizi uzaymin f-duali

AY : A dizi uzaymin y-duali

LI, : L lineer operatoriiniin nonkompaktlik Hausdorff 6l¢iisii
My : X metrik uzayindaki biitiin sinirli kiimelerin ailesi

F : N’nin biitiin sonlu alt kiimelerinin ailesi

N, : Norlund ortalamasi

Rt : Riesz ortalamasi

Cy : 1. mertebeden Cesaro ortalamasi



A
A
B(r,s)
B (m)
Et

NH

: Toplam matrisi

: Fark matrisi

: m. mertebeden fark matrisi

: Genellestirilmis fark matrisi

: m. mertebeden genellestirilmis fark matrisi

: t. mertebeden Euler ortalamasi

: Nonkompaktlik Hausdorff Olgiisii

Vi



OZET

Anahtar kelimeler: Dizi Uzaylari, Paranormlu Uzay, Schauder Bazi, a-, -, y-
Dualleri, Matris Dontistimleri, Agirlikli Ortalama, Euler Ortalamasi, Genellestirilmis
Fark Matrisi, Nonkompaktlik Hausdorff Olgiisii, Kompakt Operatérler.

“Bazi1 dizi uzaylar1 arasindaki matris doniistimleri ve nonkompaktlik 6l¢listi” isimli
bu tez ¢alismasi1 dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde, dizi uzaylari, matris
dontistimleri ve nonkompaktlik Hausdorff ol¢iisti ile ilgili bazi1 temel tanim ve
teoremler verildi. Ikinci ve {iciincii boliim, bu calismanm orijinal kismim
olusturmaktadir.

ikinci bolimde, ef(B™), ef(B™) ve el (B™) Euler m. dereceden fark dizi
uzaylar1 tanimlanip, bu uzaylarin a-, -, y- dualleri belirlendi. Ayrica bu uzaylar
iizerindeki bazi matris dontistimlerinin siniflar1 karakterize edildi ve nonkompaktlik
Hausdorff 6l¢iisii yardimi ile e§(B™) ve eX (B™) uzaylar iizerindeki bazi matris
dontistimlerinin kompakt olmasi i¢in tagimasi gereken sartlar belirlendi.

Ugiincii  boliimde, #(u,v,p; B) ve tp(u,v; B) agirhikh B-fark dizi uzaylar
tanimlandi. €(u, v, p; B) paranormlu dizi uzaymin bazi topolojik 6zellikleri ¢alisilip,
bu uzay lizerinde tanimlanan bazi matris doniisiimlerinin smiflar1 incelendi. Ayrica
nonkompaktlik Hausdorff 6lgiistiniin uygulanmasi ile £, (u, v; B) dizi uzay: iizerinde,

sonsuz matrisler tarafindan verilen kompakt operatorlerin baz1 siniflar1 karakterize
edildi.

Son boliimde ise ikinci ve iiglincii boliimde tanimlanan dizi uzaylarinin bazi 6zel
halleri verildi ve bundan sonra yapilacak aragtirmalara yonelik o6nerilerde bulunuldu.
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ON MATRIX TRANSFORMATIONS BETWEEN SOME
SEQUENCE SPACES AND THE HAUSDORFF MEASURE OF
NONCOMPACTNESS

SUMMARY

Key Words: Sequence Spaces, Paranormed Spaces, Schauder Basis, a-, 5-, y-Duals,
Matrix Transformations, Weighted Means, Euler Mean, Generalized Difference
Matrix, Hausdorff Measure of Noncompactness, Compact Operators.

This study which is entitled “ On Matrix Transformations between Some Sequence
Spaces and the Hausdorff Measure of Noncompactness” contains four chapters. In
the first chapter, some basic definitions and theorems related to sequence spaces,
matrix mappings and the Hausdorff measure of noncompactness are given. The
second and third chapters are original parts of this study.

In the second chapter, the Euler mth-order difference sequence spaces e§(B™),
et(B™) and el (B™) are introduced and the a-, B-, y- duals of these spaces are
determined. Also, some classes of matrix mappings on them are characterized.
Moreover, by applying the Hausdorff measure of noncompactness, the
characterization of some classes of compact operators on the sequence spaces
eb(B™) and ef,(B™) are given.

In the third chapter, the weighted B-difference sequence spaces ¢(u,v,p;B) and
¥, (u, v; B) are defined. Also, some topological properties of the paranormed space
?(u,v,p; B) are studied and some classes of matrix mappings on this space are
examined. Moreover, the Hausdorff measure of noncompactness is applied to
characterize some classes of compact operators given by infinite matrices on the
space £, (u, v; B)(1 < p < ).

In the last chapter, some special cases of sequence spaces defined in the second and
third chapters are given. Also, some suggestions are proposed for investigations on
the Hausdorff measure of noncompactness.
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BOLUM 1. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

1.1. Temel Kavramlar ve Teoremler

Bu boliimde, diger bdliimlerde kullanilacak olan temel tanimlar ve teoremler

verilecektir.

Tamm 1.1.1. X # @ ve F = R veya F = C olmak iizere

+XXX>X CFEXX o> X
x,y)=>x+y (A x) = Lx

ikili islemleri Va,f € Fve Vx,y,z € X i¢in

Dx+y=y+x

Dx+y)+z=x+W+2)

3) x + e = e + x = x olacak sekilde bir e € X vardir

4) x + (—x) = (—x) + x olacak sekilde bir —x € X vardir
S)1l.x=x

Oa.(x+y)=ax+a.y

Na+p)x=ax+p.x

8 a.(f.x)=(a.pB).x

sartlarim1 sagliyorsa (X, +,.) tglisiine, F {izerinde bir lineer uzay (vektor uzayi)

denir [1].

Tanim 1.1.2. X, F cismi iizerinde bir lineer uzay ve M’de X’in bir alt kiimesi olsun.
Her x,y € M ve her a,f € F i¢in ax + fy € M ise M’ye X’in bir lineer alt uzay1
denir [2].



Tamm 1.1.3. Sinurlt bir x = (x,,) dizisinin st limiti

limsup x, = lim (sup xn)
T

n—oo —%® \nxr
seklinde tanimhidir. Ayrica Vn € N i¢in x,, = 0 ise

limsupx, =0 limx, =0

n—oo n-o
dir [3].
Tanmim 1.1.4. Bos olmayan bir X kiimesi ve bir

d:XxX->R,
(x,y) = d(x,y)

doniisiimii verilsin. Eger bu d doniisiimii Vx, y,z € X igin

MDd(x,y)=0ex=y

M2) d(x,y) = d(y,x)
M3)d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (iggen esitsizligi)

ozelliklerini sagliyorsa X iizerinde uzaklik fonksiyonu ya da metrik adin1 alir ve bu

durumda (X, d) ikilisine bir metrik uzay denir [2].

Tanim 1.1.5. (X, d) metrik uzay ve (x,)’de bu uzayda bir dizi olsun. Eger her € > 0
ve m,n >ny olan biitin n,m € N’ler icin d(x,, x,,) < € olacak sekilde bir
ny = ny(€) € N bulunabiliyorsa, (x,,) dizisine (X, d) metrik uzayinda bir Cauchy

dizisi denir [1].

Tamm 1.1.6. Bir (X,d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi X ic¢inde bir limite

sahipse bu (X, d) metrik uzayma tam metrik uzay adi verilir [1].



Tamm 1.1.7. X bir lineer uzay olsun. g: X — R doniisiimii Vx,y € X icin asagidaki
sartlar1 sagliyorsa g’ye X iizerinde bir paranorm (X, g) ikilisine de paranormlu uzay

denir.

P gx)=0veg(®)=0

(P2) g(=x) = g(x)

(P3) (alt toplamsallik ozelligi): g(x + y) < g(x) + g(y)

(P4) (skalerle carpimin siirekliligi): (t,), t, =t (n—>o00) sartint  saglayan
skalerlerin bir dizisi ve (x,), X i¢inde g(x,, —x) = 0 (n = o) olan bir dizi ise

n — oo iken g(x,t, — xt) — 0 dir [1].

Tanim 1.1.8. Bir (X, g) paranormlu uzayinda alinan her Cauchy dizisi bu uzayin bir

noktasina yakinsiyorsa (X, g) uzayima tam paranormlu uzay denir [1].

Tanmm 1.1.9. X, F cismi (F = R veya F = C) iizerinde bir vektdr uzayi olsun.

Il 1I: X - Ry

x =l x|l

dontistimii Vx,y € X ve Va € F i¢in

(NDIIxll=0ex=20
N2 Tax I=|a| I x II
NHNx+ylI<lxl+lyl

ozelliklerini sagliyorsa X {lizerinde norm adini alir ve bu durumda (X, |I. |l) ikilisine

bir normlu vektor uzay denir [1].

Tanim 1.1.10. Bir (X, II.ll) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi X icinde bir
noktaya yakinsiyorsa, bu (X, ll.ll) normlu uzayina tam normlu uzay veya Banach

uzay1 denir [1].



Tanmm 1.1.11. Bir (X, |[.]|]) normlu uzaymin By kapali birim yuvari ve Sy birim

kiresi

By ={x€X: | xI<1)}
Ve

Sy={xeX: llxl=1}

seklinde tanimlidir [4].

Tamm 1.1.12. X ve Y aynmi F cismi iizerinde iki lineer uzay olsun. Eger L: X - Y

doniistimii Vx,y € X ve Va, f € F i¢in

L(ax + By) = aL(x) + BL(y)

sartin1 sagliyorsa L’ye X uzayindan Y uzayina bir lineer dontistim denir [2].

Ornek 1.1.13. X ve Y, R iizerinde iki lineer uzay olsun. Asagida verilen doniisiimler

birer lineer doniigiimdiir.

(i) Vx € X i¢in 0(x) = 6 seklinde tanimlanan 0: X — Y sifir doniistimii,

(ii) Vx € X i¢in I(x) = x seklinde tanimlanan I: X — Y birim doniistimii,

(iii) a € R sabit bir say1 olmak iizere Vx € X i¢in f(x) = ax seklinde tanimlanan
f:X — Y dontisimii [2].

Tamim 1.1.14. A: X — Y lineer operatorii verilsin.

CekAd = {x € X: A(x) =0}

kiimesine A operatoriiniin sifir uzay1 veya ¢ekirdegi denir [5].



Lemma 1.1.15. A lineer operatoriiniin bire-bir olmasi icin gerek yeter sart

CekA = {0} olmasidir [5].

Tamm 1.1.16. (X, |[.]lx) ve (Y,||.lly) iki normlu uzay olsun. T:X — Y lineer

dontistimiiniin siirekli (sinirl1) olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vx € X i¢in
ITCOlly = Mllxllx

olacak sekilde bir M > 0 reel sayisinin bulunabilmesidir [1].

X’den Y’ye tanimli biitlin siirli lineer operatorlerin kiimesi B(X,Y) ile gosterilir.

Tamm 1.1.17. L € B(X,Y) olsun. Bu durumda L operatdriiniin normu

LIl = Sup ILCAl

llxll=1
seklinde tanimlidir [1].

Tamim 1.1.18. Ayni1 bir F cismi iizerinde tanimli olan X ve Y lineer uzaylar1 arasinda
bire-bir ve Orten bir T lineer doniisiimii varsa X ve Y uzaylarina izomorfik
(ya da lineer izomorfik) uzaylar denir. Bu durumda T doniisiimiine de izomorfizm

adi verilir [2].

Lemma 1.1.19. p > 1 ve p~1 + ¢~ = 1 olsun. O zaman herhangi bir B > 0 sayis1

ve herhangi iki a, x kompleks sayilar1 i¢in
lax| < B(|a|?B™9 + |x|P)

esitsizligi saglanir [6].



1.2. Dizi Uzaylari ve Matris Doniisiimleri
Tamm 1.2.1. F = R veya F = C olmak tizere
w={x=0)|x:N->Fk - x(k)=(x)}

kiimesine biitiin dizilerin kiimesi denir. w kiimesi,

(), i) = O + yi) ve (A, () = (Axg)

ikili islemleri ile F lizerinde bir vektor uzayidir. w’nin herhangi bir alt vektor uzayina

bir dizi uzay1 denir [7].

Ornek 1.2.2.
@ ={x=(x) €w: IN EN; Vk = N igin x; = 0},

coz{xz(xk)Ew: Ili_r)gloxk=0},
c:{xz(xk)Ew: zlg?oxk:l’ EIlE]R},

Lo = {x = (x) € w: sup|xx| < ™ },
keN

£, =1x = (x4) € w: Z|xk|p<oo, 1Sp<00},

bs ={x = (x;) € w: sup

Ve

uzaylar birer dizi uzayidir [7,8].



Tez ¢aligmasi boyunca aksi belirtilmedikge, ¢, uzayindan s6z edildiginde

1 < p < o oldugu anlasilacak ve g ile de p’nin eslenigi gosterilecektir. Yani p = 1

ise q=o00 ve 1<p<o ise q=p/(p—1)’dir. Ayrica N’nin biitiin sonlu alt

kiimelerinin ailesi F ile gosterilecek ve her bir r € N icin F,. kiimesi
F.={N€F:Vn€ Nicinn > r}

seklinde tanimlanacaktir.

Ornek 1.2.3. p = (p) pozitif reel sayilarm sinirh bir dizisi, sup,p, = H ve

M = max{1, H} olsun. Bu durumda
2(p) = {x = (x) € w: Z|xk|pk < oo},
k=0

to(p) = {X = (xx) € w: sup|x|Px < oo},
keN

c(p) = {x = (xy) € w: Ilimlxk —[Pk=0, 3l € ]R}
ve

co(p) = {X = (xp) € w: ’li_r)£10|xk|l’k = 0}

uzaylar1 birer dizi uzayidir. Ayrica £(p) uzay1

0 1/M
AOE (2|xk|pk>
k=0

paranormu ile, £, (p), c(p) ve cy(p) uzaylari da

g2(x) = sup|x, |Px/M
keN



paranormu ile birer tam paranormlu uzaydir [8].

Tanmmm 1.2.4. Vi € N i¢in A dizi uzay1 iizerinde p;(x) = x; seklinde tanimlanan

pi:A = C koordinat doniisiimii siirekli ise A dizi uzayia bir K-uzay1 denir [8].
Tamim 1.2.5. Tam lineer metrik bir K-uzayina FK-uzay1 denir [8].

Tamm 1.2.6. Bir FK-uzay1, kendisine ait topoloji ile normlanabiliyorsa bu uzaya

BK-uzayi denir [8].

Ornek 1.2.7. £, ¢ ve ¢y uzaylar || x llo= supyen|Xx| normuna gore, £, uzay: da

I x ll,= Xr=o |xk|p)1/ P normuna gore birer BK-uzayidir [4].

Tanmm 1.2.8. 1 ve p iki dizi vzay1 ve A = (ay,) (n,k =0,1,2,...) reel ya da
kompleks sayilarin bir sonsuz matrisi olsun. Vn € N i¢in A matrisinin n. satir dizisi
A, ile gosterilir. Yani A, = (Aui)peo dir. Ayrica her bir n€N igin
A, (x) =Yg apx, yakinsak ise A(x) = (A,(x)) yazilir. Eger x = (x;) € A igin
A(x) = (A,(x)) € u ise 0 zaman A’ya A dizi uzaymdan u dizi uzayma bir matris
doniislimii denir ve bu durum A: A — u olarak gosterilir. Ax dizisine de x’in

A-doniisiimii ad verilir.
A: A — p seklindeki biitiin A matrislerinin kiimesi (4, u) ile gosterilir [4].

Tamm 1.2.9. A = (a,;) reel ya da kompleks sayilarin bir sonsuz matrisi olsun.
k > n olmak tizere Vn, k € N i¢in a,, = 0 ise A = (a,,) matrisine liggensel matris
denir. A = (a,;) Ucgensel matrisinde Vn € N i¢in a,, # 0 ise A’ya normal matris

denir [8].

Lemma 1.2.10. FK-uzaylan arasinda tanimlanan herhangi bir matris dontisimii

siireklidir [2].



Lemma 1.2.11. ([8])
lim a,, = ay; (k € N)
n—-oo

) A = (ane) € (Foo, €) © Zlankl serisi n'ye gore diizgiin yakinsak
K

lim a,;, = 0; (k € N)
n—o0o

(i) A = (@) € (£oo) Co) © Zlankl serisi n'ye gore diizgiin yakinsak
K

Lemma 1.2.12. 1 < p < o ve g’da p’nin eslenigi olmak lizere X uzay1 ¢, ve 4,

uzaylarindan herhangi biri olsun. Bu durumda A € (X, c) ise

(i) Her bir k € Nicin lim a,, = a;
n—>oo

(i) a=(ay) €4y (X =copyadaX =1 iseq=1)
neN

1/q
(iii) sup <2|ank - ak|q> <oo; (X=cpyadaX =74 ,iseq=1)

(iv) Vx = (x;) € X icin lim A4,,(x) = Z Ay Xy
n—0oo
K

ozellikleri saglanir [9,10].

Tamm 1.2.13. p, > 0,p, =20(n>1) ve B, =py +p; + -+ p, olsun. Vn,k € N

igin
Prok o<k <n)
Pk =3 b
0 (k>n)

seklinde tanimlanan N, = (pp) matrisine Norlund ortalamasi denir [8].

Tanim 1.2.14. t, > 0 olmak iizere t = (t;) negatif olmayan reel sayilarin bir dizisi

ve T, = Yr—otx (n € N) olsun. O zaman Vn, k € N icin
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Ty

0 (k>n)

Tn

t
tk:{—" (0<k<n)

seklinde tanimlanan R® = (r;},) matrisine Riesz ortalamasi denir [8].

Tanmim 1.2.15. Vn, k € N icin

(= (0<k<n)
an— n+1 (k>n)

seklinde tanimlanan C; = (cy;) matrisine 1. mertebeden Cesaro ortalamasi denir [8].

Tanim 1.2.16. t € R olmak lizere Vn, k € N i¢in

n
B (1-t)*tk (0<k<=n)
enk = {(k) 0 (k >n)

seklinde tanmimlanan E* = (e, ) matrisine t. mertebeden Euler ortalamasi denir [8].
Tanmm 1.2.17. u,v € U = {(u,,) € w: Vn i¢in u,, # 0} olmak tizere Vn, k € N i¢in

_ {unvk (0<k<n)
Ink =1 0 (k > n)

seklinde tanimlanan G = (g,,) matrisine genellestirilmis agirlikli ortalama denir.

Burada u,, sadece n’ye v, da sadece k’ya baghdir [11].
Tamim 1.2.18. 0 < r < 1 ve A = (1) dizisi
0<Ap<A <-+ ve A » oo (k> o)

sartlarint saglayan bir dizi olsun. Bu durumda A™ = (a;,;) ve A = (4,;) matrisleri

vn, k € N igin
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147k 0<k<
Anr =yn+1 ( - _n)
0 (n>k)
ve
Ak k-1
0<k<n
A = 7 ( )
0 (n>k)

seklinde tanimhidir [12,13].

Tamm 1.2.19. S = (s,;;) toplam matrisi, AM= (8,;), A = (d,,) fark operatérleri

ve herhangi sabit bir m € N i¢in A= (57(:,?)) m. dereceden fark matrisi Vn, k € N

i¢in sirastyla

(1 (0<k<n)
nk—{O (k > n),

5 _{(_1)71—’( (n—l <k Sn)
nk = 0 (0<k<n-—1)yada(k >n),

d _{(_1)n—k n<k<n+1)
nk 0 (0<k<nyadak>n+1)

Ve

m
67(:,?) _ {(—1)""‘ (n B k) (max{0,n —m} < k <n)
0 (0 <k <max{0,n —m})yada (k > n)
seklinde tanimlidir [8].

Tanim 1.2.20. B(r,s) = (by,) genellestirilmis fark matrisi ve herhangi bir sabit

m € N igin B™ = (b,({,?)) m. mertebeden genellestirilmis fark matrisi Vn,k € N ve
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Vr,s € R — {0} i¢in

r (k=n)
by =138 (k=n-1)
0 (0<k<n-—1)yada(k>n)

ve
B _ {(nT k) pmontkgn-k (max {0,n —m} <k <n)
e 0 (0 < k <max{0,n —m})yada (k > n)
seklinde tanimlidir. 7 =1 ve s = —1 durumunda B(r,s) ve B matrislerinin

sirastyla A ve A(™ matrislerine doniisecegi agiktir [15,16].

Tamm 1.2.21. A bir dizi uzay1 olmak iizere bir A sonsuz matrisinin A uzayindaki

matris etki alan1 (domaini) olan A4 kiimesi

A ={x=(xx) €Ew: A(x) € 1}

olarak tanimlanir [8].

Lemma 1.2.22. T bir tiggensel matris ve (X, ||.||) bir BK-uzay1 olsun. Bu durumda
Xr uzayi da Vx € X i¢in

lxllz = NIT Ol

seklinde tanimlanan norm ile bir BK-uzayidir [17].

Lemma 1.2.23. X ve Y, w’nin herhangi iki alt uzay1 ve T bir liggensel matris olsun.

O zaman A € (X, Y7) olmasi i¢in gerek ve yeter sart B = TA € (X,Y) olmasidir [4].
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Tamim 1.2.24. 1 D ¢ bir BK-uzay1 olsun ve n € N icin xI™ = ¥2_  x,e® ifadesi
x = (x;) € A dizisinin n. kesimini gostersin (e®), k. terimi 1 diger terimleri 0 olan

dizi). Bu durumda

o

lim x™ = Z xe® = x

n—oo
k=0

ise A uzaymna AK 6zelligine sahiptir denir [4].

Ornek 1.2.25. w, ¢, ve tp (1 < p < ) uzaylart AK 6zelligine sahiplerdir. Fakat ¢
ve € uzaylar1 AK 6zelligine sahip degillerdir [4].

Lemma 1.2.26. X ve Y iki BK-uzay1 olsun. Bu durumda

(1) (X,Y) cB(X,Y)’dir. Yani, her A€ (X,Y) icin A(x) = Ly(x) (Vx) olacak
sekilde bir L, € B(X,Y) lineer operatorii vardir [4].

(ii) Eger X, AK ozelligine sahipse bu durumda B(X,Y) c (X,Y)’dir. Yani, her
L € B(X,Y) i¢in A(x) = L(x) (Vx) olacak sekilde bir A € (X,Y) vardir [17].

Tamm 1.2.27. A bir normlu dizi uzay1 olsun ve (b,,) dizisi verilsin. Vx € 4 i¢in

lim || x — (agbg + a1by + -+ apby) 1= 0

n—-oo

olacak sekilde bir tek (a,,) skalerler dizisi varsa (b,,)’ye A dizi uzaymnin bir Schauder

bazi (kisaca bazi) denir ve durumda x = Y}, a; by yazilir [8].

Literatiirde, tiggensel bir A sonsuz matrisinin bilinen A dizi uzayindaki matris etki
alan1 olan A, uzayi kullanilarak bir ¢cok yeni dizi uzayr tanimlanmistir. Asagidaki

tabloda bunlardan bazilar1 gdsterilmistir.
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A A Ay Kaynak
tp e Ng Xa@) Xa(e) [19]
tp,(1<p <) (o Xpr Xeo [20]
X, (1< p <) A™ Cp(A™), Cop (A™) [21]
€0, €, Yoo R1 (N, @)o, (N, ), (N, @)oo [22]
€0, C oo A co(A),c(B), £ (D) [23]
Co, C G(u, U) (CO)G(u,v)' Ce (wv) [24]
£5,€0,C oo B(r,s) Z’p, €0, 6, 2o [25]
Co, G, tp Gwv) Z(u,v;c)Z(Ww,v;c), Z(u,v;ty) [26]
Co, C Cy Co, € [27]
Co, € E" ey, er [28]
tp, (1 <p <) E" ey, ek [29,30]
Co, € A" ag, ar. [12]
tp, (1 <p <) AT ap, Ao [31]
€0, €c, € A® eo (), ec(d), ex (L) [32]
€0, €c, € A eg(A(m)), er (A(m)), el (AM) [33]
el et el B(™ eb(BM), et (B™), el (B™) [34]
ao, ac A® ag (), ac(b) [35]
a5, (1< p < o) A® ap(8) [36]
(CO)G(u,v)r Ce(uv) (goo)G(u,v) A Co (u, v, A)' C(u' v, A)' lo (u, v, A) [37.9]
tp, (1 <p <) A bv, [38,39]
£, (0<p<1) A bv, [40]
€0, C oo A™ co(A™), c(A™), €, (A™) [41,42]
€0, C oo AM co(AM), c(AM), £, (AT™) [43]
£, (1<p <) A £,(A0M) [44]
Co, C A cé, (;)L [13]
2,,(1<p < o) A o7, %, [45]
£ (p) S bs(p) [46,47]
t(p) S 2(p) [48]
co(P), c(P), Yoo () A Acy(p), Ac(p), Ao (p) [49]
co(P), c(P), Yoo () A™ A co(p), A™c(p), A™ o (p) [50]
£(p) R® rt(p) [51]
co(p), c(p), £ (P) R 5 (0), 7 (), 7% (0) [52]
£(p) ET e’ (p) [53]
ri(p) A ri(p,d) [54]
rq(p) B(m) rQ(p,B(m)) [16]
co(P), c(p), £ (P) Gwv) co(u,v;p), c(wv;p)fo(u, v;p) [11]
t(p) G(u,v) 2(u,v; p) [55]
@@ re @), () B(r,s) 15, B), 7P, B), 1%, B), v (p, B) [56]

Bir A matrisinin A4 dizi uzayma kisitlanmasiyla elde edilen A4 yeni dizi uzayi,

genelde orijinal A uzaymin genislemesi ya da daralmasi olmasina ragmen bazi

durumlarda bu uzaylar birbirlerini kapsamazlar. Ornegin, A € {£,, ¢, co} ise Ag C A

ve A€ {c,cy} ise A € A, kapsamalar1 kesin bir sekilde saglanir. Buna ragmen

z=((—-1%) olmak iizere A=cy+z yani x €1 < bazs € cyvebazia €
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C'leri¢in x = s + az olarak alinsin ve A matrisi de satirlar1t Vn € N icin A4, =

(—1)"e™ seklinde tanimlanan bir matris olsun. O zaman Ae =z € lama Az = e ¢
Aolup bu z € A\1, ve e € A\, oldugunu gosterir (e = (1,1,1, ...)) [29].

Tanim 1.2.28. 2 dizi uzayinin a-, 8 ve y —dualleri olan A%, A% ve A¥ kiimeleri,

A% ={z = (z) € w:Vx € Aicin xz = (x3,2;) € 41},

A ={z=(z,) € w:Vx € Xicin xz = (x,2;) € cs}
ve

A ={z=(z,) € w:Vx € licin xz = (x,2,) € bs}
seklinde tanimlidir [8].

Tamm 1.2.29. X D ¢ bir BK-uzay1 ve a = (a,) € w olsun. Bu durumda, Vx € X

icin Y72 arx) yakinsak olmak tizere ||al|y degeri

> e lxl = 1}
k=0

seklinde tanimlidir. a € X# olmasi durumunda Vx € X igin Y5>, a,x, degerlerinin

lallx = SUP{

mevcut ve sonlu oldugu agiktir [4].

Lemma 1.2.30. X uzay1 ¢y, ¢ ya da ¥, uzaylarindan herhangi biri olsun. Bu

durumda X# = £, ve Va € ¢, igin ||a|l} = llalle, dir [57].

Lemma 1.2.31. 1 < p < oo olmak {izere {’5 ={, ve Va € £}, i¢in ||a||12p = IIaII{)q

dir [10].

Lemma 1.2.32. T bir iiggensel matris ve R de T~! matrisinin transpozesi olsun. Bu

durumda X = ¢, yada X = 4, ise Va € (X7)f icin |lallk, = |[Rall,, dir [58].
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Lemma 1.2.33. X D ¢ bir BK-uzay1 ve Y’de ¢, ¢ ya da €, uzaylarindan herhangi

biri olsun. O zaman 4 € (X,Y) ise

ILall = lAll x,00) = supllAn|lx < o0
n

dir [59].

Lemma 1.2.34. x = (x,,) € ¥, olsun. Bu durumda her bir r € N i¢in

nenN

[oe)

< |x,| < 4. sup
NEF;

n=r+1
esitsizligi saglanir [3].

Lemma 1.2.35. X O ¢ bir BK-uzay1 ve

S

nenN

< oo

X

lAll x,e,) = sup
NeF

olsun. Bu durumda A € (X, #,) ise

Al x,e,) < WLall < 4. 1|All(x.,)
dir [3].
1.3. Nonkompakthik Hausdorff Olciisii

Bu bélimde nonkompaktlik Hausdorff (NH) oOlgiisii tanimlanip bu konuyla ilgili

temel kavramlar ve teoremler verilecektir.

Tamm 1.3.1. Bir (X, d) metrik uzaymnda S ve M iki alt uzay olsun ve € > 0 sayisi
verilsin. Eger her bir x € M i¢in d(x,s) < € olacak sekilde bir s € S varsa S’ye M
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kiimesinin X i¢inde e-neti denir. Ayrica S kiimesi sonlu ise S’ye M kiimesinin sonlu

bir e-neti denir [1].

Tamm 1.3.2. (X,d) metrik uzaymin bir M alt kiimesinin, Ve > 0 i¢in sonlu bir

e-neti varsa bu M kiimesine total sinirlidir denir [1].

Tamm 1.3.3. (X, d) bir metrik uzay ve M c X olsun. Eger M’nin kapanisi olan M

kiimesi kompakt ise M’ye X uzayinda 6n kompakt kiime denir [14].

Tamm 1.3.4. X, Y Banach uzaylar1 ve L: X — Y lineer operatorii verilsin. Eger X
uzayindaki siirli her Q kiimesi i¢in L(Q) kiimesi Y uzayinda én kompakt bir kiime
ise L operatoriine kompakt lineer operator denir. X den Y’ye biitiin kompakt lineer

operatdrlerin kiimesi K (X, Y) ile gosterilir [ 14].

(X, d) metrik uzayindaki tim sinirli Q kiimelerinin climlesi My ile gosterilecektir.

Tanim 1.3.5. (X, d) bir metrik uzay olmak iizere bir Q € My kiimesinin NH 0l¢iisii

x(Q) = inf{e > 0: Q'nun X i¢inde sonlu bir e-neti vardir}

seklinde tanimlanir ve y: My — [0, +o0) fonksiyonuna NH 06l¢iisii denir [4].

Kompakt operatorler ilk kez integral operatorler seklinde Volterra tarafindan ortaya
konulmustur. Banach uzaylarinda kompakt operatorlerin genel tanimi ilk kez iinlii
Alman matematik¢i Hilbert tarafindan verilmistir. Kompakt operatorler 6zellikle de
lineer kompakt operatorler fonksiyonel analizin, operatdr teorisi ve yaklagim teorisi
gibi bircok dalinda 6nemli bir yer teskil etmistir. Cogu kez iki dizi uzay1 arasindaki
en genel lineer doniisiim bir matris doniisiimii ile verilebildiginden, bir matris
doniigiimiiniin  hangi sartlar altinda kompakt olacagi sorusunun sorulmasit da

kacinilmazdir. NH 6lg¢iisii bu soruyu cevaplayacak en 6nemli kavramlardan biridir.

NH o6lgtst ile ilgili ¢alismalara Gohberg [60] ile baslandi. 1968’de Goldenstein ve

Markus, 1972°de Istratesku ve sonrasinda bir ¢cok matematik¢i tarafindan calisildi.
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NH o6lgiisiiniin operatdr teorisi, sabit nokta teorisi, diferansiyel denklemler gibi bir
cok alanda dnemli 6zellikleri vardir. Bir lineer operatdriin kompakt operator olmasi
icin tasimas1 gereken sartlar1 belirlemenin en etkili yollarindan biri de NH 6l¢iisiidiir.
Bu yontemle bir ¢ok dizi uzayr {izerinde kompakt matris dontistimleri
siniflandirilmistir. Ornegin, Malafosse ve ark. [57] ¢ ve ¢, uzaylan iizerinde lineer
operatorler ile matris dontisiimlerinin kompaktlik durumunu incelemisler ve K (c, c, ),
K(co,c9), K(c,cg), K(cp,c) kiimelerini karakterize etmislerdir. Malafosse ve
Rakogevié [61] s, s, s&, €% uzaylar {izerinde, Mursaleen ve Noman [59], ct, o4
dizi uzaylan tizerinde, Mursaleen ve ark. [9] co(u,v,A) ve £, (u,v,A) uzaylari
lizerinde, Basar ve Malkosky [62] w], wl ve wP dizi uzaylan iizerinde,
Djolovi¢ [63] af(A), al(A) ve al,(A) uzaylart tizerinde, Malkowsky ve ark. [64]
bv, (1 < p < ) uzayi iizerinde, Basarir ve Kara [65] co(u, v,A™) ve £ (u,v,A™)
uzaylar1 lizerinde NH 0lgiisiinii kullanarak matris doniigiimlerinin  kompaktlik
durumunu incelemislerdir. Ayrica [4] ve [66-76] nolu calismalar, dizi uzaylar
tizerinde NH Olgiisiiniin uygulanmasi ile ilgili diger ©6nemli c¢aligmalardir.
[3,4,18,77,78] nolu ¢alismalarda yazarlar, FK -uzaylarinda keyfi liggensel matrislerin,
matris etki alanlar1 iizerinde bazi matris doniisiimlerinin smiflarini inceleyip, NH
Ol¢iisiiniin uygulanmasi ile bu uzaylar lizerinde kompakt lineer doniisiimlerle ilgili
daha genel sonuglar elde etmislerdir. Djolovi¢ ve Malkowsky [58], T bir liggensel
matris olmak iizere K((£w)7,¢) ve K((co)r,c) sniflarini karakterize etmislerdir.
[34] nolu ¢alismada Kara ve Basarir ef(B™), ef(B™) ve eL(B™) dizi
uzaylarin1 tanimlayip bu uzaylar iizerinde matris doniigiimlerinin kompaktlik
durumunu incelemis ve NH Ool¢iisiinii kullanarak, Djolovi¢ ve Malkowsky’ nin
caligmalarin1 bir adim daha One gotiirlip, herhangi bir T iiggensel matrisi igin
(o)1 €0) € K((f)71,¢0) Ve (o)1) € K((£)7, ) oldugunu gostermislerdir.
Son zamanlarda Mursaleen [79], NH 0l¢iistinii Sargent tarafindan tanimlanan n(¢)
dizi uzay1 iizerinde uygulayip bu uzay ilizerindeki bazi matris doniisiimlerinin
kompaktlik durumunu incelemistir. Ayrica bu ¢alismada yazar, NH 0l¢lisii yardimi
ile n(¢) Banach uzayindaki diferansiyel denklemlerin sonsuz sistemlerinin

¢Oziimlerini aragtirmigtr.
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NH o6lglistiniin  uygulanmasiyla, bir matris doniisiimiiniin kompakt olmasi i¢in

tasimas1 gereken sartlar1 belirlerken genel itibariyle su adimlar takip edilir.

1. Adim : X bir keyfi BK uzay1 ve Y’de bilinen bir dizi uzay1 iken A € (X,Y) olmasi
icin gerek ve yeter sartlar bulunur.

2. Adim : Verilen bir X, BK uzayimnin [-duali bulunur.

3. Adim : X ve Y bilinen BK uzaylar iken A € (X,Y) olmasi i¢in gerek ve yeter
sartlar bulunur. Bu, 1. ve 2. Adim’daki sonuclarin kullanilmasi ve 2. Adim’da
bulunan X’in f-dualindeki dogal norm ile operatdriin normunun yer degistirilmesi ile
yapilir.

4. Adim : 3. Adim’daki sonuglar ve NH olgiislinlin uygulanmas: ile 4 € K(X,Y)

olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar bulunur.

Lemma 1.3.6. Bir (X,d) metrik uzayinin siirh Q, Q, ve Q, alt kiimeleri i¢in y

fonksiyonu asagidaki ozelliklere sahiptir [80].

(i) x(Q) = 0 & Q total sinirli bir kiimedir
(i1) Q@’nin a kapanisi i¢in y(Q) = )((6) dir
(i) Q1 € Qzise x(Q1) < x(Q2) dir

(iv) x(Q1 U Qz) = max{x(Q.), x(Q2)}

(V) x(Q1 N Qz) = min{y(Q1), x(Q2)}

Lemma 1.3.7. Q, Q ve Q, kiimeleri bir X normlu uzayinin sinirl alt kiimeleri olsun.

Bu durumda

(1) x(Q1+ Q2) < x(Q1) + x(Q2)
(if) Her bir x € X i¢in y(Q + x) = x(Q)
(iii) Her bir A € Fi¢in y(1Q) = |A|x(Q)

ozellikleri saglanir [80].
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Lemma 138. X =7, (1<p<w) yadaX=c¢y ve Q€ My olsun. Ayrica
P,: X =» X operatoric. Vx = (x,) € X i¢cin P,(x) = (xg, X4, ..., X, 0,0, ...) olarak

tanimlansin. Bu durumda y(Q) = lim,,_, (super ||(I — Pn)(x)ll) dir [4].

Tamm 1.3.9. X, Y Banach uzaylari ve L € B(X,Y) olsun. Bu durumda

@ LI, = x(L(Bx)) = x(L(Sx))
()L e KX, Y) & |ILll, =0

dir [4].

Lemma 1.3.10. X, bir {e;, e,, e3, ...} Schauder bazina sahip Banach uzayi, Q, X’in
sinirht bir alt kiimesi ve B;: X — X donisimi  {eq, e,, e5, ... }’nin lincer gereni

tizerinde bir projektor olsun. Bu durumda a = limsup,,_, ||l — B,|| olmak tizere

1
—-limsup <Sup||(1 - Pn)(x)”> < x(Q) < limsup (Supll(l - Pn)(x)”>

n—-oo XEQ n—oo X€EQ
dir [4].

Teorem 1.3.11. X bir normlu uzay ve T bir liggensel matris olsun. My ve My,
kiimeleri sirasiyla X ve Xy uzaylarindaki biitliin sinirli kiimelerin aileleri, y ve yr

degerleri de sirasiyla My ve My, iizerindeki NH olgiileri olsun. O zaman her

Q € My, i¢in x7(Q) = x(T(Q)) dir [81].



BOLUM 2. BAZI EULER m. DERECEDEN FARK Dizi
UZAYLARI VE KOMPAKT OPERATORLER

Bu bélimde B™ ve E¢ matrisleri kullamlarak ef(B™), e£(B™) ve e (B™)
Euler m. dereceden fark dizi uzaylar1 tanimlanacak ve bu uzaylarin sirasiyla ¢y, ¢ ve
{,, uzaylarma lineer izomorfik olduklar1 gosterilecektir. Ayrica bu uzaylarin a-, -
ve y- dualleri belirlenecek ve ef (B (m)), el (B (m)) uzaylar1 lizerinde bazi matris
doniisiimlerinin siniflar1 karakterize edilecektir. Son olarak NH o6l¢iisii kullanilarak
el (B(m)) ve el (B(m)) dizi uzaylar lizerinde tanimlanan bazi matris doniisiimlerinin

kompakt olmasi i¢in tasimasi gereken sartlar belirlenecektir.

Tez ¢alismasi boyunca, r,s € R — {0} ve 0 < t < 1 oldugu kabul edilecektir. Ayrica

kisalik olmas1 bakimindan, herhangi bir j, k, m € N i¢in

) i

VG0 =y ("I (D) co s e - e

i=k

gosterimi kullanilacaktir.
2.1. Giris

Tamm 2.1.1. e{, el ve e, Euler dizi uzaylar

n

el ={x = (xx) € w: lim Z( (1—t)"*tkx, =0 }
=
n

el ={x = (x;) € w: lim Z ( (1 —t)" F*tkx, mevcut}
n—->oo
k=0

y
y
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Ve
n

Z (Z) (1 —r)vFrky,

eN
&8 =0

s

el, = {x = (x;) € w: sup
olarak tanimlanir [28-30].

Tamm 2.1.2. e5(B™), et (B™) ve e, (B™) Euler m. dereceden genellestirilmis

fark dizi uzaylari

ef(B™) = {x = (x;) € w: B™(x) € e} },
ef(B™) = {x = (x;) € 0: B™(x) € e} }

Ve

ef,(B™) = {x = (xi) € w: B™(x) € e, }

seklinde tanimlidir. Tanim 1.2.21°deki matris etki alan1 tanimi1 kullanilarak ed (B,

et(B™) ve el (B™) uzaylar

e5(B™) = {ef}ym, eL(B™) = {el}yom ve eL(B™) = {e&}pom
yada T(™ = Et. B™ olmak iizere

es(B™) = {co}rom, e£(B™) = {c}rmm ve eL(B™) = {o}rom
seklinde tekrar tanimlanabilir.

Tamm 2.1.3. Bir x = (x,) dizisinin T = Et. B™_doniisiim  dizisi olan

y = (yr(r,s,t)) dizisi, Vk € N i¢in
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k[ k
yi(r, s, t) = Tk(m)(x) = Z Z (i T]) (Il() (1 — ) tetymHi-igix;  (2.1.1)
= =

seklinde tanimlidir.

Teorem 2.1.4. 1 € {cy, c,?»} olsun. Bu durumda A,am) uzay1 koordinatsal toplama

ve skalerle carpma islemlerine gore bir lineer uzaydir ve
%M1,y = T O, = ¥ lle (2.1.2)

normu ile de bir BK-uzayidir.

Ispat: Teoremin ilk kisminm ispat: yani Ap@m uzaymm bir lineer uzay oldugunun

gosterilmesi kolaydir. Diger taraftan T = Et. BO™ matrisi bir normal matris ve 1
uzay1 da ||. ||, normuna gére bir BK-uzayr oldugundan Lemma 1.2.22°den dolay1

Ar@m uzayi (2.1.2) normlu ile bir BK-uzayidir.

Teorem 2.1.5. e5(B™), ef(B™) ve el (B™) uzaylari, sirasiyla cp, ¢ ve 4o
uzaylarma lineer izomorfiktir.  Yani e5(3<m>) = ¢y, eCt(B(m)) =c ve

el,(B) = ¢, dur.

ispat: Benzer yontem ile ef(B™) ve e&(B™) uzaylan icinde ispat

yapilabileceginden, teorem sadece e§(B™) uzayu i¢in ispatlanacaktir.
Bunun i¢in e5(B™) ve ¢, uzaylar arasinda bire bir, rten ve normu koruyan bir
lineer L doniisiimiin varliginin gosterilmesi gerekir. Bu L doniisiimii (2.1.1) ile

verilen ifade olarak alinsin. Yani

L:ef(B™) 5 ¢y, x> L(x)=TMx)=y
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olsun. L’nin lineer oldugu aciktir. L(x) =0 ise VK EN i¢cin x, =0=>x=186
olacagindan CekT = {0}’dir. Lemma 1.1.15’¢ gore L doniisiimii bire-bir

doniisiimdiir. y € ¢, olsun. Vk € N i¢in

k
X (r,s,t) = Z V(k,))y;
j=0

olacak sekilde x = {x; (7, s, t)} dizisi tanimlansin. O zaman

l

n n

: (m) R m n =i, mtk—ioi—k

AI_I)’EIO(T (x))n—rlll_{{)lo Z[ (i—k)(i)(1 )"t s X, (1,s,t)
k=0 Li=k

=limy, =0
n—>0oo
olup x € e (B (m))’dir. Yy € ¢, keyfi secildiginden L 6rtendir. Ayrica
= (m) - —
I llgg(pom) = SUP|(T™ (¥))n| = suplynl =Ny lle,<

dir. Sonu¢ olarak L doniisiimii bire-bir, 6rten ve normu koruyan bir lineer

doniisiimdiir. O halde e (B (m)) = ¢y dir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

eé(B(m)), eCt(B(m)) ve Cy, € uzaylarn arasinda tanimlanan, Teorem 2.1.5’deki L
izomorfizmi Orten oldugundan ¢, ve c¢’nin bazlarinin bu izomorfizm altindaki ters
gorlntiileri, sirasiyla eg(B(m)) ve ef (B(m)) uzaylarinin birer bazidir. Dolayisiyla
asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 2.1.6. Herhangi bir sabit k € N igin ¢® = {c,(lk)} ve ¢V = {c,(l_l)} |
ne

neN

dizileri

C(k)Z{ 0 (0<n<k)
V(n, k) (n=k)

n
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Ve

n
c,([l) = Z V(n,j); (n €N)
=0

olarak tanimlansin ve 7 = limy,_,, (T(m) (x)) olsun. Bu durumda
k

(i) () e dizisi, ef(B™) uzay igin bir Schauder bazidir ve e§(B™)) uzayindaki

herhangi bir x = (x;) elemani

X = Z (T(m) (x))k Xk

k

formunda bir tek sekilde yazilabilir.

(i) (c")g_, dizisi ef(B™) uzayr igin bir Schauder bazidir ve ef(B™)

uzayindaki herhangi bir x = (x;) elemant

x=71.cY + 2 [(T(m)(x))k - n] Xk
K

formunda bir tek sekilde yazilabilir.
2.2. eh(B™), et(B™) ve el,(B™) Uzaylarinin a-, §- ve y- Dualleri

Bu bélimde ef(B™), ef(B™) ve el (B™) uzaylarmin a-, B- ve y-dualleri
belirlenecektir.
Lemma 2.2.1. ([82])

(i) A€ (¢, t1) = (¢, 1) = (£, £1) © sup
KEF

< 0o

k€K

n
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lim a,, = a;; (k €N)

n—oo

(i) A € (cp,c) & sup Y [a| < 0
neN

(iii) A € (cp,?w) = (€,2%) = (o) & sup || < oo
neN

Teorem 2.2.2. D = (d,,;) matrisi Vn, k € N i¢in

d. = V(n,k)a, (0<k<n)
"k_{ 0 (k >n)

seklinde tanimlansin ve

:E: dnk

KeF
k€K

-

olsun. Bu durumda {e{(B (m))}a = {el(B (m))}a = {e, (B(m))}a = D, dir.

D, = {a = (ay) € w: sup

n

Ispat: a = (a,) € w olsun. Vn € N i¢in

@, = zn: - <m+n ] 1) (i) (—1)nk ::r;j](t—l)f ke~ a, | v
k=0|j=k
2(\7@1 Ry = Z Ve = Da(?) 221)

yazilabilir. Dolayisiyla (2.2.1) ve (2.1.2) esitlikleri goz oniine alinarak

x = (x) € e§(B™), ef(B™)yadael(B™) iken ax = (ayx;) € ¢
vy = (yx) Eco,cyadat,iken D(y) € ¥,

yani
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a = (a) € {e§(B™)}" {e§(B™)}" ya da el (B™)}"
& D € (cy,?1), (c,f1)yada(fw,t1)

bulunur. O halde Lemma 2.2.1 (i) kullanilirsa

a = (@) € {e5(B™))" el (B™)} ya da fel (B™)}" & sup ) <o
KEeF

n

Z dnk

kEK

elde edilir. Bu ise {ef (B(m))}a = {et (B(m))}a = {e&, (B(m))}a = D, demektir.

Teorem 2.2.3. D,, D3, D, ve Dg kiimeleri

D, = {a = (ay) € w: sup

D; = {a = (ay) € w: herbir k € Nicin Z V(i, k)a; mevcut },
i=k
n n
D, = {a = (ay) € w: lim Z Z V(i, k)a; mevcut}
=
ve
n oo
Ds = {a = (@) € @: lim z Vi, ka;| = Z V(i k)a; }
il ey k li=k

olarak tanimlansin. O zaman {eé (B(m))}ﬁ =D, N Dy, {ect (B(m))}ﬁ =D,ND;ND,

ve {e&,(B™)Y = D, n Dy dir.

Ispat: a = (ay) € w olsun ve C = (c,y,) matrisi Vk,n € N igin

n
Z V(i k)a; (0<k<n)
nke =

0 (k >n)
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olarak tanimlansin. (2.1.1) deki bagint1 kullanilarak Vn € N i¢in

i =C(y)  (2.2.2)

Zn: ak Zn: \zk: V(k,D)yi|a

k=0 k=0Lli=0

- kZ \Z VG, k)

o Li=k
bulunur. Dolayisiyla (2.1.2) ve (2.2.2)’den
x=(x) € eg(B(m)) iken ax = (agxy) Ecs © y = (yx) Ecopiken C(y) € c
yani
a=(a) € {eS(B(m))}ﬁ & C € (o, 0)

elde edilir. O halde Lemma 2.2.1(ii) kullanilarak

her bir k € N igin Z V(i, k)a; mevcut
a=(a) € {eg(B(m))}ﬂ e W i=k

Z Z (i, k)a;

k=0li=k

< oo

bulunur. Bu ise {eé(B(m))}ﬁ = D, N D; oldugunu gosterir. Benzer yontemle

(ec(B™)W =p,nD;nD, ve {e&b(B™)} =D,nDy oldugu kolaylikla

gosterilebilir. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 2.2.4. e} (B (m)), el (B (m)) ve el (B (m)) uzaylarinin y- duali D, kiimesidir.

Ispat: Bu teoremin ispati, Teorem 2.2.3%iin ispatinda Lemma 2.2.1%in (ii) kismi

yerine (iii) kismi alinarak yapilabilir.

Teorem 2.2.5. X uzayi eg(B(m)) ve el (B(m)) uzaylarindan herhangi biri olsun.
Eger a = (ai) € X# ise
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lally = IRalle, = ) VG, )a;|
j=k

dir.

Ispat: Lemma 1.2.32°de T = T alinirsa istenilen saglanir.

2.3. eb(B™) ve ei(B™) ve el (B™) Uzaylarn Uzerinde Baz Matris

Doniisiimleri

Bu bolimde, eg(B(m)) ve eg(B(m)) uzaylarindan £, (1<p <), ¢ ve ¢
uzaylaria olan matris doniistimlerinin siniflar1 karakterize edilecektir. Daha sonra da
X =4y, ¢ ya da ¢, olmak lizere A € (ego(B(m)),X) iken A’nin operatdér normu

belirlenecektir.

Kisalik olmasi bakimindan, bir sonsuz A = (a,;) matrisi verildiginde Vk,n,¥ € N

igin
'
at, = Z V(, k)an, (2.3.1)
j=k
veE
d, = Z VG, k), (2.3.2)
j=k

olarak alinacaktir.

Lemma 2.3.1. 1 < p < o olsun. O zaman

p
< oo

2, o

k€EF

A€ (c,tp) & sup

FeF
n
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dir [82].

Teorem 2.3.2. A € (e/(B™),¢,) &
()1 =p < ooicin,

P
sup Z Anr| < oo, (2.3.3)
Fer n lkeF
¢
sup Z |at| < o, (2.3.4)
eN &4
Vk,n € Nicin a,;;, mevcut, (2.3.5)
vn € Nicin Z a,r yakinsak (2.3.6)

k

sartlar1 saglanir.

(i1) p = o i¢in (2.3.4) ve (2.3.5) saglanir ve ayrica

ILall = sup ) |G| < oo (2.3.7)
neN T

sart1 da saglanir.

Ispat: Teoremin (ii) kismi (i) kismia benzer sekilde ispatlanabileceginden sadece (i)

kismu1 i¢in ispat verilecektir.

(1) (2.3.3) —(2.3.6) sartlar1 saglansin ve herhangi bir x € ect(B(m)) verilsin. Bu

durumda, Teorem 2.2.3’den dolay1 Vn €N i¢cin {a,x}ken € {ect(B(m))}ﬁ
olacagindan A(x)’in varligi garantilenmis olur. Ayrica (2.3.3) kabulii ile Lemma
2.3.1 birlikte diisiiniiliirse A = (@,,;,) matrisinin (c, ¥,) smifinda oldugu goriiliir.

Diger taraftan y = (yy) dizisi (2.2.1) ile verilen dizi olmak iizere Vn, £ € N i¢in
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£ £ £ £

D e = VG, K)ans |vie = ) @i (238)
k

k=0 k=0 \j= k=0

dir. (2.3.8) ifadesinde ¥ — oo iken limite gegilirse Vn € N i¢in

Z A Xk = Z AnkYk (2.3.9)

k k

olur. Bu durumda {’p-normu alinirsa
1ACOlz, = 1A, < o0
elde edilir. Buise A € (ef(B™), ¢,) demektir.

Tersine, A € (e£(B™),¢,) olsun. ef(B™) ve ¢, uzaylart BK-uzay: olduklarindan

Lemma 1.2.10°dan dolay1 Vx € ef(B™) icin
A le, < Kllxll g pom) (2.3.10)

olacak sekilde bir K > 0 reel sayisi vardir. F € F ve her sabit k € N igin ¢ =
{c,(lk)}nEN dizisi Teorem 2.1.6’da tanimlanan dizi olsun. x = (x}) = Y er c® dizisi

saglanacaktir. Dolayisiyla

p\ 1/P
) SK”x”eCt(B(m))

HM@M=(Z

n

kEF

elde edilir. Bu durum (2.3.3) sartinin saglandigini gosterir.
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Kabulden dolay1 A matrisi e} (B (m)) uzayina uygulanabileceginden (2.3.4) — (2.3.6)

sartlarinin saglandig1 agiktir. Bu ise ispati tamamlar.

Teorem 2.3.3. A € (ef(B™),¢,) &
(1) 1 < p < wigin (2.3.3) — (2.3.5) sartlar1 saglanir.
(i1) p = oo i¢in (2.3.4), (2.3.5) ve (2.3.7) sartlar1 saglanir.

Ispat: Bu teoremin ispati, Teorem 2.3.2’nin ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 2.34. A€ (e(f(B(m)), c) olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar (2.3.4) ve

(2.3.7)’nin saglanmasi ve

lim C_lnk = Ak, vk € N, (2311)
n—>0o
lim Ay =a; da €R (2.3.12)
" k

olmasidir.

Ispat: A matrisi i¢in (2.3.4), (2.3.7), (2.3.11) ve (2.3.12) sartlar1 saglansin ve

x, = | (k - o) olacak sekilde x = (x;) € ef (B(m)) dizisi verilsin. Bu durumda

Teorem 2.2.3’den dolay1 Vn € N i¢in {a,;}ken € {ect (B(m))}ﬁ olacagindan A(x)’in

varlig1 garantilenmis olur. Ayrica (2.3.11) ve (2.3.7)’den her bir k € N igin

m
Z|aj| < supZ|c_lnj| < oo; (meN)
= neN 7

olur. Bu ise (ay) € ¢; ve dolayisiyla da Y}, ay (yx — 1) serisinin yakinsak oldugunu
gosterir. Burada y = (y,) dizisi (2.2.1) ile verilen dizidir. x;, = [ (k = o0)
oldugundan y;, — [ (k — o0)’dir. Diger taraftan (2.3.9) esitligi kullanilarak

Z AneXp = Z A (Ve — D) + Z Anx ;(n €N) (2.3.13)
K

k k
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yazilabilir. Bu durumda (2.3.7), (2.3.11) ve (2.3.12) ifadeleri gbéz Oniinde
bulundurularak (2.3.13) esitliginde n — oo iken limite gecilirse, esitligin sag
tarafindaki ilk toplam Y, ai(yx —[1)’ye, ikinci toplam ise la’ya yakinsar.

Dolayisiyla (2.3.13)’den

(A = Y e =D + la; (1= )
k

elde edilir. Buise A € (e (B(m)), ¢) oldugunu gosterir.

Tersine A € (eE(B(m)), c) olsun. ¢ c ¢, kapsamast saglandigindan (2.3.4) ve

(2.3.7)’nin gerekliligi Teorem 2.3.3 (ii)’den goriiliir. Diger taraftan her bir k € N

i¢in Teorem 2.1.6’daki gibi tanimlanan x = ¢ = {cr(lk)} € el (B(m)) dizisi ele
N

ne

alinacak olursa, her bir kK € N igin A(c(k)) = {Guitneny € ¢ oldugu kolaylikla

gosterilebilir. Bu ise (2.3.11)’in gerekliligini gosterir.

Benzer sekilde (2.3.9)’da x = e alinirsa A(x) = {Yx Tnxtnen € ¢ bulunur. Buradan

(2.3.12)’in gerekliligi elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
Asagidaki teoremlerin ispati, Teorem 2.3.4’lin ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 2.3.5. A € (eé(B(m)), ¢) olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar (2.3.4), (2.3.7)

ve (2.3.11)’in saglanmasidir.

Teorem 2.3.6. A € (eg(B(m)), Co) olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar (2.3.4) ve

(2.3.7)’nin saglanmasi ve
lim dnk = O, Vk € N,
n—oo

lim Y @y =0 (2.3.14)

n—oo
k

olmasidir.
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Teorem 2.3.7. A € (ef (B(m)), Co) olmasi igin gerek ve yeter sartlar (2.3.4), (2.3.7)

ve (2.3.14)’iin saglanmasidir.

Teorem 2.3.8. A = (a,;) bir sonsuz matris ve A = (@,;,) matrisi de (2.3.2)’de
tanimlanan matris olsun. Bu durumda A matrisi (e, (B™), c,), (e&(B™),¢) ya da

(el (B(m)), £ » ) siiflarindan herhangi birinde ise (2.3.7) sart1 saglanir.
Ispat: Bu sonug, Lemma 1.2.33 ve Teorem 2.2.5’den elde edilir.
2.4. e} (B(m)) ve e, (B("‘)) Uzaylarinda Kompakt Operatorler

Bu boliimde, NH 6l¢iisiiniin uygulanmasi ile ilk olarak keyfi bir T iiggensel matrisi
icin ({w)7,¢0) CK(()1:60) Ve ((Po)1:€) € K((P)r,€) kapsamalarinin
saglandig1 gosterilecektir. Daha sonra da ef (B(m)) ve el (B(m)) uzaylar1 lizerinde

tanimlanan bazi matris doniisiimlerinin kompakt olmas1 durumu incelenecektir.
Bolim boyunca bir T = (t,;) lg¢gensel matrisinin tersi S = (s,;) matrisi ile
gosterilecektir. T bir liggensel matris oldugundan S’nin mevcut ve {iggensel oldugu

aciktir.

Lemma 2.4.1. X € {£.,c,c,} olsun ve A = (@,;) matrisi Vn, k € N i¢in

Ang = Z AnjSjk

j=k
seklinde tanimlansin. Bu durumda A € ((£o,) 7, X) ise A € (£, X) dir.

Ispat: A € ()7, X) olsun ve herhangi bir x = (x}) € (£o)7 Vverilsin. y = (vi)

dizisi x = (x;) dizisinin T-doniisiim dizisi olarak tanimlansin. Yani Vk € N i¢in
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k

Vi = Ztmx], (Tl € N)

j=0

olsun. Bu durumda y = (y;) € ¥ oldugu aciktir. Diger taraftan Yn,m € N igin

m m k m m
Z AniXy = Z Ank z SkiYj | = Z z AnjSik | Yk (24.1)
=0 =0 =0 —o \j=k

yazilabilir. (2.4.1) esitliginde m — oo iken limite gegilirse

Z ApkXp = Z Ank Yk
Kk Kk

elde edilir. Yani Ax = Ay olur. Ax € X oldugundan Ay € X’dir. Buise A € (£, X)

oldugunu gosterir.

Lemma 2.4.2. A = (4,;,) matrisi Lemma 2.4.1°de tanimlandig1 gibi olsun. Bu

durumda A € ((?) T, C,) 15€

ILally = lim (sup (ZI%M))
n2r k=0

dir [58].

Lemma 2.4.3. A = (d4,;) matrisi Lemma 2.4.1°deki gibi tamimlansin ve her bir

k € Nigin @, = lim @, olsun. Bu durumda A € ()7, C) ise
n—->oo

1 (o] o
Stim (sup( ) aw - &l || < Lally < lim (sup( ) |an, -
2750 \ pop = =%\ nzr =

dir [58].
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Lemma 2.4.4. A € ((Yo)7,Co) Yada A € ((£o)7,C) ise |[Lyll,, = 0’dur.

ispat: A € (£e)71,C,) Olsun. Lemma 2.4.1° de X = ¢, olarak alinirsa A € (£, co)
olur. Bu yiizden Lemma 1.2.11(i1)’den

I0o)
lim |ank| =0
n—oo

k=0

oldugu goriliir. O halde bu esitlikle beraber Lemma 2.4.2 ve Tanim 1.1.3 birlikte

diistiniiliirse
ILally = lim <sup (Z|ank|>> = limsup )" |l = 0
"= \k=o0 k=0
elde edilir.

A€ ((fx)r,c) durumu, Lemma 1.2.11(i) ve Lemma 2.4.3 kullanilarak benzer

sekilde ispatlanabilir.

SO““Q 2.4.5. ((goo)T' CO) c K((goo)T' CO) Ve (({)oo)Tl C) c K(({JOO)TJ C),dlr-

Ispat. Lemma 2.2.4 ve Tanim 1.3.9(ii)’den istenilen elde edilir.

Teorem 2.4.6.
(i) A€ (ef(BM™),cy) ise

IL4ll,, = limsup (Z Idnkl> (2.4.2)

dir.

(i) A € (e§(B™),¢,) yadad € (e&(B™),¢,,) ise
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0 < [|L4ll, < limsup (Zldnk|> (2.4.3)

n—-oo
- k=0

dir.

Ispat: Teorem 2.3.3(ii), Teorem 2.3.7 ve Teorem 2.3.8’den (2.4.2) ve (2.4.3)’deki
limitlerin varhi@ aciktir. Kisalik olmasi bakimindan X = e(t,(B(m)), ego(B(m)) i¢in

S = Sy olsun. Lemma 1.2.26(1) ve Tanim 1.3.9(i)’den

ILall, = x(AS) (2.4.4)
dir.
(i) AS € M dir. Her x = (xx) € ¢ igin B.: ¢y — ¢ (r € N) operatori

BP. = (xg, %4, ..., %, 0,0, ...) (2.4.5)

seklinde tanimlansin. [ doniisiimii ¢, tizerindeki birim doniisiim olmak {izere

Lemma 1.3.8’den
X(4S) = lim (supll(t = PIAG)I,) (246)
X€E

bulunur. O halde her bir r €N ve her x €X igin [|(I —PB)AC)Il,, =

SUPpsy| A, (x)|’dir. Bu yiizden Tanim 1.2.29 ve Teorem 2.2.5’den her bir r € N i¢in

supl|(I = P)(AC)le,, = supllAnlly = suplldnlle,

XES n>r n>r

elde edilir. Bu sonug ve (2.4.6)’dan

x(48) = lim (supld,ll, ) = limsupll I,

n>r n—oo
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olur. Dolayisiyla (2.4.4)’den (2.4.2) elde edilir.

(i) Her x = (x) € ¥ icin Pty > o (r €N) doniisiimii (2.4.5)’deki gibi
tanimlansin. O halde I doniisiimi 4, lizerindeki birim doniisiim olmak tizere her
r € N igin

AS © P.(AS) + (I — P)(AS)

dir. Bu ylizden y fonksiyonun 6zellikleri kullanirsa Vr € N igin

0 < x(4S) < x(P-(A9)) + x(U — B)(AS))
= x(U - P)(A9))

< sup||( = B)(AC)lle,,
XES
= supl|4,ll,,

n>r

olur. Sonug olarak Vr € N i¢in

0 < x(4) < lim (supllAnll,, ) = limsupll, I,

n>r n—oo

bulunur. Bu son esitsizlik ve (2.4.4) birlikte disiiniilirse (2.4.3) elde edilir.

Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Sonug 2.4.7.
(i) A € (e§(B™),cy) olsun. Bu durumda

L, kompakt & lim ( E |C_lnk|> =0
n—-oo
k=0

dir.

(i) A € (e5(B™),¢,) yadaA € (el (B™),4,,) olsun. Bu durumda
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lim <Z|ank|> —0
n—>oo
k=0
ise L, kompakttir.

Ispat: Bu sonug, Teorem 2.4.6 ile Tanim 1.3.9(ii) ve Tanim 1.1.2’nin birlikte

kullanilmasi ile elde edilir.

Teorem 2.4.8. A € (ef(B™),¢) ise

1 0 [ee]
> limsup (Z'an" - m) < Lyl < limsup( |,y — ak|> (2.4.7)
dir.

ispat: A€ (ef(B™),c) ve S=S5 tpomy olsun. Bu durumda AS € M, dir.
eg(B'™)

Vz = (z,) € cigin P.:c = ¢ (r € N) projektor doniistimii

r

P.(2) = Ze + Z(zn — D)™ (r € N)

n=0
seklinde tanimlansin (Z = lim,_,, z,). O halde [ doniisiimii ¢ tizerinde birim
dontisim olmak tizere her bir r€N ve Vz=(z,) €Ec i¢in (I —PB)(2) =
Yo . 1(z, — 2)e™ ve bu yiizden de

N =PI, =suplz, —Z (2.4.8)
n>r

dir. Ayrica (2.4.4)’deki esitligin kullanilmas1 ve Lemma 1.3.10’un uygulanmasi ile

1
> Jim (supllt = POAGD I, ) < lLally
=% \ xes
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< lim (Sup”(l — P)(A)| m) (2.4.9)

720 \ xes
elde edilir. Diger taraftan her bir x = (x;) € ef(B™) igin y = (y;) € ¢ dizisi
(2.1.1) ile verilen dizi olsun. A € (e§(B™),c) oldugu icin A € (coc) ve
A(x) = A(y)’dir. Ayrica Lemma 1.2.12°den dolayr her bir k €N icin @, =

limy, e @y, meveut, & = (&) €4, =cf ve limy_e An(y) = X @ vy dir.

Dolayisiyla (2.4.8)’den Vr € N i¢in

T = PYAC) e, = 1T = BIAOD I,

= sup |4, (y) — Z A Vi
k=0

n>r

n>r

= sup z(dnk — Ay )Vk
k=0

bulunur. Ayrica x € S el(m) S Y € S;, oldugundan Tanim 1.2.29 ve Lemma

)

1.2.30’dan Vr € N i¢in

[0

(Ank — ) Vi
k=0

sg}S)”(I - P,ﬁ)(A(x))”{,eO = sup ( sup

n>r \ y€S¢,

= supl|4, — @lly
n>r

= sup||4, — all,,
n>r

oldugu goriiliir. Sonug olarak (2.4.9)’dan (2.4.7) elde edilir.

Sonug 2.4.9. A € (ef(B™),c) olsun. O zaman

L, kompakt & lim (Z'a’”‘ _ ak|> -0
n—-oo
k=0

dir.
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Ispat: Bu sonug, Teorem 2.4.8 ile Tanim 1.3.9(ii) ve Tanim 1.1.2’nin birlikte

kullanilmasi ile elde edilir.

Teorem 2.4.10. (e&(B™),co) c K(e&(B™),co) ve (eL(B™),co) ©
K (eoto(B(m)),c) kapsamalar1 saglanir. Yani her bir A € (ego(B(m)),co) ya da

A € (el (B(m)) , €) matrisi i¢in L4 operatdrii kompakttir.
ispat: Sonug 2.4.5°de T = T™ alinirsa istenilen saglanir.

Teorem 2.4.11. Her birr € N i¢in

nenN

o)

Q)
A =
1Al g atm).ery = SUP

k=0

olsun. Bu durumda A € (e§(B™), ¢, ) ise,
. . r) . (r)
» rll_)r{>10||t4||(eg(3(m)),{,1) < |Lally, < 4'rh_,r£10||’4”(e5(3(m)),€1) (2.4.10)

(ii) L, kompakt & lim IIAIIEr 0
T—00

) —
e§(BM),e0)
sartlar1 saglanir.

Ispat: F o F, > F, o -+ kapsamalar1 saglandigindan Lemma 1.2.35’den dolay1

r)

negatif olmayan (”A”Eeg(B(m))'gl)

oo
) dizisi artmayan ve simrhi bir dizidir.
r=0

Dolayisiyla (2.4.10)’daki limit mevcuttur.

S = Seg(B(m)) olsun. Lemma 1.2.26(i)’den dolay1 L4(S) = AS € ¢, dir. Bu yiizden

Tanim 1.3.9(i) ve Lemma 1.3.8’den
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ILall, = 2(AS) = lim (sup< Z IAn(x)|)> (2.4.11)
r—=00 \ xes

n=r+1

yazilabilir. A € (ef (B (m)) ,£1) oldugundan Lemma 1.2.34’den  dolay1

Vx € eg(B(m)) ve her bir r € N i¢in

ZA )

Z 14,001 < 4. sup

n=r+1

(2.4.12)

esitsizligi saglanir. Diger taraftan her bir n € N i¢in A4,, € {e(t, (B (m))}ﬁ oldugundan
Lemma 1.2.32°de T = T alinirsa her N € F. (r € N) i¢in

*

sup Z A, (x)| = sup Z <Z ank> x| = Z A, = Z A,
XS | e €S [1=0 \nen neN et(B™) nen |,
olur. Bu son esitlik ve (2.4.12) esitsizligi birlikte diisiiniiliirse her bir r € N igin
sup 2 An < sup( Z IAn(x)|> < 4. sup Z A, (2.4.13)
NEF, X€ES NEF,
NnenN n=r+1 NneN
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elde edilir. Dolayisiyla (2.4.13)’de r — oo iken limite gecilir ve (2.4.11) esitligi
kullanilirsa (2.4.10)°da verilen esitsizlik elde edilir. Bu ise Teoremin (i) kisminin

ispatini tamamlar.

Teoremin (ii) kismi, yukarida ispatlanan (i) kism1 ve Tanim 1.3.9(ii)’nin birlikte

kullanilmastyla elde edilir. Dolayisiyla istenilen saglanir.



BOLUM 3. AGIRLIKLI ORTALAMA B-FARK DiZi UZAYLARI
VE KOMPAKT OPERATORLER

Bu bolimde G(u,v) agirlikli ortalama ve B(r,s) genellestirilmis fark matrisinin
kullamlmasi ile ¢(u,v,p; B) ve €,(u,v; B) dizi uzaylari tanimlanip bu uzaylarin
sirastyla €(p) ve ¢, uzaylarina lineer izomorfik olduklari gosterilecektir. Ayrica
{(u,v,p; B) paranormlu dizi uzaymin Schauder bazi belirlenip, a—, S —,
y —dualleri olusturulacaktir. Daha sonra ¢(u,v,p;B) uzayindan ¢,, ¢ ve c,
uzaylarma tanimlanan matris dontisiimlerinin siiflar1 karakterize edilecek ve son
olarak da ¢,(u,v;B) normlu dizi uzayr izerinde tamimlanan bazi matris
doniisiimlerinin kompakt olmasi i¢in tagimasi gereken sartlar NH o6l¢tisii kullanilarak

incelenecektir.

Bolim boyunca p = (px) pozitif reel sayilarin smirli bir dizisi, supy px = H,
M =max{1,H} ve pi'+ (pr) ' =1 olarak kabul edilecektir. Kisalik olmasi
bakimindan G (u, v; B) = G(u,v). B(r, s) olarak alinacak ve Vj,k € N i¢gin

E(] k) _ (_1)]—}( S]_k N S]_k—l
’ T'j_k+1vk j

—k
7 V4

notasyonu kullanilacaktir. Buradaki u,v dizileri ile r,s reel sayilart G(u,v) ve

B(r, s) matrislerinin tanimindaki gibidir.
3.1. Giris

Tanim 3.1.1. y = (y,) dizisi, bir x = (x) dizisinin G(u,v; B) = G(u,v).B(r,s)-

doniisiim dizisi, yani
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k-1
Yo = TUgV ve k = ligin y, = uy Z(rvj + SVj41)X; + VX (3.1.1)
j=0

olmak iizere (u, v, p; B) dizi uzay1

2w, v,p; B) = {x = (x;) € w: (yx) € £(p)}

seklinde tanimlidir. Eger Vk € N i¢in p,, = p (1 < p < ) ise o zaman ¢(u, v, p; B)
yerine £, (u, v; B) yazilacaktir. Matris etki alan1 tanim1 kullanilarak €(u, v, p; B) ve

€ (u, v; B) uzaylar
f(u,v,p;B) = ({’(p))G(u,v;B) ve £,(u,v;B) = ({)P)G(u,v;s) (3.1.2)

seklinde tekrar tanimlanabilir.

Teorem 3.1.2.

(1) £(u, v, p; B) uzayi

k-1 picy /M
glx) = Z Z U (TVj + SVjL1)X) + TU VX
k |j=o

paranormu ile bir paranormlu uzaydir.

(if) 1 < p < oo olmak tizere £, (u, v; B) uzayi
xlle, qv;m) = l1¥lle,

normu ile bir BK-uzaydir.

Ispat: (ii) kism1 Teorem 2.1.4%iin ispatina benzer sekilde ispatlanacag: igin sadece (i)

kismu1 ispatlanacaktir.



45

Vz,x € £(u, v, p; B) ve herhangi bir « € R igin

k—1 picy 1/M
Z Z uk(rvj + svj+1)(zj + %) + ru v X (2 + xi)
k |j=0
k-1 picy 1/M
< Z Z U (TVj + SVj11)Zj + TU V2 (3.1.3)
k |j=0
k-1 Picy 1/M
+ Z Z U (V) + SVj 1) X + TUVR X
k |j=0
ve
|a|Px < max{1, |a|M} (3.1.4)

esitsizlikleri kullanilarak ¢(u,v,p; B) uzaymin linecer uzay oldugu kolaylikla
gosterilebilir. Ayrica g(6) = 0 ve her x € £(u,v,p; B) i¢in g(x) = g(—x) oldugu
aciktir. (3.1.3) ve (3.1.4) esitsizliklerinin kullanilmasiyla g’nin alt toplamsallik
ozelligini ve

g(ax) < max{l, |al|} g(x)
esitsizligini sagladig1 goriiliir.
Simdi g(x™ — x) - 0 (n —» ) olmak tizere €(u, v, p; B) uzayinda bir (x™) dizisi

verilsin. Ayrica (a,) dizisi a,, = a (n = o) olacak sekilde skalerlerin bir dizisi

olsun. g’nin alt toplamsallik 6zelliginden dolay1

gx™) < gx) + gx™ —x)

esitsizligi saglanacagindan {g(x™)} dizisi sinirlidir. Dolayisiyla



46

g(anx™ — ax)

k-1 Picy MM
_ , , m _ (n) _
= Uy (rv] + sv]+1)(anxj ax;) + ruvex (anx, axy)
k |j=0

< lap —alg(x™) + |alg(x™ —x)

esitsizliginde n — oo iken limite gegilirse g(a,x™ —ax) —» 0 olur. Bu durum
skalerle carpimin siirekli oldugunu gosterir. Bu yiizden g, ¢(u,v,p; B) uzayi

iizerinde bir paranormdur.

Son olarak £(u, v, p; B) uzaymin tamliginin gosterilmesi gerekir. Her bir i € N igin
xt = (x{,xi,x},...) olmak iizere (x') dizisi #(u,v,p;B) uzaymnda herhangi bir

Cauchy dizisi olsun ve € > 0 sayisi verilsin. Bu durumda Vi,j = ny(¢) igin
g(xt—x') <e (3.1.5)

olacak sekilde bir ny(¢€) pozitif tamsayist vardir. g’nin taniminin kullanilmas ile her

bir sabit k € N ve her bir i,j = ny(¢) igin

|{G(u, v; B)xi}k —{G(u,v; B)xj}k|

1/M
< (Z (6w, v B)x'}, — (6w, v; B)xf}k|pk> <e (3.1.6)

k

elde edilir. Bu ise her bir sabit k € N i¢in {{G(u, v; B)x°}, {G(u,v; B)x},, ...}
reel sayr dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. R reel sayilar
uzayr tam oldugundan her bir sabit k€N i¢in bu dizi yakinsaktir.
{G(u, v; B)xi}k - {G(u,v; B)x}; (i > o) olsun. Simdi bu sonsuz tane
{G(u,v;B)x}y, {G(u,v;B)x};, {G(u,v;B)x},,... limit degeri kullanilarak
{{G(u,v; B)x}o,{G(u,v; B)x}y, {G(u,v; B)x},, ...} dizisi tanmmlansm. (3.1.6)

esitsizliginden dolay1 her birm € N ve i,j = ny(¢) icin
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Z |{G(u, v; B)xi}k —{G(u,v; B)xf}k|pk <g(xt- xj)M < eM (3.1.7)
k=0

olur. Dolayisiyla i = ny(e) igin (3.1.7) ifadesinde j — oo iken limite gegilirse
g(xi — xj) < ¢ elde edilir. Son olarak (3.1.7)’de ¢ = 1 alinsin ve i = ny(1) olsun.

O halde Minkowski esitsizliginin kullanilmast ile her bir m € N i¢in

m 1/M
[ch(u, v B)x}mk] <g(x' —x) +g(x) <1+g(x)
k=0

bulunur. Bu ise x € £(u,v,p; B) oldugunu gosterir. Ayrica her i = ny(e) igin
g(x —x') <& oldugundan dolayr x‘ - x (i - o0)’dir. (x%) dizisi #(u,v,p;B)
uzayindan keyfi secilmis bir Cauchy dizisi oldugundan #(u,v,p;B) tamdir.

Dolayisiyla istenilen saglanir.

Teorem 3.1.3. Her bir k € N i¢in 0 < p;, < H < oo olsun. Bu durumda ¢(u, v, p; B)
dizi uzay1 £(p) uzayina lineer izomorfiktir. Yani ¢(u,v,p; B) = £(p)’dir.

Ispat: 0 < p, < H < oo (k € N) i¢in #(u, v, p; B) ve £(p) uzaylar1 arasinda bire-bir
ve Orten bir lineer L doniisiimiiniin varligmin gosterilmesi gerekir. Bu L dontigiimii
(3.1.1) ile verilen ifade olarak alinsin. Yani

L:¢(u,v,p; B) » £(p), x > Lx = G(w,v;B)(x) =y

olsun. L’nin lineerligi aciktir. Ayrica L(x) = 08 ise x = 0 olacagindan L operatorii

bire-bir’dir.

Simdi y € £(p) olsun ve x = (x},) dizisi Yk € N i¢gin
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seklinde tanimlansin. Bu durumda

K1 Pk 1/M
glx) = Z z U (1) + SVjL1)X) + TUR VX
k |j=0

= Zlyklpk =0,(y) <
k

olur. Bu yiizden x € ¢(u, v, p; B) ve dolayisiyla da L oOrtendir ve paranormu korur.

Sonug olarak L lineer doniisiimii bire-bir ve orten oldugundan istenilen saglanir.

Teorem 3.1.4. Vk € N i¢in 0 < p,, < H < © ve a; = {G(u, v; B)x}, olsun ve her

bir sabit k € N icin b® = {b,ﬁ’“} dizisi

neN

{A(Z’k) 0<n<k-1)
k
p¥ =1 1 . (3.1.8)
TUg Vg (n - )
0 (n>k)

seklinde tanimlansin. O zaman {b(")}keN dizisi €(u, v, p; B) uzayinin bir bazidir ve

?(u, v, p; B) uzayindaki herhangi bir x eleman1

x = Zakb(")

k

formunda bir tek sekilde yazilabilir.

Ispat: Teorem 3.1.3’iin ispatinda verilen L déniisiimii €(u, v, p; B) ve €(p) uzaylar
arasinda bir 6rten izomorfizm oldugundan, €(p)’nin bazinin bu izomorfizm altindaki

ters goriintiisti £(u, v, p; B) uzayinin bir bazidir. Dolayisiyla istenilen saglanir.
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3.2. £(u,v,p; B) Uzaymin a —, B — ve y —dualleri

Bu bolimde ¢(u, v, p; B) uzaymin a —, § — ve y —dualleri belirlenecektir.

Lemma 3.2.1. (i) Her bir k€N icin 1<p, <H<oo olsun. O zaman

A € (4(p),¥1) olmast i¢in gerek ve yeter sart

Pk

sup < o

NEF

Z Ank K_l

nenN

k

olacak sekilde bir K > 1 tam sayisinin bulunmasidir.

(i1) Her bir k € N i¢in 0 < p;, < 1 olsun. O zaman A € (£(p), ;) olmasi i¢in gerek

ve yeter sart

Pk
< 0o

NnenN

sup sup
NEF keN

olmasidir [83].

Lemma 3.2.2. (i) Her bir k€N icin 1<p,<H<o olsun. O zaman

A € ((p),?+) olmasi igin gerek ve yeter sart

sup Y lanK 1Pk < oo (3.2.1)
neN %

olacak sekilde bir K > 1 tam sayisinin bulunmasidir.

(i1) Her bir k € N i¢in 0 < p, < 1 olsun. O zaman A € (¢(p), £« ) olmasi igin gerek

ve yeter sart

sup |a,,|P* < oo (3.2.2)
n,keN
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olmasidir [84].
Lemma 3.2.3. Her bir k € N i¢in 0 < p;, < H < oo olsun. O zaman
A € ((p),c) © (3.2.1), (3.2.2) saglanir ve ayrica

Vk € Nigin lim a,; = S (3.2.3)
n—oo

sart1 da saglanir [83].

Teorem 3.2.4. N € F kiimesi i¢cin Ny = NN{n € N:n > k} olsun ve C = (cpx)

matrisi  Vn, k € N i¢in

A(n, k
{(n ) e O<k<n—1)
Uy
Cnk = an .
ULV (n=k)
L o (n> k)

seklinde tanimlansin. Bu durumda

Pk
d,(p) =<5a = (a,) € w:supsup z Ce|l <o
NEF keN .
nen,
ve
pr’
d,(p) = U a = (a,) € w:sup Z oK1 < oo
K>1 Ner neNny,

olmak tlizere

(1) Vk € Ni¢in 0 < py < 1ise {#(u,v,p; B)}* = d,(p)’dir.
(i) Vk e Ni¢in 1 < pp, < H < wise {#(u, v, p; B)}* = d,(p)’dir.
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Ispat: (i) ile (ii)’nin ispat yontemi ayn1 oldugundan sadece (ii)’nin ispat: verilecektir.

a = (a,) € w olsun. y = (y;) dizisi (3.1.1) ile verilen dizi olmak iizere

= A(n, k) 1
ApnXy = z YiQn + Ynly = Cn(y); (Tl € N)
L ULV,

dir. Dolayisiyla x € #(u,v,p;B) © y € £(p) oldugu kullanilarak yukaridaki
esitlikten

x € £(u,v,p; B) iken ax = (a,x,) € 1 © y € £(p) iken C(y) € ¢,
yani
a = (ar) € {{(u,v,p; B)}* & C € (¢(p), 1)

elde edilir. O halde Lemma 3.2.1 (i)’de A matrisi yerine C matrisi alinirsa

{£(u,v,p; B)}* = d,(p) bulunur.

Teorem 3.2.5. Va = (a,) € w ve k <n (k,n € N) i¢in

n

1 _
ay +— Z A, k)a;
U

j=k+1

1
TUg VU

ax(n) =

olmak tizere d5(p), d,(p) ve ds(p) kiimeleri

a
d;(p) = {a = (a,) € w: sup |d,(n)|Px < o ve ( k
nkeN TURV

)€ €},

kYk

oo

d,(p) =<a = (a,) € w: Yk € Nicin Z AG, k)a; mevcut

j=k+1

Ve
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n-—1
ds(p) = U {a = (an) € w:sup ) |G (WK P < oo ve

eN
K>1 N =0

(k1) e tu)]

TU Vg

olarak tanimlansin. Bu durumda

(i) Vk € N igin 0 < py, < 1ise {£(u, v,p; B)} = d;(p) N d,(p)’dir.
(i) Vk € Nigin 1 < pp < H < o0 ise {#(u, v, p; B)}f = d,(p) N ds(p)’dir.

Ispat: (i) a = (a,) € w olsun ve D = (d,,;;) matrisi Vn, k € N igin

ax(n) (k<n)

a
Ay = " (k=n)
TUpVp
0 (k>n)

seklinde tanimlansin. y = (yy,) dizisi (3.1.1) ile verilen dizi olmak iizere

n n k—1 —
Z Z Ak, j) N 1
ap X = ayx Yj y
k=0 k=0 =0 Y iV
n-—1 n
Z L ZE(jk) i (3.2.4)
= Ax T — )4 | Vi In L
e TUg Vg Uy i ru,vn
n—-1
= ) @y + ="y, = D, ()i (nEN)
k=0 non

esitligi  saglanir. x € #(u,v,p;B) © y € £(p) oldugu kullanmlarak (3.2.4)

esitliginden

x € Y(u,v,p; B) iken ax = (a,x,) € cs © y € (p) iken D(y) E ¢

yani
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a = (a) € {£(w,v,p;B)}f & D € (£(p):c)

elde edilir. Bu ylizden Lemma 3.2.3 ile (3.2.4) esitligi birlikte kullanilirsa
{¢(w,v,p; B)Y = ds3(p) N d4(p) bulunur.

(i1)’nin ispat1 da benzer sekilde yapilabileceginden detaylara girilmeyecektir.

Teorem 3.2.6.
(1) Vk € Ni¢in 0 < py, < 1ise {£(u,v,p; B)}Y = d;(p)’dir.
(i) Vk € Ni¢in 1 < pp < H < o ise {#(u, v,p; B)}Y = ds(p)’dir.

Ispat: Lemma 3.2.2 ile (3.2.4) ifadesi birlikte diisiiniiliirse
x € £(u,v,p; B)iken ax = (apx,) € bs © y € £(p) iken D(y) € £

elde edilir. Bu yiizden (3.2.1) ve (3.2.2)’den, 0 < p, <1 i¢in {#(u,v,p;B)}¥ =
ds;(p) ve p > 1i¢in {£(u, v, p; B)}Y = ds(p) bulunur. Bu da ispati tamamlar.

Lemma 3.2.7. a = (a;) € w olsun ve a = (dy) dizisi

n

1 _
a +— z G, k)aj; (k € N)
Ug

j=k+1

1
TUg VU

c"ik=

seklinde tanimlansin. Bu durumda 1<p <o olmak iizere a = (ay) €

(2,(u,v; B)Y ise @ = (@) € £, °dir ve Vx = (x) € £, (1, v; B) igin

z ApXE = z dkyk (325)
= k=0

k=0

esitligi saglanir (y = (y;) dizisi (3.1.1) ile verilen dizidir).
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Ispat: Teorem 3.1.2(ii)’den dolayr x € €,(u,v;B) © y € £, oldugu ve (3.2.4)
esitligi kullanilarak ispat kolaylikla yapilabilir.

1 <p < o olsun. {’p(u, v; B) D ¢ kapsamasini garantilemek amaci ile, bundan
sonra £, (u,v; B) uzayindan bahsedildiginde u = (uy) € ¢, oldugu kabul

edilecektir.

Teorem 3.2.8. 1 <p <o olsun ve a@= (dy) dizisi Lemma 3.2.7°deki gibi

tanimlansin. Bu durumda her a = (ay) € {fp (u,v; B)}B icin
([, o 1/q
* i !(Eam) (1<p <o)
lally us) = lllls, =

dir.

Ispat: a = (ay) € {fp(u, v;B)}ﬁ olsun. O zaman Lemma 3.2.7°den dolay1r a =
(dy) € £4°dir. Ayrica her x = (xx) € £,(u,v; B) ve (3.1.1) bagmtis1 ile verilen
y = (yx) € £p dizileri igin (3.2.5) esitsizligi saglanir. Diger taraftan Teorem
3.1.2(i1)’den dolay1 x € Sfp(u,,,;B) Sy E Sfp yazilabilir. Dolayisiyla Tanim
1.2.9°dan

ApXy
k=0

= sup
YESy,

aye| = llallzey  (3.2.6)

k=0

”allz’p(u,v;B) = sup
xesfp(u,v;B)

elde edilir. Sonug olarak d € ¢, oldugundan Lemma 1.2.31 ve (3.2.6) ’dan
lalle,vmy = llallz, = llalle, <o

bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.
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3.3. £(u, v, p; B) Dizi Uzay1 Uzerindeki Bazi Matris Doniisiimleri

Bu bolimde (Y(u,v,p;B),fx), ({(w,v,p;B),c) ve (£(u,v,p;B),cy) smiflart

karakterize edilecektir.

Kisalik olmas1 bakimindan, bir A = (a,,;) matrisi verildiginde Vn, k, m € N i¢in

1 m
a _
d, (m) = —2k 4~ Z G, k) ay; ; (k < m) (33.1)
UV, Uk .
j=k+1
ve
a 1 - _
Gy = —% 4 — Z AG, k) ay, (3.3.2)
TUg Vg uk]=k+1

gosterimleri kullanilacaktir.

Teorem 3.3.1. (i) Her bir k€N i¢cin 1 <p, <H <o olsun. Bu durumda

A € (4(u,v,p; B), %) olmasi igin gerek ve yeter sartlar

C(K) =sup Y |a K 1P < oo (3.3.3)
neN T

olacak sekilde bir K > 1 tamsayisinin bulunabilmesi ve

{Gnk}ken € d3(p) N dy(p); (n €N) (3.34)

olmasidir.

(i1) Her bir k € N i¢in 0 < p;, < 1 olsun. Bu durumda A € (Y(u, v, p; B), %)

olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar

sup |, |P* < oo (3.3.5)
n,keN
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Ve

{Gni}ken € da(p) N ds(p); (n EN) (3.3.6)

olmasidir.

Ispat: 0<p, <1 durumu benzer sekilde ispatlanabilecegi igin sadece

1 < px < H < oo durumu incelenecektir.

(3.3.3) ve (3.3.4) sartlar1 saglansin ve herhangi bir x = (x;) € £(u, v, p; B) verilsin.
O =zaman Teorem 3.2.5(ii)’den dolay1 her bir n €N i¢in {a,,}ken €
{¢(u, v, p; B)} dir. Dolayisiyla x’in A-doniisiimii yani A(x)’in varlig1 garantilenmis

olur. (3.1.1) bagintist ve Y.j ankX serisinin m. kismi toplami kullanilarak

m m-—1

5 1
> awtc= ) Eum)ye+ ——yy (337)
k=0 k=0 mem

esitligi yazilabilir. Kabuldeki sartlar altinda (3.3.7) esitliginde m — oo iken limite

gecilirse
z AniXk = z Ani Yk (3.3.8)
k k

elde edilir. Diger taraftan Lemma 1.1.19 ve (3.3.8) esitligi birlikte diistiniiliirse

Z Apk Xk
k

sup
neN

< sup ) lanyllyrl < K[C(K) + g¥(y)] < o
neN T

oldugu goriiliir. Bu ise A(x) € £, demektir. Dolayisiyla A € (£(u, v, p; B), € ) dir.

Tersine A € (Y(u,v,p;B),?%) ve her bir k€N i¢cin 1<p, <H < o olsun.
O zaman Vx € ¢(u,v,p; B) i¢in A(x) mevcuttur ve dolayisiyla da her bir n € N

icin  {anitken € (P(u,v,p; B)}F dir. Bu yiizden (3.3.4) sartinin gerekliligi
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Teorem 3.2.5(ii)’den goriiliir. Diger taraftan x € £(u,v,p; B) © y € £(p) oldugu
g6z oniinde bulundurularak (3.3.8) esitligi kullamlirsa A = (@) matrisi (£(p), o)
smifinda olur. Bu yiizden A matrisi (3.2.1) sartim saglar. Bu ise (3.3.3)’iin

gerekliligini gosterir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Teorem 3.3.2. Her bir k€N i¢cin 0<p, <H<o olsun. Bu durumda
A € ({(u,v,p; B),c) olmasi igin gerek ve yeter sartlar (3.3.3) — (3.3.6) sartlarinin

saglanmasi ve

n—-oo

olacak sekilde bir (@) skalerler dizisinin bulunabilmesidir.

Ispat: A € ((u,v,p; B),c) ve her bir k € N icin 1 < p;, < H < o olsun. ¢ € £,
kapsamasi saglandigindan (3.3.3) ve (3.3.4) sartlariin gerekliligi Teorem
3.3.1(i)’den goriiliir.

Simdi, her bir k € N igin (3.1.8)’deki gibi tanimlanan {p*} € £(u,v,p; B) dizisi
verilsin. Hipotezden dolayr her bir x € #(u,v,p; B) i¢in x’in A-doniisim dizisi
mevcut ve ¢ uzayinda oldugundan her bir k € N igin A(b(k)) = {1 Inen dizisi de ¢

uzayindadir. Bu da (3.3.9)’un gerekliligini gosterir.

Tersine (3.3.3), (3.3.4) ve (3.3.9) sartlar1 saglansin ve herhangi bir x = (x;) €
2(u, v, p; B) verilsin. O zaman A(x) mevcuttur. Ayrica y = (y;) dizisi (3.1.1) ile
verilen dizi olmak tizere y € #(p)’dir. Bu durumda (3.3.3) ve (3.3.9) sartlan ile
Lemma 3.2.3 birlikte diisiiniiliirse 4 = (d,,,) matrisi (£(p),c) sinifina ait oldugu
goriiliir. Yani y € £(p) ve A(y) € £(p)’dir. Sonug olarak (3.3.8) esitliginden
x € £(u, v, p; B) iken A(x) € c elde edilir.

Benzer sekilde 0 < p, < 1 durumu da incelenebileceginden ispat tamamlanir.

c uzayi yerine ¢y uzayinin alinmasi ile Teorem 3.3.2°den asagidaki sonug elde edilir.
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Sonu¢ 3.3.3. Her bir k€N i¢cin 0<p,<H<o olsun. Bu durumda
A € (4(u,v,p; B), cy) olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar (3.3.3) — (3.3.6) sartlarinin

saglanmasi1 ve her bir k € N i¢in

lim dnk =0
n—-oo

olmasidir.

Teorem 3.34. X bir dizi uzaytr ve 1<p <o olsun. Bu durumda
A€ (t,(wv;B),X) ise A€ (€, Xydir ve Vx=(x)€,(uv;B) igin
y = (yi) € ¥, dizisi (3.3.1) ile verilen dizi olmak iizere A(x) = A(y)’dir.

Ispat: x € £,(u,v; B) ve A € (£,(u, v; B),X) olsun. Bu durumda her bir n € N i¢in
Ap ={ank}ken € {{’p (u, v; B)}ﬁ’dir. Dolayisiyla Lemma 3.2.7°den her bir n € N
icin A, = {@nx}ren € £y ve A(x) = A(y) olur. Bu yiizden A(y) € X dir. Her bir
y € £, dizisi (3.3.1) ile verilen dizi oldugundan dolay: A€ (£p, X) elde edilir.

Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.3.5. Bir A = (a,;) sonsuz matrisi verilsin ve 1 <p < oo, g =p/(p — 1)

olsun.

(i) A matrisi (£, (u,v;B),co), (£,(u,v;B),c) ya da (£,(u,v;B),*s) smiflarindan

herhangi birinde ise o zaman

oo 1/q
ILall = ”A”(l’p(u,v;B),t’oo) = sup (Zldnk|q> <
™ \k=o0

dir.

(i1) A matrisi (¢1(u,v;B),¢cy), (1(u,v; B),c) ya da (¢1(u,v; B), %) siniflarindan

herhangi birinde ise o0 zaman



59

ILall = Al e, uv;B) b)) = Su}?ldnkl <o
n,

dir.

Ispat: Bu sonug Lemma 1.2.33 ve Teorem 3.2.8’den kolaylikla gbriiliir.

Teorem 3.3.6. 1 < p < oo olsun. Eger A € (£1(u,v; B),?)) ise

o0 1/p
ILall = 141l e, upierey) = sup (Elanm) <o
n=0

dir.

Ispat: Bu teoremin ispat1 Teorem 3.3.4’{in gz 6niinde bulundurulmasi ile kolaylikla

yapilabilecegi i¢in detaylara girilmeyecektir.

Teorem3.3.7. 1 <p <o, q=p/(p—1) ve

q\ 1/a
) <w

[ee]

”A”(t’p(u,v;B),t’l) = Z‘ég (Z

k=0

nenN
olsun. Eger A € (£, (u,v; B),%,) ise

Al e, auv:m),00) < IILall < 4 Al e, uv:).01)
dir.

Ispat: Bu sonug¢ Lemma 1.2.35 ve Teorem 3.2.8’den elde edilir.
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3.4.¢,(uw,v; B) (1 < p < ) Dizi Uzayinda Kompakt Operatorler
Bu bélimde 1 <p < o igin £,(u,v; B) uzaymndan cy, c, £, ve ¥; uzaylarina
tanimlanan sonsuz matris donilisiimlerinin kompakt olmasi i¢in tasimasi gereken

sartlar belirlenecektir. Son olarak da K (#1 (u,v; B),fp) (1<p<o) smifi

karakterize edilecektir.

Boliim boyunca kullanilacak olan A = (d,;) (n, k € N) matrisi ve & = (&) dizisi

sirastyla (3.3.2) ve (3.3.9)’da tanimlandig1 gibi alinacaktir.
Teorem 3.4.1. 1 < p < o ve q da p’nin eslenigi olsun.
()A€ (£p(u,v;B), ) ise
IL4ll, = lim (flligllﬁnllfq) (3.4.1)
dir.
(i) A € (p(u,v; B) ,c) ise
L im (sup||An —a ) < lILall, < lim (sup||An —a ) (3.4.2)
2750 \ oy ¢q =0 \ >y 4
dir.

(i) A € (£, (w,v; B) , £s,) ise

0 < |lLally < lim (sup”fin”{, ) (3.4.3)
=% \n>r q

dir.
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Ispat: Teorem 3.3.5°den dolayr (3.4.1) ve (3.4.3)’deki limitlerin varlig1 agiktir.
Benzer sekilde, A € (£,(u,v; B),c) ise Teorem 3.3.4’den dolay A€ (£p, ) dir.

oo

Dolayisiyla negatif olmayan reel sayilarin (supnzT”An—d” {}) dizisi
17 r=0

Lemma 1.2.12°den dolay1 artmayan ve sinirlt bir dizidir. O halde (3.4.2)’deki limit

de mevcuttur.

Kisalik olmasi bakimindan S = S{;p olarak almsin. Lemma 1.2.26(i1) ve Tanim

1.3.9(i)’den dolay1
ILall,, = x(AS) (3.4.4)
dir.

(i) AS € M, dir. Her x = (xi) € ¢q i¢in B.: ¢y = ¢ (r € N) operatorii (2.4.5) deki

gibi tanimlansin. O zaman Lemma 1.3.8’den
x(4S) = lim (supll(/ = YA, (3:45)
—00 XE

olur. Bu yiizden her x € £, (u,v; B) ve her bir r € N i¢in |[|(I — B.)(A(x)ll, =
SUPp>r| A, (x)|dir. O halde Tanim 1.2.29 ve Teorem 3.2.8’den her bir r € N igin

supl|(I = B)(AC) Iz, = supllAnllz, @iz = suplldzlle,
XES n>r n>r

bulunur. Dolayisiyla (3.4.5)’den (3.4.1) elde edilir.

(i) AS € M. dir. Bu durumda (3.4.4)’deki y(AS)’nin degerini hesaplamak i¢in
Lemma 1.3.10 uygulanacaktir. Simdi Vz = (z,,) € c i¢in B.: ¢ — ¢ (r € N) projektor
doniisiimii Py(z) =Ze ve r =1 icin P.(2) = Ze + Y1_(z, — 2)e™ seklinde

tanimlansin (Z = lim, 4 Z,). O zaman [ doniisiimii ¢ lizerinde birim doniisim
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olmak iizere her bir 7 € N i¢in (I — B.)(2) = ¥o,(2z, — 2)e™ ve bu yiizden de her

z € c ve her bir r € N igin

I = PB)(@lle,, = suplz, — 2 (3.4.6)

nzr

olur. Diger taraftan her bir r € N igin ||[I — B.|| = 2 oldugu kolaylikla gosterilebilir.
Dolayisiyla

p(4) = timsup (supll(1 = BIAC) I, )

r—00 XES

olmak iizere (3.4.4) ve Lemma 1.3.10°dan

1
S H(A) < lLglly = u(A) (3.4.7)

bulunur.

Simdi verilen her bir x € £,,(u, v; B) i¢in y € £, dizisi (3.1.1)’de tamimlanan dizi
olsun. A € (£,(u,v; B),c) oldugu i¢in Teorem 3.3.4’den dolay A€ (£p,c) ve
A(x) = A(y)’dir. Bu durumda Lemma 1.2.12 kullanilirsa her bir k € N igin
@) = limy,_,q, dpy limitleri meveut, & = (@) € €4 ve

lim A, = Z Ak Yk

k=0

dir. Bu ylizden (3.4.6) ifadesinden her r € N i¢in

I = BYACD e, = (| = BY(AD)],_

= sup
nar

An()’) - Z Ak Vi
k=0




63

[ee)

Z(dnk — di) Yk

= sup
nar

bulunur. Ayrica x € § = Se,uviB) S Y € Se, oldugundan Tanim 1.2.29 ve Lemma

1.2.31’den Vr € N igin

ol 1A, = sup s "=
XES i n2r \ yeSe, i
= suplld = ell,
= sup||4, — a||
na2r fq

olur. Sonug olarak (3.4.7)’den (3.4.2) elde edilir.

Son olarak (iii) kismini ispatlamak i¢in, P.:€, = € (r € N) doniisimi her

x = (x) € £ icin (2.4.5)’deki gibi tanimlansin. O halde
AS c B.(AS)+ (I —PB.) (r eN)

kapsamasinin saglandigi aciktir. Bu ylizden y fonksiyonunun o6zellikleri kullanilirsa

her r € N i¢in

0 < x(48) < x(P.(AS)) + x((I = B)(4S))
= x(( = P)(AS))
< supl|(I = PY(AM)

XES

= sup[|4,

bulunur. Bu son esitsizlik ve (3.4.4) birlikte distintilirse (3.4.3) elde edilir.

Dolayisiyla ispat tamamlanir.



Teorem3.4.2. 1 <p<owveq=p/(p—1) olsun.

()A€ (£p(u,v;B), ) ise

o0 1/q
ILall, = limsup (Zmnkw) <o
n—-o0o

k=0

ve

00 1/q
L, kompakt & lim (ZldnkI‘I) =0
n—-oo

k=0
dir.

(i) A € (£,(w,v; B) , ¢) ise

0 1/q
1
E.limsup (Zldnk - &qu) < [|Lall, < limsup
e \k=o

n—>0o

ve

00 1/q
L, kompakt & lim (ZIdnk — dk|q> =0
n—-oo
k=0

dir.

(i) A € (£, (w,v; B) , £s,) ise

0 1/q
0 < IILall, < limsup (Zlanm)
n—-oo

k=0

Ve

0 1/q
lim <Z|dnk|q> = 0 ise L, kompakttir.

n—-oo
k=0

00 1/q
< |dnk - dk|q>
k=0

64
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Ispat: Bu sonug, Teorem 3.4.1 ile Tanim 1.1.3 ve Tamm 1.3.9(ii)’nin birlikte

kullanilmastyla elde edilir.

Teorem 3.4.3.
(1)A € (®1(u,v;B),cy) ise

ILall = limsup (suplaz) < oo
n—->oo

Ve

L, kompakt & lim (supldnkl) =0
n—-00 k

dir.

(i) A € (£1(w, v; B) , ) ise

1
—.limsup (supldnk — &k|> < |[L4ll,, < limsup (supldnk — c?kl)
2 n—oo k n—-oo k

ve

L, kompakt & lim (supldnk — &kl) =0
n—00 k

dir.

(i) A € (£,(w,v; B) , £s,) ise

0 < [|L4ll,, < limsup <sup|dnk|>
k

n—-oo

Ve

lim (supldnk|> = 0 ise L, kompakttir.
n—o0o k

Ispat: Teorem 3.4.1 ile Tamim 1.1.3 ve Tanim 1.3.9 (ii)’nin birlikte kullanilmasiyla

bu teoremin ispati kolay bir sekilde yapilabilir.
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Teorem 3.4.4. 1 < p < oo olsun. Bu durumda A € (£1(u,v; B),¥,) ise

00 1/p
ILall = lim { sup (Zldnk|p> (3.4.8)
k n=r
ve
L, kompakt & lim | sup <Z|dnk|p> =0
" k n=r
dir.

Ispat: S = S, (4.5 olsun. O zaman Lemma 1.2.26(i)’den dolay1 L,(S) = AS € ¢,
olur. P.:f, > £,(r €EN) donisimi her x=(xx)€¥, icin P.(x)=

(%9, X1, -+, X, 0,0, ...) seklinde tanimlanirsa Tanim 1.3.9(i) ve Lemma 1.3.8’den

ILally = x(48) = lim (supll( = PICAGDIs, ) (3:4:9)

XES

yazilabilir. Her bir x € £, (u,v; B) i¢in y € ¥; dizisi (3.1.1)’de tanimlanan dizi
olsun. A € (£1(u,v;B),%,) oldugu i¢in Teorem 3.3.4’den dolay1 A€ (£,¢) ve
A(x) = A(y)’dir. Bu yiizden her bir r € N igin

1T = BIACD g, = 1T = BIAGD,

o0 1/p
=< Z |An(37)|p)

n=r+1
p)

_ ( D
< i ( i |C~lnkyk|p)1/p

1/p

AnkYk

[ee]
n=r+11k=0
k=0 \n=r+1

oo 1/p
<yl sgp( > |ank|p>

n=r+1
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o0 1/p
= llxll, st;p( > |ank|p)

n=r+1

bulunur. Bu ise

00 1/p
supl|(I = B)(AC) e, < sup( > |ank|p> ;(rEN)
k

XES
n=r+1

oldugunu gosterir. Dolayisiyla (3.4.9)’dan

oo 1/p
IL4ll, < lim sup( 2 Idnkl”> (3.4.10)
T —00 k

n=r+1

elde edilir.

Esitsizligin tersini gostermek i¢in G (u, v;B)(eék)) =e® (k € N) olacak sekilde
eék) € ¢1(u,v; B) dizisi verilsin. Teorem 3.3.4’den dolayr her bir k € N igin
A(e((;k)) = A(e(k)) = (Apy)peo dir. E = {eék): k e N} olsun. Bu durumda E < S ve
bu yiizden de AE c AS olur. Dolayisiyla y (AE) < x(AS) = ||L4ll,, bulunur. Diger

taraftan Lemma 1.3.8’den dolay1

© 1/p
T 3Nk
X(AE) = lim { sup |An(eG )|

n=r+1

oo 1/p
= lim sup( z Idnk|p>
T—00 k

n=r+1

dir. O halde
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o 1/p
lim sup( Z |ank|p) < Lall, (3.4.11)
T —00 k

n=r+1

bulunur. Sonug olarak (3.4.10) ve (3.4.11) esitsizliklerinden (3.4.8) elde edilir.

Teoremin ikinci kismu Tanim 1.3.9(i1) ve (3.4.8)’in sonucudur. Dolayisiyla ispat

tamamlanir.

Teorem3.4.5.1 <p <oveq=p/(p—1)olsun ve

q~\ 1/a
) ;(reN)

nenN

) =
“A”([p(u,U;B) £1) Isgglgr (Z

k=0

olarak tanimlansin. Eger A € (¢, (u,v; B),%;) ise

: ™ . ™
}Lrg”A”({’p(U,U;B) £1) = “LA”X = 4‘-711_{?0”14”({1)(%”;3) A1)

Ve

. ()] _
L, kompakt & TILIEOHA”(ep(u,v;B) 1) T 0

dir.

Ispat: Teorem 3.3.7°nin kullanilmasiyla Teorem 2.4.11°in ispatindaki benzer

yontemler takip edilirse ispat kolayca elde edilir.

3.5. Baz1 Uygulamalar

Bu béliimde, bir 6nceki boliimde bulunan sonuglari kullanarak ¢, (u, v; B) uzayindan
{5, € ve ¢y uzaylarindaki matris etki alanlarina tanimlanan matris doniigiimlerinin

kompaktlik durumu incelenecektir.
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A = (ay,) sonsuz bir matris ve T = (t,,) bir lcgensel matris olmak {izere

C = (cpx) matrisi C = TA olarak tanimlansin. Yani

n

Cnkk = Z tumAmi; (n, k € N) (3.5.1)

m=0

olsun. O halde Vn € N i¢in

[oe)

n n
Cn = Z tamAm = (Z tnmamk>
k=0

m=0 m=0

dir.

A = (d,y,) ve C = (&,;,) matrisleri sirasiyla A ve C matrisleriyle (3.3.2)’deki gibi

iligkili matrisler olsun. Bu durumda ¥n, k € N i¢in
n
Cnk = Z tnmAmk (3.5.2)
m=0
yazilabilir. Dolayisiyla Vn € N i¢in

n n
Cn = Z tnmAm = (Z tnmdmk>
k

m=0 m=0 =0

dir. Ayrica A € (fp (u,v; B), CT) ise her bir k € N icin

n
6 = lim (Z tnmﬁmk) (3.5.3)

m=0

limitleri mevcut olsun.



Teorem 3.5.1. T bir iicgensel matris, 1 <p < o veq =p/(p — 1) olsun.
(1) A€ (‘gp (ur v, B)l (CO)T) ise

0 1/q
Ll = limsup (ankw)

ve

0 1/q
L, kompakt & lim (ZI ”nk|q> =0
n—-oo

k=0

dir.
(i) A € (¢,(w, v; B), cr) ise

1 0o 1/q oo 1/q
—.limsup Zlénk — |1 < |[Lall,, < limsup |Gk — Cil?

ve

o 1/q
L, kompakttir © lim ( |Cri — Ek|q> =0
n—>00
k=0

dir.

(i) A € (¢, (w, v; B), (£oo) 1) ise

0 1/q
0 < IILall, < limsup (Zlenkw)
n—-oo

k=0

Ve

ise L, kompakt operatordiir.

70
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Ispat: (ii) ve (iii)’nin ispat1 benzer sekilde yapilabileceginden sadece (i)’nin ispati

verilecektir.

A€ ({’p (u,v; B), (CO)T) olsun. Lemma 1.2.23°’den dolay1 C=TAE€
(£, (w,v; B), ¢p)’dir. Bu durumda C = (&) matrisi (3.5.2)’de tanimlanan matris
olmak iizere Teorem 3.3.4’den C € (£, co) elde edilir. Dolayisiyla Teorem 3.4.1

(1)’den istenilen elde edilir.
Teorem 3.5.1(i) nin ispatindaki yontem ile asagidaki teoremler ispatlanabilir.

Teorem 3.5.2. T bir l¢gensel matris ve 1 <p <oo olsun. Bu durumda

A€ (fl(u, v; B), ({’p)T) ise

0 1/p
1Zally = lim { sup (ZI%I”)

n=r

ve

L, kompakt & lim | sup <Z|Enk|p> =0
T—00 k

n=r
dir.

Teorem 3.5.3. T bir iicgensel matris, 1 <p < o veq =p/(p — 1) olsun. Ayrica

q\ 1/a
) ; (r €N)

nenN

™) =
”A"({p(u,v;B),(ﬁ)T) B ;lelgl.?r (;

olarak tanimlansin. Eger A € (£, (u,v; B), (£1)7) ise

. @) @)
T ANl 0y (0 = WLally < 2 WA, 08y e



Ve

Q) =0
(¢p(w,v;B) ,(£1)1)

L, kompakt © lim ||A]|
T—00
dir.

Sonu¢3.54.1<p<oveq=p/(p—1)olsun.

(i) A € (£,(u,v; B),csp) ise

e’ n q 1/a
ILall, = imsup( > 1" G
n—>oo
k=0 Im=0
ve
o | n q\ V4
L, kompakt & lim z z Ak
n—-oo
k=0 1m=0
dir.

© | n q\ Va4
1 N -
—.limsup z Z Ami — Ay < ”LA”)(
2 n—oo
k=0 Im=0
o n q
< limsup z Z Ami — Ay
n—oo
k=0 lm=0
ve
1/q

L, kompakt & lim Z

n—-oo

dir.
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(i) 4 € (£, (u, v; B), bs) ise

n—-oo

0 < [[L4ll,, < limsup Z
k

Ve

ise L, kompakt operatordiir.
Ispat: Teorem 3.5.1°de T matrisi olarak S toplam matrisi aliirsa istenilen elde edilir.

Son olarak Teorem 3.5.2 ve Teorem 3.5.3’de T = AM almirsa asagidaki sonuglar

elde edilir.

Sonug¢ 3.5.5.1 < p < o olsun. O zaman A € (¢1(u,v; B), bvP) ise

00 1/p
. ~ ~ 14
”LA”X = lim | sup |ank - an—l,kl
T—00 k

n=r

Ve

T—00

oo 1/p
L, kompakt & lim | sup <Z |G — dn—l,k|p> =0
k
n=r

dir.

Sonu¢ 3.5.6. 1 <p <o0,q =p/(p—1) olsun ve



PRCHET AN

nenN

(r) _
”A”(ep(u,v;B) bv) = Sup <§
NeF, \ &=

T

olarak tanimlansin. Eger A € (£, (u,v; B) ,bv) ise

1im A1 05y vy < MLally < 414N
Ve

. (@) _
LA kompakt o }Lrg ”A“([p(u,v;B) ,bv) T 0

dir.

q\ 1/q
> ;(r eN)

(£p(wv;B) ,bv)
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BOLUM 4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu bolimde, tez calismasinin orijinal kismi olan ikinci ve tglincii boliimde
tanimlanan dizi uzaylarinin 6zel durumlart verilecek ve bazi Onerilerde

bulunulacaktir.

Sonug 4.1. Eger ef(B™), ef(B™) ve el (B™) uzaylarmda r =1 ve s = —1
alimirsa, [33] nolu c¢alismada Polat ve Basar tarafindan tanimlanan eé(A(m)),

el(A) ve el (A™) dizi uzaylar elde edilir.

Sonug 4.2. Eger ef(B™), ef(B™) ve eL,(B™) uzaylarinda r =1, s = —1 ve
m = 1 alinirsa, Altay ve Polat [32] tarafindan ¢alisilan ef(A), ef(A) ve el (A) dizi

uzaylar elde edilir.

Sonu¢ 4.3. Eger T =G(u,v).A® olsun. Eger €(u,v,p;B) ve £,(u,v;B)
uzaylarinda r =1 ve s = —1 almrsa, €(u,v,p;A) = (£(p))r ve £,(u,v;A) =

(£p)r uzaylan elde edilir.

Sonug¢ 4.4. (1) dizisi Tanim 1.2.18’deki A matrisine ait dizi olsun. Bu durumda
?p(w,v; B) uzaymda v = (A —Ak_q), u= (%) ve r=1, s=—1 alinirsa
{’,’}(A) = (#1’}) A Uzayl elde edilir. Buradaki #ﬁ uzayl Mursaleen ve Noman [45]

tarafindan tanimlanmaistir.

Sonug 4.5. Eger €,,(u,v; B) uzaymdav = (1+t*) (0 <t < 1), u = (1/(n+ 1)),
r=1 ve s=—1 alinirsa, [36] nolu g¢alismada Demiriz ve Cakan tarafindan

tanimlanan ay, (A) uzay: elde edilir.
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Sonug 4.6. (q;) dizisi Riesz ortalamasina ait dizi ve Q, = Y;—oqx (n € N) olsun.

Bu durumda ¢(u,v,p;B) uzayinda v = (q;) ve u = (Qi) alinirsa, Basarir [56]
n

tarafindan tanimlanan r9(p, B) uzayi elde edilir. Ayrica ayni sartlar altinda r = 1 ve

s = —1 almrsa, Basarir ve Oztiirk [54] tarafindan calisilan 79(p, A) dizi uzay: elde

edilir.

Dolayisiyla tez calismasinda bulunan sonuglar yukarida elde edilen uzaylara

kolaylikla tagiabilir.

Oneri 4.7. (Pitt Teoremi) 1 < p < q < 4+ olsun. Bu durumda ¥, uzayindan ¢,

uzayina tanimlanan her sinirli lineer doniistim kompakttir [85].

Pitt Teoremi’nin lineer ve lineer olmayan ispatlar1 bazi matematikgiler tarafindan
calisilmistir. NH o6l¢iisii kullanilarak Pitt Teoremi’nin ispatinin yapilmasi ¢alisilacak

bir problemdir.

Oneri 4.8. 2-normlu Banach uzaylarinda ya da daha genel anlamda n-normlu
Banach uzaylarinda lineer operatorler i¢in NH 0l¢lislinlin tanimlanmasi ¢alisilacak

bir problemdir.

Oneri 4.9. Paranormlu dizi uzaylarinda lineer operatorlere NH 6lgiisiiniin

uygulanmasi ¢alisilacak bir problemdir.
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