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ÖZET 

 

 

Anahtar kelimeler: Dizi Uzayları, Paranormlu Uzay, Schauder Bazı, -, -, -

Dualleri, Matris Dönüşümleri, Ağırlıklı Ortalama, Euler Ortalaması, Genelleştirilmiş 
Fark Matrisi, Nonkompaktlık Hausdorff Ölçüsü, Kompakt Operatörler. 
 

“Bazı dizi uzayları arasındaki matris dönüşümleri ve nonkompaktlık ölçüsü” isimli 
bu tez çalışması dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, dizi uzayları, matris 
dönüşümleri ve nonkompaktlık Hausdorff ölçüsü ile ilgili bazı temel tanım ve 
teoremler verildi. İkinci ve üçüncü bölüm, bu çalışmanın orijinal kısmını 
oluşturmaktadır. 
 

İkinci bölümde, ,   ve  Euler  dereceden fark dizi 

uzayları tanımlanıp, bu uzayların -, -, - dualleri belirlendi. Ayrıca bu uzaylar 
üzerindeki bazı matris dönüşümlerinin sınıfları karakterize edildi ve nonkompaktlık 
Hausdorff ölçüsü yardımı ile  ve   uzayları üzerindeki bazı matris 
dönüşümlerinin kompakt olması için taşıması gereken şartlar belirlendi.  
 

Üçüncü bölümde,  ve  ağırlıklı -fark dizi uzayları 
tanımlandı.  paranormlu dizi uzayının bazı topolojik özellikleri çalışılıp, 
bu uzay üzerinde tanımlanan bazı matris dönüşümlerinin sınıfları incelendi. Ayrıca 
nonkompaktlık Hausdorff ölçüsünün uygulanması ile  dizi uzayı üzerinde, 
sonsuz matrisler tarafından verilen kompakt operatörlerin bazı sınıfları karakterize 

edildi. 

 

Son bölümde ise ikinci ve üçüncü bölümde tanımlanan dizi uzaylarının bazı özel 
halleri verildi ve bundan sonra yapılacak araştırmalara yönelik önerilerde bulunuldu. 
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ON MATRIX TRANSFORMATIONS BETWEEN SOME 

SEQUENCE SPACES AND THE HAUSDORFF MEASURE OF 

NONCOMPACTNESS 

 

 

SUMMARY 

 

 

Key Words: Sequence Spaces, Paranormed Spaces, Schauder Basis, -, -, -Duals, 

Matrix Transformations, Weighted Means, Euler Mean, Generalized Difference 

Matrix, Hausdorff Measure of Noncompactness, Compact Operators. 

 

This study which is entitled “ On Matrix Transformations between Some Sequence 

Spaces and the Hausdorff  Measure of  Noncompactness” contains four chapters. In 
the first chapter, some basic definitions and theorems related to sequence spaces, 

matrix mappings and the Hausdorff measure of noncompactness are given. The 

second and third chapters are original parts of this study. 

 

In the second chapter, the Euler th-order difference sequence spaces , 

  and  are introduced and the -, -, - duals of these spaces are 

determined. Also, some classes of matrix mappings on them are characterized. 

Moreover, by applying the Hausdorff measure of noncompactness, the 

characterization of some classes of compact operators on the sequence spaces 

 and  are given. 

 

In the third chapter, the weighted -difference sequence spaces  and 

 are defined. Also, some topological properties of the paranormed space 

 are studied and some classes of matrix mappings on this space are 

examined. Moreover, the Hausdorff measure of noncompactness is applied to 

characterize some classes of compact operators given by infinite matrices on the 

space  

 

In the last chapter, some special cases of sequence spaces defined in the second and 

third chapters are given. Also, some suggestions are proposed for investigations on 

the Hausdorff measure of noncompactness. 



 

 

 

BÖLÜM 1. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER 
 

 

 

1.1.  Temel Kavramlar ve Teoremler 

 

Bu bölümde, diğer bölümlerde kullanılacak olan temel tanımlar ve teoremler 

verilecektir. 

 

Tanım 1.1.1.  ve  veya  olmak üzere 

 

                                                         

                                                          

 

ikili işlemleri   ve  için 

 

1)  

2)  

3)  olacak şekilde bir  vardır 

4)  olacak şekilde bir  vardır 

5)  

6)  

7)  

8)  

 

şartlarını sağlıyorsa  üçlüsüne,  üzerinde bir lineer uzay (vektör uzayı)  

denir [1]. 

 

Tanım 1.1.2. ,  cismi üzerinde bir lineer uzay ve ’de ’in bir alt kümesi olsun. 

Her  ve her  için  ise ’ye ’in bir lineer alt uzayı 

denir [2]. 
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Tanım 1.1.3. Sınırlı bir  dizisinin üst limiti 

 

 

 

şeklinde tanımlıdır. Ayrıca  için  ise 

 

 

 

dır [3]. 

 

 Tanım 1.1.4. Boş olmayan bir  kümesi ve bir  

 

   

     ) 

 

dönüşümü verilsin. Eğer bu  dönüşümü  için  

 

(M1)  

(M2)  

(M3)  (üçgen eşitsizliği) 

 

özelliklerini sağlıyorsa  üzerinde uzaklık fonksiyonu ya da metrik adını alır ve bu 

durumda  ikilisine bir metrik uzay denir [2].  

 

Tanım 1.1.5.  metrik uzay ve ’de bu uzayda bir dizi olsun. Eğer her   

ve  olan bütün ’ler için  olacak şekilde bir 

 bulunabiliyorsa,  dizisine  metrik uzayında bir Cauchy 

dizisi denir [1]. 

 

Tanım 1.1.6. Bir  metrik uzayındaki her Cauchy dizisi  içinde bir limite 

sahipse bu  metrik uzayına tam metrik uzay adı verilir [1]. 

 



3 

 

Tanım 1.1.7.  bir lineer uzay olsun.  dönüşümü  için aşağıdaki 

şartları sağlıyorsa ’ye X üzerinde bir paranorm  ikilisine de paranormlu uzay 

denir. 

 

(P1)  ve  

(P2)  

(P3) (alt toplamsallık özelliği):   

(P4) (skalerle çarpımın sürekliliği): ,   şartını   sağlayan 

skalerlerin bir dizisi  ve ,   içinde  olan bir dizi ise 

 iken  dır [1]. 

 

Tanım 1.1.8. Bir  paranormlu uzayında alınan her Cauchy dizisi bu uzayın bir 

noktasına yakınsıyorsa  uzayına tam paranormlu uzay denir [1]. 

 

Tanım 1.1.9.  ,  cismi (  veya  ) üzerinde bir vektör uzayı olsun. 

 

   

        

 

dönüşümü  ve  için 

 

(N1)  

(N2)  

(N3)   

 

özelliklerini sağlıyorsa  üzerinde norm adını alır ve bu durumda  ikilisine 

bir normlu vektör uzayı denir [1]. 

 

Tanım 1.1.10. Bir   normlu uzayındaki her Cauchy dizisi  içinde bir 

noktaya yakınsıyorsa, bu   normlu uzayına tam normlu uzay veya Banach 

uzayı denir [1].                    
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Tanım 1.1.11. Bir   normlu uzayının  kapalı birim yuvarı ve  birim 

küresi   

 

            

 

ve 

 

            

 

şeklinde tanımlıdır [4]. 

 

Tanım 1.1.12.  ve  aynı  cismi üzerinde iki lineer uzay olsun. Eğer  

dönüşümü  ve  için 

 

 

 

şartını sağlıyorsa ’ye  uzayından  uzayına bir lineer dönüşüm denir [2]. 

 

Örnek 1.1.13.  ve ,  üzerinde iki lineer uzay olsun. Aşağıda verilen dönüşümler 

birer lineer dönüşümdür. 

 

(i)  için   şeklinde tanımlanan  sıfır dönüşümü,  

(ii)  için   şeklinde tanımlanan  birim dönüşümü,  

(iii)  sabit bir sayı olmak üzere  için   şeklinde tanımlanan 

dönüşümü [2]. 

 

Tanım 1.1.14.   lineer operatörü verilsin.  

 

            

 

kümesine  operatörünün sıfır uzayı veya çekirdeği denir [5]. 
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Lemma 1.1.15.  lineer operatörünün bire-bir olması için gerek yeter şart       

 olmasıdır [5]. 

 

Tanım 1.1.16.  ve  iki normlu uzay olsun.  lineer 

dönüşümünün sürekli (sınırlı) olması için gerek ve yeter şart  için  

 

 

 

olacak şekilde bir  reel sayısının bulunabilmesidir [1]. 

 

’den ’ye tanımlı bütün sınırlı lineer operatörlerin kümesi  ile gösterilir. 

 

Tanım 1.1.17.  olsun. Bu durumda  operatörünün normu 

 

 

 

şeklinde tanımlıdır [1]. 

 

Tanım 1.1.18. Aynı bir  cismi üzerinde tanımlı olan  ve  lineer uzayları arasında 

bire-bir ve örten bir  lineer dönüşümü varsa  ve  uzaylarına izomorfik              

(ya da lineer izomorfik) uzaylar denir. Bu durumda  dönüşümüne de izomorfizm 

adı verilir [2]. 

 

Lemma 1.1.19.  ve  olsun. O zaman herhangi bir  sayısı 

ve herhangi iki  kompleks sayıları için  

 

 

 

eşitsizliği sağlanır [6]. 
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1.2. Dizi Uzayları ve Matris Dönüşümleri 

 

Tanım 1.2.1.  veya  olmak üzere  

  

 

 

kümesine bütün dizilerin kümesi denir.  kümesi, 

 

  ve  

 

ikili işlemleri ile  üzerinde bir vektör uzayıdır. ’nın herhangi bir alt vektör uzayına 

bir dizi uzayı denir [7]. 

 

Örnek 1.2.2.  

, 

 

 

 

 

 

 

ve 

 

 

uzayları birer dizi uzayıdır [7,8]. 
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Tez çalışması boyunca aksi belirtilmedikçe,  uzayından söz edildiğinde             

 olduğu anlaşılacak ve  ile de  ’nin eşleniği gösterilecektir. Yani  

ise  ve  ise ’dir. Ayrıca ’nin bütün sonlu alt 

kümelerinin ailesi  ile gösterilecek ve her bir  için  kümesi 

 

 

 

şeklinde tanımlanacaktır. 

 

Örnek 1.2.3.  pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi,  ve 

 olsun. Bu durumda 

 

 

 

 

 

ve 

 

 

 

uzayları birer dizi uzayıdır. Ayrıca  uzayı 

 

 

 

paranormu ile,   ve  uzayları da  
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paranormu ile birer tam paranormlu uzaydır [8]. 

 

Tanım 1.2.4.  için  dizi uzayı üzerinde  şeklinde  tanımlanan 

   koordinat  dönüşümü sürekli ise  dizi uzayına bir -uzayı denir [8]. 

 

Tanım 1.2.5. Tam lineer metrik bir -uzayına -uzayı denir [8]. 

 

Tanım 1.2.6. Bir -uzayı, kendisine ait topoloji ile normlanabiliyorsa bu uzaya 

-uzayı denir [8]. 

 

Örnek 1.2.7. ,   ve  uzayları  normuna göre,  uzayı da 

 normuna göre birer -uzayıdır [4].  

 

Tanım 1.2.8.  ve  iki dizi uzayı ve  ( ) reel ya da 

kompleks sayıların bir sonsuz matrisi olsun.  için  matrisinin  satır dizisi 

 ile gösterilir. Yani ’dır. Ayrıca her bir  için              

 yakınsak ise  yazılır. Eğer  için          

 ise o zaman ’ya  dizi uzayından  dizi uzayına bir matris 

dönüşümü denir ve bu durum  olarak gösterilir.  dizisine de ’in            

-dönüşümü adı verilir. 

 

  şeklindeki bütün  matrislerinin kümesi  ile  gösterilir [4].  

 

Tanım 1.2.9.  reel ya da kompleks sayıların bir sonsuz matrisi olsun. 

 olmak üzere  için  ise   matrisine üçgensel matris 

denir.  üçgensel matrisinde  için  ise ’ya normal matris      

denir [8]. 

 

Lemma 1.2.10. -uzayları arasında tanımlanan herhangi bir matris dönüşümü 

süreklidir [2]. 
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Lemma 1.2.11. ([8]) 

 

 

 

 

Lemma 1.2.12.  ve ’da ’nin eşleniği olmak üzere  uzayı  ve  

uzaylarından herhangi biri olsun. Bu durumda  ise  

 

 

 

 

 

 

özellikleri sağlanır [9,10]. 

 

Tanım 1.2.13. ,  ve  olsun.  

için 

 

 

  

şeklinde tanımlanan  matrisine Nörlund ortalaması denir [8]. 

 

Tanım 1.2.14.  olmak üzere  negatif olmayan reel sayıların bir dizisi 

ve  ( )  olsun. O zaman  
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şeklinde tanımlanan  matrisine Riesz ortalaması denir [8]. 

 

Tanım 1.2.15.  

  

 

şeklinde tanımlanan  matrisine 1. mertebeden Cesàro ortalaması denir [8]. 

 

Tanım 1.2.16.  olmak üzere  için 

 

 

 

şeklinde tanımlanan  matrisine  mertebeden Euler ortalaması denir [8]. 

 

Tanım 1.2.17.  olmak üzere  için  

 

 

 

şeklinde tanımlanan  matrisine genelleştirilmiş ağırlıklı ortalama denir. 

Burada  sadece ’ye  da sadece ’ya bağlıdır [11]. 

 

Tanım 1.2.18.  ve  dizisi 

 

 

 

şartlarını sağlayan bir dizi olsun. Bu durumda  ve ) matrisleri 

 için 
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ve 

 

 

 

şeklinde tanımlıdır [12,13]. 

 

Tanım 1.2.19.  toplam matrisi,  ,  fark operatörleri 

ve herhangi sabit bir  için   dereceden fark matrisi  

için sırasıyla 

 

 

 

 

 

ve 

 

 

 

 

şeklinde tanımlıdır [8]. 

 

Tanım 1.2.20.  genelleştirilmiş fark matrisi ve herhangi bir sabit 

 için   mertebeden genelleştirilmiş fark matrisi   ve  
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 için  

 

 

ve 

 

 

 

şeklinde tanımlıdır.  ve  durumunda  ve  matrislerinin 

sırasıyla  ve  matrislerine dönüşeceği açıktır [15,16]. 

 

Tanım 1.2.21.  bir dizi uzayı olmak üzere bir  sonsuz matrisinin  uzayındaki 

matris etki alanı (domaini) olan  kümesi 

 

  

 

olarak tanımlanır [8]. 

 

Lemma 1.2.22.  bir üçgensel matris ve  bir -uzayı olsun. Bu durumda 

 uzayı da  için  

 

 

 

şeklinde tanımlanan norm ile bir  -uzayıdır [17]. 

 

Lemma 1.2.23.  ve , ’nın herhangi iki alt uzayı ve  bir üçgensel matris olsun.  

O zaman  olması için gerek ve yeter şart  olmasıdır [4]. 
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Tanım 1.2.24.  bir -uzayı olsun ve  için  ifadesi 

 dizisinin . kesimini göstersin ( ,  terimi 1 diğer terimleri 0 olan 

dizi). Bu durumda  

 

 

 

ise  uzayına  özelliğine sahiptir denir [4]. 

 

Örnek 1.2.25. ,  ve    uzayları  özelliğine sahiplerdir.  Fakat  

ve  uzayları  özelliğine sahip değillerdir [4]. 

 

Lemma 1.2.26.  ve  iki -uzayı olsun. Bu durumda 

 

(i) ’dir. Yani, her  için  olacak 

şekilde bir  lineer operatörü vardır [4].  

 

(ii) Eğer ,  özelliğine sahipse bu durumda ’dir. Yani, her 

 için  olacak şekilde bir  vardır [17]. 

 

Tanım 1.2.27.  bir normlu dizi uzayı olsun ve  dizisi verilsin.  için  

 

 

 

olacak şekilde bir tek  skalerler dizisi varsa ’ye  dizi uzayının bir Schauder 

bazı (kısaca bazı) denir ve durumda  yazılır [8]. 

 

Literatürde, üçgensel bir  sonsuz matrisinin bilinen  dizi uzayındaki matris etki 

alanı olan  uzayı kullanılarak bir çok yeni dizi uzayı tanımlanmıştır. Aşağıdaki 

tabloda bunlardan bazıları gösterilmiştir.  
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   Kaynak 

   [19] 

   [20] 

   [21] 

   [22] 

   [23] 

   [24] 

   [25] 

   [26] 

   [27] 

   [28] 

   [29,30] 

   [12] 

    [31] 

   [32] 

   [33] 

   [34] 

   [35] 

   [36] 

   [37,9] 

   [38,39] 

   [40] 

   [41,42] 

   [43] 

   [44] 

   [13] 

   [45] 

   [46,47] 

   [48] 

   [49] 

   [50] 

   [51] 

   [52] 

   [53] 

   [54] 

   [16] 

   [11] 

   [55] 

   [56] 

 

Bir  matrisinin  dizi uzayına kısıtlanmasıyla elde edilen  yeni dizi uzayı, 

genelde orijinal  uzayının genişlemesi ya da daralması olmasına rağmen bazı 

durumlarda bu uzaylar birbirlerini kapsamazlar. Örneğin,  ise  

ve  ise  kapsamaları kesin bir şekilde sağlanır. Buna rağmen 

 olmak üzere  yani 
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 olarak alınsın ve  matrisi de satırları  için 

 şeklinde tanımlanan bir matris olsun. O zaman  ama 

 olup bu  ve  olduğunu gösterir ( ) [29]. 

 

Tanım 1.2.28.  dizi uzayının -, dualleri olan  kümeleri, 

 

   

 

 

ve 

 

 

 

şeklinde tanımlıdır [8]. 

 

Tanım 1.2.29.   bir -uzayı ve  olsun. Bu durumda,  

için  yakınsak olmak üzere  değeri  

 

 

 

şeklinde tanımlıdır.  olması durumunda  için  değerlerinin 

mevcut ve sonlu olduğu açıktır [4]. 

 

Lemma 1.2.30.  uzayı ,  ya da  uzaylarından herhangi biri olsun. Bu 

durumda   ve  için  dir [57]. 

 

Lemma 1.2.31.  olmak üzere  ve  için  

dir [10]. 

 

Lemma 1.2.32.  bir üçgensel matris ve  de  matrisinin transpozesi olsun. Bu 

durumda  ya da  ise  için ’dir [58]. 
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Lemma 1.2.33.  bir -uzayı ve ’de ,  ya da  uzaylarından herhangi 

biri olsun. O zaman  ise  

 

 

 

dır [59]. 

 

Lemma 1.2.34.  olsun. Bu durumda her bir   için 

 

 

 

eşitsizliği sağlanır [3]. 

 

Lemma 1.2.35.  bir -uzayı ve  

 

 

 

olsun. Bu durumda  ise  

 

 

 

dır [3]. 

 

1.3. Nonkompaktlık Hausdorff Ölçüsü 

 

Bu bölümde nonkompaktlık Hausdorff (NH) ölçüsü tanımlanıp bu konuyla ilgili 

temel kavramlar ve teoremler verilecektir. 

 

Tanım 1.3.1. Bir  metrik uzayında ve  iki alt uzay olsun ve  sayısı 

verilsin. Eğer her bir  için  olacak şekilde bir  varsa ’ye  
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kümesinin  içinde -neti denir. Ayrıca  kümesi sonlu ise ’ye  kümesinin sonlu 

bir -neti denir [1]. 

 

Tanım 1.3.2.  metrik uzayının bir  alt kümesinin,  için sonlu bir       

-neti varsa bu  kümesine total sınırlıdır denir [1]. 

 

Tanım 1.3.3.  bir metrik uzay ve  olsun. Eğer ’nin kapanışı olan  

kümesi kompakt ise ’ye  uzayında ön kompakt küme denir [14]. 

 

Tanım 1.3.4. ,  Banach uzayları ve  lineer operatörü verilsin. Eğer  

uzayındaki sınırlı her  kümesi için  kümesi  uzayında ön kompakt bir küme 

ise  operatörüne kompakt lineer operatör denir. ’den ’ye bütün kompakt lineer 

operatörlerin kümesi  ile gösterilir [14]. 

 

 metrik uzayındaki tüm sınırlı  kümelerinin cümlesi  ile gösterilecektir. 

 

Tanım 1.3.5.  bir metrik uzay olmak üzere bir  kümesinin NH ölçüsü  

 

 

 

şeklinde tanımlanır ve  fonksiyonuna NH ölçüsü denir [4]. 

 

Kompakt operatörler ilk kez integral operatörler şeklinde Volterra tarafından ortaya 

konulmuştur. Banach uzaylarında kompakt operatörlerin genel tanımı ilk kez ünlü 

Alman matematikçi Hilbert tarafından verilmiştir. Kompakt operatörler özellikle de 

lineer kompakt operatörler fonksiyonel analizin, operatör teorisi ve yaklaşım teorisi 

gibi birçok dalında önemli bir yer teşkil etmiştir. Çoğu kez iki dizi uzayı arasındaki 

en genel lineer dönüşüm bir matris dönüşümü ile verilebildiğinden, bir matris 

dönüşümünün hangi şartlar altında kompakt olacağı sorusunun sorulması da 

kaçınılmazdır. NH ölçüsü bu soruyu cevaplayacak en önemli kavramlardan biridir. 

 

NH ölçüsü ile ilgili çalışmalara Gohberg [60] ile başlandı. 1968’de Goldenstein ve 

Markus, 1972’de Istrătesku ve sonrasında bir çok matematikçi  tarafından çalışıldı. 
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NH ölçüsünün operatör teorisi, sabit nokta teorisi, diferansiyel denklemler gibi bir 

çok alanda önemli özellikleri vardır. Bir lineer operatörün kompakt operatör olması 

için taşıması gereken şartları belirlemenin en etkili yollarından biri de NH ölçüsüdür. 

Bu yöntemle bir çok dizi uzayı üzerinde kompakt matris dönüşümleri 

sınıflandırılmıştır. Örneğin,  Malafosse ve ark. [57]  ve  uzayları üzerinde lineer 

operatörler ile matris dönüşümlerinin kompaktlık durumunu incelemişler ve , 

, ,  kümelerini karakterize etmişlerdir. Malafosse ve 

Rakočević [61] ,  ,  uzayları üzerinde, Mursaleen ve Noman [59],  

dizi uzayları üzerinde, Mursaleen ve ark. [9]  uzayları 

üzerinde, Başar ve Malkosky [62] ,  ve  dizi uzayları üzerinde,        

Djolović [63]  ve  uzayları üzerinde, Malkowsky ve ark. [64] 

 uzayı üzerinde, Başarır ve Kara [65]  ve  

uzayları üzerinde NH ölçüsünü kullanarak matris dönüşümlerinin kompaktlık 

durumunu incelemişlerdir. Ayrıca [4] ve [66-76] nolu çalışmalar, dizi uzayları 

üzerinde NH ölçüsünün uygulanması ile ilgili diğer önemli çalışmalardır. 

[3,4,18,77,78] nolu çalışmalarda yazarlar, -uzaylarında keyfi üçgensel matrislerin, 

matris etki alanları üzerinde bazı matris dönüşümlerinin sınıflarını inceleyip, NH 

ölçüsünün uygulanması ile bu uzaylar üzerinde kompakt lineer dönüşümlerle ilgili 

daha genel sonuçlar elde etmişlerdir. Djolović ve Malkowsky [58],  bir üçgensel 

matris olmak üzere  ve  sınıflarını karakterize etmişlerdir. 

[34] nolu çalışmada Kara ve Başarır ,   ve  dizi 

uzaylarını tanımlayıp bu uzaylar üzerinde matris dönüşümlerinin kompaktlık 

durumunu incelemiş ve NH ölçüsünü kullanarak, Djolović ve Malkowsky’nin 

çalışmalarını bir adım daha öne götürüp, herhangi bir  üçgensel matrisi için 

 ve  olduğunu göstermişlerdir. 

Son zamanlarda Mursaleen [79], NH ölçüsünü Sargent tarafından tanımlanan  

dizi uzayı üzerinde uygulayıp bu uzay üzerindeki bazı matris dönüşümlerinin 

kompaktlık durumunu incelemiştir. Ayrıca bu çalışmada yazar, NH ölçüsü yardımı 

ile  Banach uzayındaki diferansiyel denklemlerin sonsuz sistemlerinin 

çözümlerini araştırmıştır.   
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NH ölçüsünün uygulanmasıyla, bir matris dönüşümünün kompakt olması için 

taşıması gereken şartları belirlerken genel itibariyle şu adımlar takip edilir. 

 

1. Adım :  bir keyfi  uzayı ve ’de bilinen bir dizi uzayı  iken  olması 

için gerek ve yeter şartlar bulunur. 

2. Adım : Verilen bir ,  uzayının -duali bulunur. 

3. Adım :  ve  bilinen  uzayları iken  olması için gerek ve yeter 

şartlar bulunur. Bu, 1. ve 2. Adım’daki sonuçların kullanılması ve 2. Adım’da 

bulunan ’in -dualindeki doğal norm ile operatörün normunun yer değiştirilmesi ile 

yapılır. 

4. Adım : 3. Adım’daki sonuçlar ve NH ölçüsünün uygulanması ile  

olması için gerek ve yeter şartlar bulunur. 

 

Lemma 1.3.6. Bir   metrik uzayının sınırlı  alt kümeleri için    

fonksiyonu  aşağıdaki özelliklere sahiptir [80]. 

 

(i)   total sınırlı bir kümedir 

(ii)  ’nın  kapanışı için  dir 

(iii)  

(iv)   

(v)   

 

Lemma 1.3.7.  kümeleri bir  normlu uzayının sınırlı alt kümeleri olsun. 

Bu durumda 

 

(i)   

(ii)  Her bir  için  

(iii) Her bir  için  

 

özellikleri sağlanır [80]. 
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Lemma 1.3.8.   ya da  ve   olsun. Ayrıca 

 operatörü   için  olarak 

tanımlansın. Bu durumda  dir [4].  

 

Tanım 1.3.9. ,  Banach uzayları ve  olsun. Bu durumda 

 

(i)  

(ii)  

 

dır [4]. 

 

Lemma 1.3.10. , bir  Schauder bazına sahip Banach uzayı, , ’in 

sınırlı bir alt kümesi ve  dönüşümü  ’nin lineer gereni 

üzerinde bir projektör olsun. Bu durumda  olmak üzere  

 

 

 

dır [4]. 

 

Teorem 1.3.11.  bir normlu uzay ve  bir üçgensel matris olsun.  ve  

kümeleri sırasıyla  ve  uzaylarındaki bütün sınırlı kümelerin aileleri,  ve  

değerleri de sırasıyla  ve  üzerindeki NH ölçüleri olsun. O zaman her 

 için ’dır [81]. 

 



 

 

 

BÖLÜM 2. BAZI EULER . DERECEDEN FARK DİZİ 
UZAYLARI VE KOMPAKT OPERATÖRLER 

 

 

 
Bu bölümde   ve  matrisleri kullanılarak ,  ve  

Euler  dereceden fark dizi uzayları tanımlanacak ve bu uzayların sırasıyla ,  ve 

 uzaylarına lineer izomorfik oldukları gösterilecektir. Ayrıca bu uzayların -, - 

ve - dualleri belirlenecek ve ,   uzayları üzerinde bazı matris 

dönüşümlerinin sınıfları karakterize edilecektir. Son olarak NH ölçüsü kullanılarak 

 ve  dizi uzayları üzerinde tanımlanan bazı matris dönüşümlerinin 

kompakt olması için taşıması gereken şartlar belirlenecektir. 

 

Tez çalışması boyunca,  ve  olduğu kabul edilecektir. Ayrıca 

kısalık olması bakımından, herhangi bir  için  

 

 

 

gösterimi kullanılacaktır. 

 

2.1. Giriş 

 

Tanım 2.1.1. ,  ve  Euler dizi uzayları  
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ve  

 

 

olarak tanımlanır [28-30]. 

 

Tanım 2.1.2. ,   ve  Euler  dereceden genelleştirilmiş 

fark dizi uzayları  

 

 

 

 

ve  

 

 

 

şeklinde tanımlıdır. Tanım 1.2.21’deki matris etki alanı tanımı kullanılarak , 

  ve  uzayları  

 

 

 

yada  olmak üzere  

 

 

 

şeklinde tekrar tanımlanabilir. 

 

Tanım 2.1.3. Bir  dizisinin -dönüşüm dizisi olan             

 dizisi,  için  
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şeklinde tanımlıdır. 

 

Teorem 2.1.4.  olsun. Bu durumda  uzayı koordinatsal toplama 

ve skalerle çarpma işlemlerine göre bir lineer uzaydır ve  

 

 

 

normu ile de bir -uzayıdır. 

 

İspat: Teoremin ilk kısmının ispatı yani  uzayının bir lineer uzay olduğunun 

gösterilmesi kolaydır. Diğer taraftan  matrisi bir normal matris ve  

uzayı da  normuna göre  bir -uzayı olduğundan Lemma 1.2.22’den dolayı 

 uzayı  normlu ile bir -uzayıdır. 

 

Teorem 2.1.5. ,  ve  uzayları, sırasıyla   ve  

uzaylarına lineer izomorfiktir. Yani ,  ve        

’dır. 

 

İspat: Benzer yöntem ile  ve  uzayları içinde ispat 

yapılabileceğinden, teorem sadece  uzayı için ispatlanacaktır. 

 

Bunun için  ve  uzayları arasında bire bir, örten ve normu koruyan bir 

lineer  dönüşümün varlığının gösterilmesi gerekir. Bu  dönüşümü  ile 

verilen ifade olarak alınsın. Yani 

 

 

 



24 

 

olsun. ’nin lineer olduğu açıktır.  ise  için  

olacağından ’dır. Lemma 1.1.15’e göre  dönüşümü bire-bir 

dönüşümdür.   olsun.  için  

 

 

 

 olacak şekilde  dizisi tanımlansın. O zaman 

 

 

 

 

olup ’dir.  keyfi seçildiğinden  örtendir. Ayrıca 

 

 

 

dır. Sonuç olarak  dönüşümü bire-bir, örten ve normu koruyan bir lineer 

dönüşümdür. O halde ’dır. Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

 

,  ve ,  uzayları arasında tanımlanan, Teorem 2.1.5’deki  

izomorfizmi örten olduğundan  ve ’nin bazlarının bu izomorfizm altındaki ters 

görüntüleri, sırasıyla  ve  uzaylarının birer bazıdır. Dolayısıyla 

aşağıdaki teorem elde edilir. 

 

Teorem 2.1.6. Herhangi bir sabit  için  ve  

dizileri 

 

 

 



25 

 

ve 

 

 

 

olarak tanımlansın ve olsun. Bu durumda 

 

(i)  dizisi,  uzayı için bir Schauder bazıdır ve  uzayındaki 

herhangi bir  elemanı 

 

 

 

formunda bir tek şekilde yazılabilir. 

 

(ii)  dizisi  uzayı için bir Schauder bazıdır ve  

uzayındaki herhangi bir  elemanı 

 

 

 

formunda bir tek şekilde yazılabilir. 

 

2.2. ,   ve   Uzaylarının -, - ve - Dualleri 

 

Bu bölümde ,   ve  uzaylarının -, - ve -dualleri 

belirlenecektir. 

 

Lemma 2.2.1. ([82]) 
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Teorem 2.2.2.  matrisi  için  

 

 

 

şeklinde tanımlansın ve  

 

 

 

olsun. Bu durumda ’dir. 

 

İspat:  olsun.  için  

 

 

 

 

yazılabilir. Dolayısıyla  ve  eşitlikleri göz önüne alınarak 

 

 

 

 

yani 
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bulunur. O halde Lemma 2.2.1 (i) kullanılırsa  

 

 

 

elde edilir. Bu ise  demektir. 

 

Teorem 2.2.3.  ve  kümeleri  

 

 

 

 

ve 

 

 

olarak tanımlansın. O zaman ,    

ve ’dir.   

 

İspat:  olsun ve  matrisi  için 
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olarak tanımlansın. ’deki bağıntı kullanılarak  için 

 

 

 

  bulunur. Dolayısıyla  ve ’den  

 

 

 

yani 

 

 

 

elde edilir. O halde Lemma 2.2.1(ii) kullanılarak  

 

 

 

bulunur. Bu ise  olduğunu gösterir. Benzer yöntemle 

 ve  olduğu kolaylıkla 

gösterilebilir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 2.2.4. ,  ve  uzaylarının - duali  kümesidir. 

 

İspat: Bu teoremin ispatı, Teorem 2.2.3’ün ispatında Lemma 2.2.1’in (ii) kısmı 

yerine (iii) kısmı alınarak  yapılabilir. 

 

Teorem 2.2.5.  uzayı  ve  uzaylarından herhangi biri olsun.   

Eğer  ise  
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dır. 

 

İspat: Lemma 1.2.32’de  alınırsa istenilen sağlanır. 

 

 

2.3.  ve  ve  Uzayları Üzerinde Bazı Matris 

Dönüşümleri 

 

Bu bölümde,  ve  uzaylarından ,  ve  

uzaylarına olan matris dönüşümlerinin sınıfları karakterize edilecektir. Daha sonra da 

,  ya da  olmak üzere  iken ’nın operatör normu 

belirlenecektir.  

 

 Kısalık olması bakımından, bir sonsuz  matrisi verildiğinde  

için  

 

 

ve 

 

 

olarak alınacaktır. 

 

Lemma 2.3.1.  olsun. O zaman  
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dır [82]. 

 

Teorem 2.3.2.   

(i)  için, 

 

 

 

 

 

 

şartları sağlanır. 

 

(ii)  için  ve  sağlanır ve ayrıca  

 

 

 

şartı da sağlanır. 

 

İspat: Teoremin (ii) kısmı (i) kısmına benzer şekilde ispatlanabileceğinden sadece (i) 

kısmı için ispat verilecektir. 

 

(i)  şartları sağlansın ve herhangi bir  verilsin. Bu 

durumda, Teorem 2.2.3’den dolayı  için  

olacağından ’in varlığı garantilenmiş olur. Ayrıca  kabulü ile Lemma 

2.3.1 birlikte düşünülürse  matrisinin  sınıfında olduğu görülür. 

Diğer taraftan  dizisi  ile verilen dizi olmak üzere  için  
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dır.  ifadesinde  iken limite geçilirse  için  

 

 

 

olur. Bu durumda -normu alınırsa 

 

 

 

elde edilir. Bu ise  demektir. 

 

Tersine,  olsun.  ve  uzayları -uzayı olduklarından 

Lemma 1.2.10’dan dolayı  için  

 

 

 

olacak şekilde bir  reel sayısı vardır.  ve her sabit  için 

  dizisi Teorem 2.1.6’da tanımlanan dizi olsun.  dizisi 

 uzayına ait olduğu için  eşitliği bu  dizisi içinde 

sağlanacaktır. Dolayısıyla  

 

 

 

elde edilir. Bu durum  şartının sağlandığını gösterir. 
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Kabulden dolayı  matrisi  uzayına uygulanabileceğinden  

şartlarının sağlandığı açıktır. Bu ise ispatı tamamlar. 

 

Teorem 2.3.3.   

(i)  için  şartları sağlanır. 

(ii)  için ,  ve  şartları sağlanır. 

 

İspat: Bu teoremin ispatı, Teorem 2.3.2’nin ispatına benzer şekilde yapılabilir. 

 

Teorem 2.3.4.  olması için gerek ve yeter şartlar  ve 

’nin sağlanması ve  

 

 

 

 

olmasıdır. 

 

İspat:  matrisi için , ,  ve  şartları sağlansın ve       

 olacak şekilde  dizisi verilsin. Bu durumda 

Teorem 2.2.3’den dolayı  için  olacağından ’in 

varlığı garantilenmiş olur. Ayrıca  ve ’den her bir  için 

 

 

 

olur. Bu ise  ve dolayısıyla da  serisinin yakınsak olduğunu 

gösterir. Burada   dizisi  ile verilen dizidir.  

olduğundan ’dır. Diğer taraftan  eşitliği kullanılarak  
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yazılabilir. Bu durumda ,  ve  ifadeleri göz önünde 

bulundurularak  eşitliğinde  iken limite geçilirse, eşitliğin sağ 

tarafındaki ilk toplam ’ye, ikinci toplam ise ’ya yakınsar. 

Dolayısıyla (2.3.13)’den 

 

 

 

elde edilir. Bu ise  olduğunu gösterir. 

 

Tersine  olsun.  kapsaması sağlandığından  ve 

’nin gerekliliği Teorem 2.3.3 (ii)’den görülür. Diğer taraftan her bir  

için Teorem 2.1.6’daki gibi tanımlanan  dizisi ele 

alınacak olursa, her bir  için  olduğu kolaylıkla 

gösterilebilir. Bu ise ’in gerekliliğini gösterir. 

 

Benzer şekilde ’da  alınırsa  bulunur. Buradan  

’in gerekliliği elde edilir. Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

 

Aşağıdaki teoremlerin ispatı, Teorem 2.3.4’ün ispatına benzer şekilde yapılabilir. 

 

Teorem 2.3.5.  olması için gerek ve yeter şartlar ,  

ve ’in sağlanmasıdır. 

 

Teorem 2.3.6.  olması için gerek ve yeter şartlar  ve 

’nin sağlanması ve  

 

 

 

 

olmasıdır. 



34 

 

Teorem 2.3.7.  olması için gerek ve yeter şartlar ,  

ve ’ün sağlanmasıdır.  

 

Teorem 2.3.8.  bir  sonsuz matris ve  matrisi de ’de 

tanımlanan matris olsun. Bu durumda  matrisi ,  ya da 

 sınıflarından herhangi birinde ise  şartı sağlanır. 

 

İspat:  Bu sonuç, Lemma 1.2.33 ve Teorem 2.2.5’den elde edilir. 

 

2.4.  ve  Uzaylarında Kompakt Operatörler 

 

Bu bölümde, NH ölçüsünün uygulanması ile ilk olarak keyfi bir  üçgensel matrisi 

için  ve  kapsamalarının 

sağlandığı gösterilecektir. Daha sonra da  ve  uzayları üzerinde 

tanımlanan bazı matris dönüşümlerinin kompakt olması durumu incelenecektir. 

 

Bölüm boyunca bir  üçgensel matrisinin tersi  matrisi ile 

gösterilecektir.  bir üçgensel matris olduğundan ’nin mevcut ve üçgensel olduğu 

açıktır. 

 

Lemma 2.4.1.  olsun ve  matrisi  için 

 

 

 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda  ise ’dir. 

 

İspat:  olsun ve herhangi bir  verilsin.  

dizisi  dizisinin -dönüşüm dizisi olarak tanımlansın. Yani   için 
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olsun. Bu durumda  olduğu açıktır. Diğer taraftan  için  

 

 

 

yazılabilir.  eşitliğinde  iken limite geçilirse 

 

 

 

elde edilir. Yani  olur.  olduğundan ’dir. Bu ise   

olduğunu gösterir. 

 

Lemma 2.4.2.  matrisi Lemma 2.4.1’de tanımlandığı gibi olsun. Bu 

durumda  ise  

 

 

 

dır [58]. 

 

Lemma 2.4.3.  matrisi Lemma 2.4.1’deki gibi tanımlansın ve her bir 

 için  olsun. Bu durumda  ise  

 

 

 

dır [58]. 
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Lemma 2.4.4.  ya da  ise  ’dır. 

 

İspat:  olsun. Lemma 2.4.1’ de  olarak alınırsa  

olur. Bu yüzden Lemma 1.2.11(ii)’den 

 

 

 

olduğu görülür. O halde bu eşitlikle beraber Lemma 2.4.2 ve Tanım 1.1.3 birlikte 

düşünülürse  

 

 

 

elde edilir. 

 

 durumu,  Lemma 1.2.11(i) ve Lemma 2.4.3 kullanılarak benzer 

şekilde ispatlanabilir.  

 

Sonuç 2.4.5.   ve ’dır. 

 

İspat. Lemma 2.2.4 ve Tanım 1.3.9(ii)’den istenilen elde edilir. 

 

Teorem 2.4.6.  

(i)   ise  

 

 

 

dır. 

 

(ii)   ya da   ise 
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dır. 

 

İspat: Teorem 2.3.3(ii), Teorem 2.3.7 ve Teorem 2.3.8’den   ve ’deki 

limitlerin varlığı açıktır. Kısalık olması bakımından  için 

 olsun.  Lemma 1.2.26(i) ve Tanım 1.3.9(i)’den  

 

 

 

dir. 

 

(i) ’dır. Her  için ) operatörü          

      

 

 

şeklinde tanımlansın.  dönüşümü  üzerindeki birim dönüşüm olmak üzere   

Lemma 1.3.8’den 

 

 

 

bulunur. O halde her bir  ve her  için 

’dir. Bu yüzden Tanım 1.2.29 ve Teorem 2.2.5’den her bir  için  

 

 

 

elde edilir. Bu sonuç ve ’dan  
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olur. Dolayısıyla ’den  elde edilir. 

 

(ii) Her  için )  dönüşümü ’deki gibi 

tanımlansın. O halde  dönüşümü  üzerindeki birim dönüşüm olmak üzere her 

 için 

 

 

 

dir. Bu yüzden  fonksiyonun özellikleri kullanırsa  için 

 

 

 

 

 

 

olur. Sonuç olarak  için 

 

 

 

bulunur. Bu son eşitsizlik ve  birlikte düşünülürse  elde edilir. 

Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

 

Sonuç 2.4.7.  

(i)   olsun. Bu durumda  

 

 

 

dır. 

 

(ii)   ya da  olsun. Bu durumda 
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ise  kompakttır. 

 

İspat: Bu sonuç, Teorem 2.4.6 ile Tanım 1.3.9(ii) ve Tanım 1.1.2’nin birlikte 

kullanılması ile elde edilir.  

 

Teorem 2.4.8.   ise  

 

 

 

dır. 

 

İspat:  ve  olsun. Bu durumda ’dir.       

 için )  projektör dönüşümü  

 

 

 

şeklinde tanımlansın . O halde  dönüşümü  üzerinde birim 

dönüşüm olmak üzere her bir   ve  için 

 ve bu yüzden de  

 

 

 

 dir. Ayrıca ’deki eşitliğin kullanılması ve Lemma 1.3.10’un uygulanması ile  
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elde edilir. Diğer taraftan her bir  için  dizisi 

 ile verilen dizi olsun.  olduğu için  ve          

’dir. Ayrıca Lemma 1.2.12’den dolayı her bir  için 

 mevcut,    ve ’dır. 

Dolayısıyla ’den   için 

 

 

 

 

 

bulunur. Ayrıca  olduğundan Tanım 1.2.29 ve Lemma 

1.2.30’dan    için 

 

 

 

 

 

olduğu görülür. Sonuç olarak ’dan  elde edilir.  

 

Sonuç 2.4.9.   olsun. O zaman  

 

 

 

dır. 
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İspat: Bu sonuç, Teorem 2.4.8 ile Tanım 1.3.9(ii) ve Tanım 1.1.2’nin birlikte 

kullanılması ile elde edilir.  

 

Teorem 2.4.10.  ve 

 kapsamaları sağlanır. Yani her bir  ya da 

) matrisi için  operatörü kompakttır.  

 

İspat: Sonuç 2.4.5’de  alınırsa istenilen sağlanır. 

 

Teorem 2.4.11. Her bir   için 

 

 

 

olsun. Bu durumda  ise, 

 

 

  

 

 

şartları sağlanır. 

 

İspat:  kapsamaları sağlandığından Lemma 1.2.35’den dolayı 

negatif olmayan   dizisi artmayan ve sınırlı bir dizidir. 

Dolayısıyla (2.4.10)’daki limit mevcuttur.  

 

  olsun. Lemma 1.2.26(i)’den dolayı ’ dir. Bu yüzden 

Tanım 1.3.9(i) ve Lemma 1.3.8’den  
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yazılabilir.  olduğundan Lemma 1.2.34’den dolayı                

 ve her bir  için  

 

 

 

eşitsizliği sağlanır. Diğer taraftan her bir  için  olduğundan 

Lemma 1.2.32’de  alınırsa  her  için 

 

 

 

olur.  Bu son eşitlik ve  eşitsizliği birlikte düşünülürse her bir  için  

 

 

 

elde edilir. Dolayısıyla ’de  iken limite geçilir ve  eşitliği 

kullanılırsa ’da verilen eşitsizlik elde edilir. Bu ise Teoremin (i) kısmının 

ispatını tamamlar.  

 

Teoremin (ii) kısmı, yukarıda ispatlanan (i) kısmı ve Tanım 1.3.9(ii)’nin birlikte 

kullanılmasıyla elde edilir. Dolayısıyla istenilen sağlanır. 



 

 

 

BÖLÜM 3. AĞIRLIKLI ORTALAMA -FARK DİZİ UZAYLARI 
VE KOMPAKT OPERATÖRLER 
 

 

 

Bu bölümde  ağırlıklı ortalama ve  genelleştirilmiş fark matrisinin 

kullanılması ile  ve  dizi uzayları tanımlanıp bu uzayların 

sırasıyla  ve  uzaylarına lineer izomorfik oldukları gösterilecektir. Ayrıca 

ℓ  paranormlu dizi uzayının Schauder bazı belirlenip,  , 

dualleri oluşturulacaktır. Daha sonra ℓ  uzayından ℓ∞,  ve  

uzaylarına tanımlanan matris dönüşümlerinin sınıfları karakterize edilecek ve son 

olarak da  normlu dizi uzayı  üzerinde tanımlanan bazı matris 

dönüşümlerinin kompakt olması için taşıması gereken şartlar NH ölçüsü kullanılarak 

incelenecektir. 

 

Bölüm boyunca  pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi, ,         

 ve  olarak kabul edilecektir. Kısalık olması 

bakımından  olarak alınacak ve   için 

 

 

 

notasyonu kullanılacaktır. Buradaki  dizileri ile  reel sayıları  ve  

 matrislerinin tanımındaki gibidir.  

 

3.1. Giriş 

 

Tanım 3.1.1.  dizisi, bir  dizisinin -

dönüşüm dizisi, yani  
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olmak üzere   dizi uzayı 

 

 

 

şeklinde tanımlıdır. Eğer  için  ise o zaman  

yerine  yazılacaktır. Matris etki alanı tanımı kullanılarak  ve 

 uzayları 

 

 

 

şeklinde tekrar tanımlanabilir. 

 

Teorem 3.1.2.  

 (i)  uzayı  

 

 

 

paranormu ile bir paranormlu uzaydır. 

 

 (ii)  olmak üzere  uzayı  

 

 

 

normu ile bir -uzayıdır. 

 

İspat: (ii) kısmı Teorem 2.1.4’ün ispatına benzer şekilde ispatlanacağı için sadece (i) 

kısmı ispatlanacaktır. 
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  ve herhangi bir  için  

 

 

 

 

 

ve  

 

 

 

eşitsizlikleri kullanılarak  uzayının lineer uzay olduğu kolaylıkla 

gösterilebilir. Ayrıca  ve her  için  olduğu 

açıktır. (3.1.3) ve (3.1.4) eşitsizliklerinin kullanılmasıyla ’nin alt toplamsallık 

özelliğini ve 

 

 

 

eşitsizliğini sağladığı görülür. 

 

Şimdi ) olmak üzere  uzayında bir  dizisi 

verilsin. Ayrıca  dizisi )  olacak şekilde skalerlerin bir dizisi 

olsun. ’nin alt toplamsallık özelliğinden dolayı 

 

 

 

eşitsizliği sağlanacağından  dizisi sınırlıdır. Dolayısıyla  
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eşitsizliğinde  iken limite geçilirse   olur. Bu durum 

skalerle çarpımın sürekli olduğunu gösterir. Bu yüzden ,  uzayı 

üzerinde bir paranormdur. 

 

Son olarak  uzayının tamlığının gösterilmesi gerekir. Her bir  için 

 olmak üzere  dizisi  uzayında herhangi bir 

Cauchy dizisi olsun ve  sayısı verilsin. Bu durumda   için  

 

 

 

olacak şekilde bir  pozitif tamsayısı vardır. ’nin tanımının kullanılması ile her 

bir sabit  ve her bir  için  

 

 

 

 

elde edilir. Bu ise her bir sabit  için }    

reel sayı dizisinin bir Cauchy dizisi olduğunu gösterir.  reel sayılar                   

uzayı tam olduğundan her bir sabit  için bu dizi yakınsaktır.                   

 olsun. Şimdi bu sonsuz tane 

, , ,… limit değeri kullanılarak 

 dizisi tanımlansın.  

eşitsizliğinden dolayı her bir  ve  için 
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olur. Dolayısıyla  için  ifadesinde  iken limite geçilirse     

 elde edilir. Son olarak ’de  alınsın ve  olsun. 

O halde Minkowski eşitsizliğinin kullanılması ile her bir  için  

 

 

 

bulunur. Bu ise  olduğunu gösterir. Ayrıca her  için     

 olduğundan dolayı ’dır.  dizisi  

uzayından keyfi seçilmiş bir Cauchy dizisi olduğundan  tamdır. 

Dolayısıyla istenilen sağlanır. 

 

Teorem 3.1.3. Her bir  için  olsun. Bu durumda  

dizi uzayı  uzayına lineer izomorfiktir. Yani  ’dir. 

 

İspat:  ) için  ve  uzayları arasında bire-bir 

ve örten bir lineer  dönüşümünün varlığının gösterilmesi gerekir. Bu  dönüşümü 

 ile verilen ifade olarak alınsın. Yani  

 

 

 

olsun. ’nin lineerliği açıktır. Ayrıca  ise  olacağından  operatörü 

bire-bir’dir.  

 

Şimdi  olsun ve  dizisi  için  
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şeklinde tanımlansın. Bu durumda  

 

 

 

 

olur. Bu yüzden  ve dolayısıyla da  örtendir ve paranormu korur. 

Sonuç olarak  lineer dönüşümü bire-bir ve örten olduğundan istenilen sağlanır. 

 

Teorem 3.1.4.   için  ve  olsun ve her 

bir sabit  için  dizisi 

 

 

 

şeklinde tanımlansın. O zaman  dizisi  uzayının bir bazıdır ve 

 uzayındaki herhangi bir  elemanı 

 

 

 

formunda bir tek şekilde yazılabilir. 

 

İspat: Teorem 3.1.3’ün ispatında verilen  dönüşümü  ve  uzayları 

arasında bir örten izomorfizm olduğundan, ’nin bazının bu izomorfizm altındaki 

ters görüntüsü  uzayının bir bazıdır. Dolayısıyla istenilen sağlanır. 
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3.2.  Uzayının   ve  dualleri 

 

Bu bölümde  uzayının   ve  dualleri belirlenecektir.  

 

Lemma 3.2.1.  (i) Her bir  için  olsun. O zaman                  

 olması için gerek ve yeter şart 

 

 

 

olacak şekilde bir  tam sayısının bulunmasıdır. 

 

(ii) Her bir  için  olsun. O zaman  olması için gerek 

ve yeter şart 

 

 

 

olmasıdır [83]. 

 

Lemma 3.2.2. (i) Her bir  için  olsun. O zaman                         

 olması için gerek ve yeter şart 

 

 

 

olacak  şekilde bir  tam sayısının bulunmasıdır. 

 

 (ii) Her bir  için  olsun. O zaman  olması için gerek 

ve yeter şart 

 

 



50 

 

olmasıdır [84]. 

 

Lemma 3.2.3. Her bir  için  olsun. O zaman  

 

 ,  sağlanır ve ayrıca  

 

 

 

şartı da sağlanır [83]. 

 

Teorem 3.2.4.  kümesi için  olsun ve  

matrisi      için  

 

 

 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda 

 

 

ve 

 

 

olmak üzere 

 

(i)  için  ise ’dir. 

(ii)  için  ise ’dir. 
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İspat: (i) ile (ii)’nin ispat yöntemi aynı olduğundan sadece (ii)’nin ispatı verilecektir. 

 

 olsun.  dizisi  ile verilen dizi olmak üzere  

 

 

 

dir. Dolayısıyla  olduğu kullanılarak yukarıdaki 

eşitlikten 

 

  iken  iken  

 

yani 

 

 

 

elde edilir. O halde Lemma 3.2.1 (i)’de  matrisi yerine  matrisi alınırsa  

 bulunur. 

 

Teorem 3.2.5.  ve  için 

 

 

 

olmak üzere ,  ve  kümeleri 

 

 

 

 

ve 
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olarak tanımlansın. Bu durumda 

 

(i)  için  ise ’dir. 

(ii)  için  ise ’dir. 

 

İspat: (i)  olsun ve  matrisi  için 

 

 

 

şeklinde tanımlansın.  dizisi  ile verilen dizi olmak üzere 

 

 

 

 

 

eşitliği sağlanır.  olduğu kullanılarak  

eşitliğinden  

 

  iken  iken  

 

yani 
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elde edilir. Bu yüzden Lemma 3.2.3 ile  eşitliği birlikte kullanılırsa 

 bulunur. 

 

(ii)’nin ispatı da benzer şekilde yapılabileceğinden detaylara girilmeyecektir. 

 

Teorem 3.2.6.  

(i)  için  ise ’dir. 

(ii)  için  ise ’dir. 

 

İspat: Lemma 3.2.2 ile  ifadesi birlikte düşünülürse  

 

iken  iken  

 

elde edilir. Bu yüzden  ve ’den,  için 

 ve  için  bulunur. Bu da ispatı tamamlar. 

 

Lemma 3.2.7.  olsun ve   dizisi  

 

 

 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda  olmak üzere  

 ise ’dir ve  için 

 

 

 

eşitliği sağlanır (  dizisi  ile verilen dizidir). 
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İspat: Teorem 3.1.2(ii)’den dolayı  olduğu ve  

eşitliği kullanılarak ispat kolaylıkla yapılabilir. 

 

 olsun.  kapsamasını garantilemek amacı ile, bundan 

sonra uzayından bahsedildiğinde  olduğu kabul 

edilecektir. 

 

Teorem 3.2.8.  olsun ve  dizisi Lemma 3.2.7’deki gibi 

tanımlansın. Bu durumda her  için  

 

 

 

dir. 

 

İspat:  olsun. O zaman Lemma 3.2.7’den dolayı 

’dir. Ayrıca  her  ve  bağıntısı ile verilen 

 dizileri için  (3.2.5) eşitsizliği sağlanır. Diğer taraftan  Teorem 

3.1.2(ii)’den dolayı  yazılabilir. Dolayısıyla Tanım 

1.2.9’dan  

 

 

 

elde edilir. Sonuç olarak  olduğundan Lemma 1.2.31 ve ’dan  

 

 

 

bulunur. Bu da ispatı tamamlar. 
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3.3.  Dizi Uzayı Üzerindeki Bazı Matris Dönüşümleri 

 

Bu bölümde ,  ve  sınıfları 

karakterize edilecektir. 

 

Kısalık olması bakımından, bir  matrisi verildiğinde  için  

 

 

ve 

 

 

gösterimleri kullanılacaktır.  

 

Teorem 3.3.1. (i) Her bir  için  olsun. Bu durumda             

 olması için gerek ve yeter şartlar 

 

 

 

olacak şekilde bir  tamsayısının bulunabilmesi ve 

 

 

 

olmasıdır. 

 

(ii) Her bir  için  olsun. Bu durumda  

olması için gerek ve yeter şartlar  
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ve 

 

 

olmasıdır. 

 

İspat:  durumu benzer şekilde ispatlanabileceği için sadece                  

 durumu incelenecektir.  

 

 ve  şartları sağlansın ve herhangi bir  verilsin. 

O zaman Teorem 3.2.5(ii)’den dolayı her bir  için 

’dir. Dolayısıyla ’in -dönüşümü yani ’in varlığı garantilenmiş 

olur.  bağıntısı ve   serisinin  kısmi toplamı kullanılarak 

 

 

 

eşitliği yazılabilir. Kabuldeki şartlar altında  eşitliğinde  iken limite 

geçilirse  

 

 

 

elde edilir. Diğer taraftan Lemma 1.1.19 ve   eşitliği birlikte düşünülürse 

 

 

 

olduğu görülür. Bu ise  demektir. Dolayısıyla ’dir. 

 

Tersine  ve her bir  için   olsun.          

O zaman  için  mevcuttur ve dolayısıyla da her bir    

için ’dir. Bu yüzden  şartının gerekliliği             
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Teorem 3.2.5(ii)’den görülür. Diğer taraftan  olduğu 

göz önünde bulundurularak  eşitliği kullanılırsa  matrisi  

sınıfında olur. Bu yüzden  matrisi  şartını sağlar. Bu ise ’ün 

gerekliliğini gösterir. Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

 

Teorem 3.3.2. Her bir  için  olsun. Bu durumda                   

 olması için gerek ve yeter şartlar  şartlarının 

sağlanması ve  

 

 

 

olacak şekilde  bir  skalerler dizisinin bulunabilmesidir. 

 

İspat:  ve her bir  için  olsun.  

kapsaması sağlandığından  ve  şartlarının gerekliliği Teorem 

3.3.1(i)’den görülür.  

 

Şimdi, her bir  için ’deki gibi tanımlanan  dizisi 

verilsin. Hipotezden dolayı her bir  için ’in -dönüşüm dizisi 

mevcut ve  uzayında olduğundan her bir  için  dizisi de  

uzayındadır. Bu da ’un gerekliliğini gösterir. 

 

Tersine ,  ve  şartları sağlansın ve herhangi bir 

 verilsin. O zaman  mevcuttur. Ayrıca  dizisi  ile 

verilen dizi olmak üzere ’dir. Bu durumda  ve  şartları ile 

Lemma 3.2.3 birlikte düşünülürse  matrisi  sınıfına ait olduğu 

görülür. Yani  ve  ’dir. Sonuç olarak  eşitliğinden 

 iken  elde edilir. 

 

Benzer şekilde  durumu da incelenebileceğinden ispat tamamlanır. 

 

 uzayı yerine  uzayının alınması ile Teorem 3.3.2’den aşağıdaki sonuç elde edilir. 
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Sonuç 3.3.3. Her bir  için  olsun. Bu durumda                    

 olması için gerek ve yeter şartlar  şartlarının 

sağlanması ve her bir  için 

 

 

 

olmasıdır. 

 

Teorem 3.3.4.  bir dizi uzayı ve  olsun. Bu durumda 

 ise )’dir ve  için               

 dizisi  ile verilen dizi olmak üzere ’dir. 

 

İspat:  ve  olsun. Bu durumda her bir  için 

’dir. Dolayısıyla Lemma 3.2.7’den her bir  

için  ve  olur. Bu yüzden ’dir. Her bir 

 dizisi  ile verilen dizi olduğundan dolayı ) elde edilir. 

Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 3.3.5. Bir sonsuz matrisi verilsin ve ,  

olsun. 

 

(i)  matrisi ,  ya da  sınıflarından 

herhangi birinde ise o zaman 

 

 

 

dır. 

 

(ii)  matrisi ,  ya da  sınıflarından 

herhangi birinde ise o zaman  
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dır.  

 

İspat: Bu sonuç Lemma 1.2.33 ve Teorem 3.2.8’den kolaylıkla görülür. 

 

Teorem 3.3.6.  olsun. Eğer  ise  

 

 

 

dir. 

 

İspat: Bu teoremin ispatı Teorem 3.3.4’ün göz önünde bulundurulması ile kolaylıkla 

yapılabileceği için detaylara girilmeyecektir. 

 

Teorem 3.3.7. ,   ve 

 

 

 

olsun. Eğer  ise  

 

 

 

dir. 

 

İspat: Bu sonuç Lemma 1.2.35 ve Teorem 3.2.8’den elde edilir. 
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3.4.  Dizi Uzayında Kompakt Operatörler 

 

Bu bölümde  için  uzayından , ,  ve  uzaylarına 

tanımlanan sonsuz matris dönüşümlerinin kompakt olması için taşıması gereken 

şartlar belirlenecektir. Son olarak da  sınıfı 

karakterize edilecektir. 

 

Bölüm boyunca kullanılacak olan  matrisi ve  dizisi 

sırasıyla  ve ’da tanımlandığı gibi alınacaktır. 

 

Teorem 3.4.1.  ve  da ’nin eşleniği olsun.  

 

(i)  ise 

 

 

 

dir. 

 

(ii)  ise 

 

 

 

dir. 

 

(iii)  ise 

 

 

 

dir. 
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İspat: Teorem 3.3.5’den dolayı  ve ’deki limitlerin varlığı açıktır. 

Benzer şekilde,  ise  Teorem 3.3.4’den dolayı ’dir. 

Dolayısıyla negatif olmayan reel sayıların  dizisi       

Lemma 1.2.12’den dolayı artmayan ve sınırlı bir dizidir. O halde ’deki limit 

de mevcuttur.  

 

Kısalık olması bakımından  olarak alınsın. Lemma 1.2.26(i) ve Tanım 

1.3.9(i)’den dolayı 

 

 

 

dir. 

 

(i) ’dır. Her  için ) operatörü ’deki 

gibi tanımlansın. O zaman Lemma 1.3.8’den 

 

 

 

olur. Bu yüzden her  ve her bir  için 

’dir. O halde Tanım 1.2.29 ve Teorem 3.2.8’den her bir  için  

 

 

 

bulunur. Dolayısıyla ’den  elde edilir. 

 

(ii) ’dır. Bu durumda ’deki ’nın değerini hesaplamak için 

Lemma 1.3.10 uygulanacaktır. Şimdi  için )  projektör 

dönüşümü  ve  için şeklinde 

tanımlansın .  O zaman  dönüşümü  üzerinde birim dönüşüm 
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olmak üzere her bir  için  ve bu yüzden de her 

 ve her bir  için 

 

 

 

olur. Diğer taraftan her bir  için  olduğu kolaylıkla gösterilebilir. 

Dolayısıyla 

 

 

 

olmak üzere   ve Lemma 1.3.10’dan 

 

 

 

bulunur.  

 

Şimdi verilen her bir  için  dizisi ’de tanımlanan dizi 

olsun.   olduğu için Teorem 3.3.4’den dolayı  ve 

’dir. Bu durumda Lemma 1.2.12 kullanılırsa her bir  için       

 limitleri mevcut,  ve  

  

 

 

dir. Bu yüzden  ifadesinden her  için 
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bulunur. Ayrıca  olduğundan Tanım 1.2.29 ve  Lemma 

1.2.31’den    için 

 

 

 

 

 

olur. Sonuç olarak ’den (3.4.2) elde edilir.  

 

Son olarak (iii) kısmını ispatlamak için, ) dönüşümü her          

 için (2.4.5)’deki gibi tanımlansın. O halde  

 

 

 

kapsamasının sağlandığı açıktır. Bu yüzden  fonksiyonunun özellikleri kullanılırsa 

her  için 

 

 

 

 

 

 

bulunur. Bu son eşitsizlik ve  birlikte düşünülürse  elde edilir. 

Dolayısıyla ispat tamamlanır. 
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Teorem 3.4.2.  ve   olsun. 

 

(i)  ise 

 

 

ve 

 

 

dir. 

 

(ii)  ise 

 

 

 

ve 

 

 

dir. 

 

(iii)  ise 

 

 

ve 
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İspat: Bu sonuç, Teorem 3.4.1 ile Tanım 1.1.3 ve Tanım 1.3.9(ii)’nin birlikte 

kullanılmasıyla elde edilir. 

 

Teorem 3.4.3. 

 (i)  ise 

 

 

ve 

 

 

dir. 

 

(ii)  ise 

 

 

ve 

 

 

dir. 

 

(iii)  ise 

 

 

ve 

 

 

İspat: Teorem 3.4.1 ile Tanım 1.1.3 ve Tanım 1.3.9 (ii)’nin birlikte kullanılmasıyla 

bu teoremin ispatı kolay bir şekilde yapılabilir. 
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Teorem 3.4.4.  olsun. Bu durumda  ise 

 

 

ve 

 

 

dır. 

 

İspat:  olsun. O zaman Lemma 1.2.26(i)’den dolayı  

olur. ) dönüşümü her  için  

 şeklinde tanımlanırsa Tanım 1.3.9(i) ve Lemma 1.3.8’den 

 

 

 

yazılabilir. Her bir  için  dizisi ’de tanımlanan dizi 

olsun.   olduğu için Teorem 3.3.4’den dolayı  ve 

’dir. Bu yüzden her bir  için  
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bulunur. Bu ise 

 

 

 

olduğunu gösterir. Dolayısıyla ’dan  

 

 

 

elde edilir. 

 

Eşitsizliğin tersini göstermek için   olacak şekilde 

 dizisi verilsin. Teorem 3.3.4’den dolayı her bir  için 

’dir.  olsun. Bu durumda  ve 

bu yüzden de  olur. Dolayısıyla  bulunur. Diğer 

taraftan Lemma 1.3.8’den dolayı 

 

 

 

 

dir. O halde  
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bulunur. Sonuç olarak  ve  eşitsizliklerinden (3.4.8) elde edilir. 

 

Teoremin ikinci kısmı Tanım 1.3.9(ii) ve ’in sonucudur. Dolayısıyla ispat 

tamamlanır. 

 

Teorem 3.4.5.  ve  olsun ve  

 

 

 

olarak tanımlansın. Eğer  ise  

 

 

 

ve 

 

 

 

dır. 

 

İspat: Teorem 3.3.7’nin kullanılmasıyla Teorem 2.4.11’in ispatındaki benzer 

yöntemler takip edilirse ispat kolayca elde edilir. 

 

 

3.5. Bazı Uygulamalar 

 

Bu bölümde, bir önceki bölümde bulunan sonuçları kullanarak  uzayından 

,  ve  uzaylarındaki matris etki alanlarına tanımlanan matris dönüşümlerinin 

kompaktlık durumu incelenecektir. 
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 sonsuz bir matris ve  bir üçgensel matris olmak üzere           

 matrisi  olarak tanımlansın. Yani 

 

 

 

olsun. O halde  için  

 

 

 

dır. 

 

 ve  matrisleri  sırasıyla  ve C matrisleriyle ’deki gibi 

ilişkili matrisler olsun. Bu durumda  için 

 

 

 

yazılabilir. Dolayısıyla  için 

 

 

 

dır. Ayrıca  ise her bir  için  

 

 

 

limitleri mevcut olsun.  
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Teorem 3.5.1.  bir üçgensel matris,  ve  olsun.  

(i)  ise  

 

 

ve 

 

 

dır. 

 

(ii)  ise  

 

 

ve

 

 

dır. 

 

(iii)  ise  

 

 

ve 

 

 

ise  kompakt operatördür. 
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İspat: (ii) ve (iii)’nin ispatı benzer şekilde yapılabileceğinden sadece (i)’nin ispatı 

verilecektir. 

 

  olsun. Lemma 1.2.23’den dolayı  

’dır. Bu durumda  matrisi ’de tanımlanan matris 

olmak üzere Teorem 3.3.4’den  elde edilir. Dolayısıyla  Teorem 3.4.1 

(i)’den istenilen elde edilir.  

 

Teorem 3.5.1(i)’nin ispatındaki yöntem ile aşağıdaki teoremler ispatlanabilir. 

 

Teorem 3.5.2.  bir üçgensel matris ve  olsun. Bu durumda                 

 ise  

 

 

ve 

 

 

dır. 

 

Teorem 3.5.3.  bir üçgensel matris,  ve  olsun. Ayrıca 

 

 

 

olarak tanımlansın. Eğer  ise  
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ve 

 

 

dır. 

 

Sonuç 3.5.4.  ve  olsun. 

 

(i)  ise  

 

 

 

ve 

 

 

dır. 

 

(ii) Her  için  olmak üzere  ise  

 

 

 

ve 

 

dır. 
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(iii)  ise  

 

 

ve 

 

 

 

ise  kompakt operatördür. 

 

İspat: Teorem 3.5.1’de  matrisi olarak  toplam matrisi alınırsa istenilen elde edilir. 

 

Son olarak Teorem 3.5.2 ve Teorem 3.5.3’de  alınırsa aşağıdaki sonuçlar 

elde edilir. 

 

Sonuç 3.5.5.  olsun. O zaman  ise  

 

 

 

ve 

 

 

 

dır. 

 

Sonuç 3.5.6. ,  olsun ve 
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olarak tanımlansın. Eğer  ise  

 

 

 

ve 

 

 

 

dır. 



 

 

 

BÖLÜM 4. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

 
Bu  bölümde, tez çalışmasının orijinal kısmı olan ikinci ve üçüncü bölümde 

tanımlanan dizi uzaylarının özel durumları verilecek ve bazı önerilerde 

bulunulacaktır.  

 

Sonuç 4.1. Eğer ,  ve  uzaylarında  ve  

alınırsa, [33] nolu çalışmada Polat ve Başar tarafından tanımlanan , 

 ve  dizi uzayları elde edilir. 

 

Sonuç 4.2. Eğer ,  ve  uzaylarında ,  ve 

 alınırsa,  Altay ve Polat [32] tarafından çalışılan ,  ve  dizi 

uzayları elde edilir. 

 

Sonuç 4.3. Eğer  olsun. Eğer  ve  

uzaylarında  ve  alınırsa,   ve 

 uzayları elde edilir. 

 

Sonuç 4.4.  dizisi Tanım 1.2.18’deki   matrisine ait dizi olsun. Bu durumda 

 uzayında ,  ve  alınırsa  

 uzayı elde edilir. Buradaki  uzayı Mursaleen ve Noman [45] 

tarafından tanımlanmıştır. 

 

Sonuç 4.5. Eğer  uzayında  ,  , 

 ve  alınırsa, [36] nolu çalışmada Demiriz ve Çakan tarafından 

tanımlanan  uzayı elde edilir. 
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Sonuç 4.6.  dizisi Riesz ortalamasına ait dizi ve  olsun. 

Bu durumda  uzayında  ve  alınırsa, Başarır [56] 

tarafından tanımlanan  uzayı elde edilir. Ayrıca aynı şartlar altında  ve 

 alınırsa, Başarır ve Öztürk [54] tarafından çalışılan  dizi uzayı elde 

edilir. 

 

Dolayısıyla tez çalışmasında bulunan sonuçlar yukarıda elde edilen uzaylara 

kolaylıkla taşınabilir. 

 

Öneri 4.7. (Pitt Teoremi)  olsun. Bu durumda  uzayından  

uzayına tanımlanan her sınırlı lineer dönüşüm kompakttır [85]. 

 

Pitt Teoremi’nin lineer ve lineer olmayan ispatları bazı matematikçiler tarafından 

çalışılmıştır. NH ölçüsü kullanılarak Pitt Teoremi’nin ispatının yapılması çalışılacak 

bir problemdir. 

 

Öneri 4.8. 2-normlu Banach uzaylarında ya da daha genel anlamda -normlu 

Banach uzaylarında lineer operatörler için NH ölçüsünün tanımlanması çalışılacak 

bir problemdir. 

 

Öneri 4.9. Paranormlu dizi uzaylarında lineer operatörlere NH ölçüsünün 

uygulanması çalışılacak  bir problemdir.  
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