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SIMGELER VE KISALTMALAR L ISTES

E"
Tu (P)

: n—boyutlu Oklid uzay!
P € M noktasindaki tanjant uzay
:M nin vektor alanlari uzayi
M nin Ricci erilik tesori
: Christoffel sembolleri
: Regle yuzey
: Riemann koneksiyonu
M nin skalar @rili gi
: Birim vektor alani
: Hiperregle yuzey
: Riemanrgelik tensori

E™ de 2-boyutlu bir regle ylzey



OZET

Anahtar Kelimeler: Oklid Uzayi, Regle Yiizey, Stiijan Egrisi, Birinci Temel
Form, ikinci Temel Form, Erilikler.

Bu calsma u¢ bolim halinde dizenlengim. Birinci bolimde griler ve yuzeyler
teorisi ile ilgili temel tanim ve teoremlere yemrimistir.

Ikinci bolimdeE3, 3-boyutlu Oklid Uzayr’'nda regle yiizeyler tanitifnve bu regle
yuzeylerle ilgili temel karakterizasyonlar veriltir.

Uctinc bélumdeE*, 4-boyutlu Oklid Uzayr’nda regle yiizeler ve higagie yiizeyler
tanitilarak, bu regle ytzeylerle ilgili bazi teodemverilmistir. Ayrica E™, n-boyutlu
Oklid Uzayrnda 2-boyutlu regle yiizeler tanitikpitemel tanim ve teoremler
verilmistir.



RULED SURFACES IN E*

SUMMARY

Keywords: Euclidean Space, Ruled Surface, Strictiarrve, First Fundamental
Form, Second Fundamental Form, Curvatures.

This study is prepared as three chapters. In teedhapter of this study, definitions
and theorems are given which are about curvesamaces theories.

In the second chapter of this study, the ruledass in£3 3-dimensional Euclidean
Space are defined and basic characterizations\ae gbout this surfaces.

In the third chapter of this study, the ruled scefinE* 4-dimensional Euclidean
space and hyperruled surfaces are defined and #wneems are given about this
surfaces. Further the 2-dimensional ruled surfaceB™ n-dimensional Euclidean
space are defined and basic definitions and theosggiven.

vi



BOLUM 1. TEMEL KAVRAMLAR
Bu bolimde temel tanim ve teoremler veritmi

Taniml1.1. A, bagtan farkli bir cimle vé/ de bir K cismi Uzerinde vektor uzayi

olsun. Aagidaki 6nermeleri dgrulayan bir
fiAXA->V
fonksiyonu varsa yaV ile birlestirilmis bir afin uzay denifHacisalihglu, 1993.

(i). VP,Q,Re Aicin f(P,Q) + f(Q,R) = f(P,R)

(ii). VP € A ve Ya €V i¢in f(P,Q) = a olacak bicimde bir tek) € A noktasi

vardir.

Tanim1.2. Bir reel afin uzayA ve A ile birlesen vektér uzay d& olsun.V de bir i¢

carpim glemi olarak

(, WV XV->R

n

@y =@y =Y xy  x=@),  y=0) 1<isn

i=1
seklinde OKklid i¢ carpimi tanimlanirsa byieim yardimi iled da uzaklik ve agi gibi
metrik kavramlar tanimlanabilir. Béyleceafin uzayi da Oklid uzayi adini alir. Ozel

n n
olarak A = R~ noktalar cuimles¥ = R | n-boyutlu standart vektdr uzaylarak



alinirsa, Oklid i¢c carpimi ile birlikte 4, anektbr uzayiile birlestirilmis bir n-
boyutlu Standart Oklid uzay: adini alir #& ile gosterilir[Hacisalihglu, 1992.

Taniml.3. d:E"XE"-> R

(x,y) = d(x,y) = |lxyll =

olarak tanimlanar fonksiyonunat™ Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu vizx, y)

reel sayisina dg, y € E™ noktalari arasindaki uzaklik demitacisalihglu, 1993.
Teoreml.1.E™ de uzaklik fonksiyonu bir metriktiHacisalihglu, 1993.
Taniml.4. d:E" XE™ > R

(0, y) = d(x,y) = [Ixyl

biciminde tanimlanan fonksiyonunat™ de Oklid metrgi denir. Bu ic garplmern

de bir diger ifadesiniva, 8 € R " icin

(a,B) = llallllBll cos &

biciminde yazabiliriz. Burada® acisi a, f vektorleri arasindaki aci olup pozitif

yonde olculir. Buradan

(@, B)
llallll A1l

cos O =

yazilir. Boylecevx,y,z € E™ i¢in Xyz acisinin 6l¢isu



Xy, yz
cos O = % (1.2)
Iy lllyzl

den hesaplanaf reel sayisidifHacisalihglu, 1993.

Taniml1.5. E™ de siral bir{P,, P;, P,, ..., B,} nokta (n + 1)-lisine R" de kagilik

gelen {P,P;,PyP,, ..., PoB,} vektor n-lisi R" icin bir ortonormal baz ise
{Py, P1, P,, ..., P,} sistemineE™ in bir dik catisi veya Oklid catisi deriacisalihglu,
1992.

Taniml.6. E™ de E, = (0,0, ...,0), E; = (1,0,...,0), ..., E, = (0,0,...,1) olmak
uzere{E,, E4, ..., E,} catisina Standart Oklid catisi defacisalihglu, 1993.

Tanim1.7.E™ de birX noktasininE™ deki standart Oklid ¢atisina gore ifadesi

n
EOX = Z xl'EoEl
-1

L

seklindedir dyle ki

xi:E™ - R, 1<i<n

fonksiyonlarinaX noktasinin Oklid koordinat fonksiyonlari &, x5, ..., x,} sirall
ve reel dgerli fonksiyonlarn-lisine de E™ in OKklid koordinat sistemi adi verilir
[Hacisalihglu, 19923.

Tanim1.8. X bir cimle veX in alt cumlelerinin bir koleksiyonur olsun. t
koleksiyonu aagidaki 6nermeleri sdiyorsat ya X Uzerinde bir topoloji,(X, 1)

ikilisine bir topolojik uzay adi verilitHacisalihglu, 1993.
NX,0€eT

”) VAl,Az ET ﬂAl nAz ET



|||) Ai €T, i € I, UiEIAi ET

Tanim1.9.X veY birer topolojik olsunlar. Eer

f:X->Y

fonksiyonu strekli vef~?! tersi var vef~1 de sirekli isef ye X denY ye bir

homeomorfizm (topolojik dongiim) denir[Hacisalihglu, 1992.

Tanim1.10.M bir topolojik uzay olsunM igin asagidaki onermeler dgru iseM bir
n-boyutlu topolojik manifold adini al{Hacisalihglu, 1993.

(i) M bir haussdorf uzayidir.

(ii) M nin herbir acik alt cumlest™ e veyaE™ in bir agik alt cuimlesine

homeomorftur.

(iii) M sayilabilir coklukta acik ctimlelerle orttlebilir.

Tanim1.11. M bir n-boyutlu topolojik manifold veJ/ daE™ in bir acik alt cimlesi
olsun. Bu taktirde topolojik manifold tanimi génece U bir homeomorfizmi ileM

nin bir W agik alt cimlesineséenebilir. Yani

UCE"->WcM

(W) ikilisine M de bir koordinat kogulugu veya harita deniHacisalihglu, 1993.

Taniml1.12.M bir topolojik n-manifold veM nin bir acik 6rtis§U,} olsun.U, acik
cumlelerinina indislerinin cimlesid olmak UzeregU,} ortisu icin{U,},eq yazilir.
E™ de U, ya bir , homeomorfizmi altinda homeomorf olan agik curtlg olsun.

Bdylece ortaya c¢ikat,, U,) haritalarinin

{(a: Ua)}aeA



koleksiyonuna bir atlas deridacisalihglu, 1993.

Taniml1.13.Bir topolojik n-manifold M ve M nin bir atlasiS = {(y, Uy)}4ea Olsun.
Eger S atlasi igin,W, N W # @ olmak UzereVa, € A ya kasilik @,p Ve @p,
fonksiyonlari C* sinifindan diferensiyellenebilir iselet atlasinaM (izerindeC*

sinifindan diferensiyellenebilir yapi adi veriltacisalihglu, 1993.

Taniml1.14 V vektér uzayi ile birlgen bir afin uzayd olsun.P € A ve v € V igin
(P,v) sirall ikilisine A afin uzayininP noktasindaki bir tanjant vektorl denir
[Hacisalihglu, 1993.

Tanim1.15.4 afin uzayininP noktasindaki tim tanjant vektorlerinin cimlI&s(P)

olsun.T,(P) de toplama ve skalar ile carpngemleri, sirasiyla,
@: Ty(P) X To(P) — T4(P)

((P,D), (P, ) » (P,¥) ® (P,U) = (P, ¥+ 1)

veya
(Tp, Up) > Tp D Up = (¥ + W)p
ve
O: R X T,(P) - T4(P)
(4, (P,9) > 20O (P, D) = (P, A¥)
veya

(A, 7p) > 20O Up = (AV)p

seklinde tanimlanir. BuradaR 6 V vektor uzayinin cismini gostermektedir.

{TA(P), ®, R, +, ., @} altihsinin bir vektér uzayidir. Bu vektor uzayida
afin uzayininP € A noktasindaki tanjant uzayi denir ve kisdGz&P) ile gosterilir
[Hacisalihglu, 19923.

Tanim1.16 M bir manifold veM de bir komguluk V olsun. BirP € V noktasindaki

tanjant uzaylarin birkgmi



LG

ile gosterilsin.Bir

T UTV(P)—>V

Pev

donsimivt, € Ty, (P) tanjant vektoru icin

n(tp) =P

biciminde tanimlansin. Bu taktirde€ M operatori Gzerindeki bir vektor alani

X:V - U T, (P)

PeEV

biciminde bir fonksiyondur, dyle ki
moX=1LV->V
donisUmu bir 6zdglik fonksiyonudur.

Eger M manifoldu yerineE™ n-boyutlu Oklid uzay! alinirsaE™ de bir X vektor
alanini,VP € E™ noktasina bi¥, tanjant vektoriini kanik getiren fonksiyon olarak

distndlebilir [Hacisalihglu, 1992.
Taniml1.17 f: E™ - R diferensiyellenebilir bir fonksiyon vé, € Tg»(P) olsun. Bu

durumda’, = PQ olmak Uzere,

. d
Bplf] = (F(Pr + Q1 = P, s By + 6@ = B))) 1= (13)
reel sayising nin v, ye gore tirevi deniHacisalihglu, 1993.

Teoreml.2. ¥ = (vq, Vy,..,Vy) € R", PeE" ve ftE" > R bir
diferensiyellenebilir fonksiyon olsun. Bu taktirdg; nin v, tanjant vektori

yonundeki tlrevi



n

% of

Blfl= ) vime 1 (1.4)
i=1 L

dir [Hacisalihglu, 1993.

Tanim1.18.X € y(E™) vef € C(E™ R) olsun.vP € E™ i¢in

(X())(P) = Xp[f]

olmak uzere,X[f] € C(E™, R) fonksiyonuna,f nin X yonindeki tirevi denir
[Hacisalihglu, 1993.

Teorem1.3.E™ de bir &ri a ve diferensiyellenebilir reel gerli bir fonksiyonf ise

d(f() _d _
—ar 't —E(fwl) =Dyiyf

a'(O[f] =
dir [Hacisalihglu, 1993.
Tanim1.19.] € R bir acgik aralik olmak tzere,
a:l > E", ISR

t - a(t)

diferansiyellenebilir fonksiyonun&™ de bir gri adi verilir. Buradat ye a egrisinin
parametresi(l, a) ikilisine dea egrisinin koordinat korgulugu denir[Hacisalihglu,
1992.

Tanim1.20. E™ de bir M egrisinin (I,«) ve (J,8) gibi iki koordinat kongulugu

verilsin.
h=alop:] o1

diferensiyellenebilir fonksiyonuna/ nin bir parametre dgsimi (M nin I daki

parametresinirh deki parametre ile gigsimi) denir [Hacisalihglu, 1992.

Tanim1.21.M egrisi (I, «) koordinat kongulugu ile verilsin. EerVs € I igin,

la'()Nl =1



ise M egrisi (I,®) ya goOre birim hizli gri, egrinin s € I parametresine de yay

parametresi adi verilir.

Ayrica a,b € I olmak lzere, a dan b W egrisinin yay uzunlgu diye, grinin a(a)

ve a(b) noktalari arasindaki uzurguna kasilik gelen

a
]na'(t)ndt, el
a

reel sayisina denir. Bu ger koordinat korsulugundan b&imsizdir [Hacisalihglu,
1992.

Tanim1.22. Her noktasindaki hiz vektori sifirdan farkli olagrige reguler €ri
denir[Hacisalihglu, 1992.

Tanim1.23. M c E™ egrisi (I,a) koordinat korgulugu ile verilsin. Bu durumda,

={a’,a", ...,aM} sistemi lineer bamsiz veva*, k > r igin;
a® € Sp{}

olmak uzere, den elde edilen{V,,V,,..., .} ortonormal sistemineM egrisinin
Serret-Frenet-ayakl alani ven € M icin {V;(m),V,(m), ...,V,.(m)} ye isem € M
noktasindaki Serret-Frenetayaklisi denir. Herbi;, 1 <i <r ye Serret-Frenet

vektord adi verilifHacisalihglu, 1992.

Taniml1.24.M c E™ egrisi (I, «) koordinat korgulugu ile verilsin.s € I ya kasihk

gelena(s) noktasindaki Frenet r-ayaklisi

{Vl(s)r VZ (S)r Ty VT(S)}

olsun. Buna gore

kil->R, 1<i<r,
(1.5)
s = ki(s) = (V/(5),Vi41(5))



seklinde tanimlik; fonksiyonunaM egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ves € I igin
k;(s) reel sayisina da(s) noktasindaM nin i-yinci egrili gi denir [Hacisalihglu,
1992.

Tanim1.25.M bir C* manifold olsunM Ustiinde vektor alanlarinin uzgy(M) ve

reel deerli C* fonksiyonlarinin halkasi®(M, R ) olmak tzere,

(, )x(M)x x(M) > C*(M,R)

seklinde bir i¢c carpim taniml is®¥ ye bir Riemann manifoldu denjiHacisalihglu,
1993.

Tanim1.26. M bir C* manifold olsun.M Uzerinde vektor alanlarinin uzay(M)

olmak Uzere,
D:x(M) X x(M) — x(M)
(X,Y) > D(X,Y) = DyY
fonksiyonu igin,
1) Dx+gvZ = fDxZ + gDyZ, VX,Y,Z € x(M), Yf,g € C*(M,R)
2) Dx(fY) = fDxY + (Xf)Y, VX,Y € x(M), Vf € C*(M,R)

Ozellikleri sa&laniyorsaD ye M manifoldu Ustiinde bir afin koneksiyon 0g e deX
e gore kovaryant tlrev operatorii denir. Ozel olavakmanifoldu bir Riemann
manifoldu olarak alinirsa, koneksiyonun i¢ ¢arplienilgisi distintlebilir. Bu ise bizi
Riemann koneksiyonu kavramina gotuitdacisalinglu, 1993.

Tanim1.27. E™ Oklid uzaymin Riemann koneksiyonD ve M manifoldunun

Riemann koneksiyonu da olsun.M Gzerinde heK, Y vektor alanlari icin
DyY = DyY +V(X,Y) (1.6)

esitli gini saglayan vektor dgerli VV tensor alanina ikinci temel formu, bgitkge de

Gauss denklemi denir.
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BuradaDyY ve V(X,Y), sirasiyla,DyY nin teset ve normal bilgenleridir.&, M nin

normal vektor alani olmak lizeBg ¢, teset ve normal bilgenleri cinsinden

seklinde yazilir ve Weingarten denklemi adini dlbhen, 1978 (1.6) ve (1.7)

denklemleri g6z 6nine alinirsa
(Ae(X),Y) =(V(X,Y),$) (1.8)
oldugu gorulebilir.

Tanim1.28.M, m-boyutlu bir Riemann manifoldu ié de M nin ikinci temel formu
olsun.vX,Y € y(M) icin

V(X,Y)=0
iseM ye E™ de total geodeziktir deniChen, 1978

Tanim1.29. M, E™ de m-boyutlu Riemann manifoldu vé € y (M) birim normal

vektor alani olsun.
G(P,§) = detA;, PeM (1.9)

deserine P € M noktasind& dogrultusundaki Lipschitz-Killing grili gi denir [Thas,
19784.

G(P), Gauss grili gi olmak GzereE™ deki batlin ylzeyler igin
n-m
G(P) = z G(P,¢)) (1.10)
j=1

dir. G(P) = 0 iseP € M igin M yuzeyine acllabilirdir denifThas, 1978a

Tanim1.30. E™ de vektor alanlarinin uzaw(E™) olsun. X,Y,Z € y(E™) olmak
uzere,

R: x(E™) X x(E™) X x(E™) = x(E™)
(1.11)
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R(X,Y)Z = D,(D,Z) — D,,(DxZ) — Dix.v\Z

olarak tanimlana® fonksiyonunat™ in egrilik fonksiyonu veP € E™ noktasindaki
R(Xp,Yp)Zp tensoriine de noktasindaki gilik tensorii veya kisac&™ in p deki

egrili gi denir[Chen, 1978
Teorem1.4.E™, n-boyutlu Oklid uzayinin her noktadgréi gi sifirdir.
Taniml1.3. M, m-boyutlu Riemann manifoldu olsuaX € y(M) icin

R: Ty (P) X Ty (P) X Ty (P) X Ty (P) » R
(1.12)

R(x1,x3,x3,%x4) = (xq, R(X3,X4)X7)

seklinde tanimlanan 4. mertebeden kovaryant tensinrea Riemann gilik tensor

alani ve birP € M noktasindaki dgerine de Riemanngeili gi denir ve
K(P) = (X,R(X,Y)Y) (1.13)
ile gosterilir[Chen, 1978 V ikinci temel form olmak Gzere
(X,RX,)Y)=({VX,X),V(Y,V))—(V(X,Y),V(X,Y)) (1.14)
olarak ifade edilir.

Tanim1.32. M, m-boyutlu Riemann manifoldu v& de Riemann gilik tensori

olsun.{e;, e,, ..., e, } sistemiT,,(P) nin ortonormal bazi olmak Gizere

S:Ty(P) X Ty (P) = R
(1.15)

m

SCY) = D (R(ey XY, )

i=1

seklinde tanimlanal§ tensor alanina Riccigelik tensor alani veS(X,Y) ninP € M
noktasindaki dgerine de Ricci grili gi denir[Chen, 1978

Tanim1.33.M, m-boyutlu Riemann manifoldu v@ € M icin Ty, (P) nin ortonormal

bazi{e;, e,, ..., e} Olsun.S, M nin Ricci erilik tensor alani olmak tzere,
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m
rop = Z S(es, e) (1.16)
i=1

seklinde tanimlanan, deserineM nin skalar @rili gi denir[Chen, 1978

Tanim1.34. M, bir Riemann manifoldu veé¥ nin herbir U koordinat komgulugu

Uzerinde yerel koordinat fonksiyonlart,,x,,...,x, ve tanjant uzayinin bazi

(01,05, ...,0,},0; = =, 1<i<nolsun.
Dy, (8)) = Z o, 1<ij<n (1.17)
k
olmak tzere

k. €0
kUSSR

reel degerli I}}‘ fonksiyonlari Christoffel sembolleri olarak adlanbir.

[0:,9;] = 0 oldugundanD, (9;) = D,,(0;) dir. Bdylece

¥ =rk (1.18)
dir [Chen, 1978

Onermel.1.U lzerinde yerel koordinat fonksiyonlag, x,, ..., x,, ve tanjant

B .
uzayinin baz{d,, d,, ..., 9, }, 9; = o 1sisn olsun.
i

J

olmak Uzere

aWk k
Dai ZWJGJ :z W-I_ I—;]W] ak

7 K b

dir. Buradal"i}‘ Christoffel sembolleri
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ke _ = km jm im  YYij
lij 22‘9 [axi + 0x;  0xpy (1.19)

m

ile verilir ve Koszul eitli gi adini alir. Burada)aj, d; yonundeki kovaryant tirev ve

g™ ise gym Nin ters matrisidir.
Lemmal.l.E™ de yerel koordinat sistemine gore
9ij = 6ij
ve
=0, 1<ij<n (1.20)
dir [Chen, 1978

Tanim1.35. E™, n-boyutlu Oklid uzayinan — 1)-boyutlu bir yizey veydn — 1)-

ylzey diyeE™ deki bg olmayan birM ciimlesine denir, dyle ki bM ctimlesi
M={xeUcCE"|f:U-> R, x- f(x) =c, U bir agik alt kime} (1.21)

Vflp # 0, YP € M biciminde tanimlanirE? de bir 1-ylizeye diizlemselgei denir.
E3 de bir 2-ylzeye ekseriya sadece ylizey defit. de bir (n — 1)-ylzey,n > 3
olmasi halinde daha ¢ok bir hiperytizey olarak atilair [Hacisalihglu, 1993.

Tanim1.36.E™ de bir hiperylzeW olsun.M nin bir P noktasindakgekil operatori

S(P) olmak uzere,

K:M - R
(1.22)

P - K(P) = detS(P)

biciminde tanimlanan fonksiyond nin Gauss gilik fonksiyonu veK (P) dezerine

deM nin P noktasindaki Gausgeli gi (total ezrilik) denir [Hacisalihglu, 1993.

Tanim1.37.E™ de bir hiperylzew olsun.M nin bir P noktasindaksgekil operatoru

S(P) olmak uzere,

H:M - R
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(1.23)

P - H(P) =z(S(P))

biciminde tanimlanan fonksiyon& nin ortalama grilik fonksiyonu ve H(P)

deserine deM nin bir P noktasindaki ortalamazgli gi denir [Hacisalihglu, 1993.

Tanim1.38.E™ in bir M hiperytzeyi Uzerindg-yuncu temel form diyel < g <n

olmak tizere,

19: (M) x x(M) - C*(M, R)
(1.24)

(X,Y) - 19(X,Y) = (S971(X),Y)
seklinde tanimli? fonksiyonuna deniiHacisalihglu, 1993.

Tanim1.39.M, E™ de diferensiyellenebilir bir ylizey v nin P noktasindaki tanjant
vektorleri vp, wp olsunlar. M nin birinci temel formu bu tanjant vektorlerin ig

carpimidir. Yani
I(vp, Wp) = (vp, Wp) (1.25)
dir. Boylece (1.25) denklemi gézénune alinirsa
I(ax, + bx,, ax, + bx,) = Ea® + 2Fab + Gb*
dir. Birinci temel form acik olarak Riemann mgtyle

ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv?
seklinde verilebilir ve ylzey Uzerindekigenin yay uzunlgunu tanimlar. Burada
birinci temel formurE, F ve G katsayilari

dx|
E = 2 = |_
a2 = 5=

Jx Ox

VP (1.26)

F=x,x,=
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0x|*
G = 2 — | —
loll? = |

seklindedir[Chen, 1978

Tanim1.40.M, E™ de diferensiyellenebilir bir ylizey v nin P noktasindaki tanjant

vektoérlerivp, wp olsunlar.M nin ikinci temel formu bir simetrik bilineer fornud. O
halde

1H(vp,wy) = (S(vp), wp) (1.27)
dir. Sifirdan farkl her tanjant vektor icin
I (ax, + bx,,ax, + bx,) = ea®? + 2fab + gb?

dir. ikinci temel form acik olarakdyle tanimlanabilir:

azxi
e= ) kg

L

_Z 0%x;

f= : xiauav
l

azxi
g = Z'xi avz
L

olmak uzere

edu? + 2fdudv + gdv?

seklindedir. Oyle kiN, M yiizeyinin birim normal vektor alani olmak Uzerkinci

temel formure, f ve g katsayilari

e = —Nyx,
= N.xyy
f=—Nyxy

= N.xyp
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= N.xyy
= —Nyx,
g = —Nyx,
= N.x,,
dir. Buradan ise

det (X, Xy xy)

- JVEG —F2

det (xyyxyXy)

N (1.28)

det(X,,X,X,)

~ VEG—F2
dir [Chen, 1978

Tanim1.41.E™ in bir hiperylzeyiM ve M nin birim normal vektor alanN olarak

verilsin. E™ de Riemann koneksiyorii olmak GizereyX € y(M) icin
S(X) = DyN (1.29)

seklinde tanimh,S dongumuneM Uzerindesekil operatdri veyd nin Weingarten

donUumU denifHacisalihglu, 1993.

Tanim1.42. E™*! de bir M hiperylizeyi Uzerinde geodezik denegriedyle bir
parametrik @ridir ki bu egrinin her noktasindaki ivme vektord ye ortogonaldir.

Yani egri
a:l - M
ise
a(t) € Ty(a(t)) , Vtel

dir [Hacisalihglu, 1993.



17

Teoreml.5. Geodeziklerin her noktadaki hiz vektorlerinin uzikdér sabittir
[Hacisalihglu, 1993.

Tanim1.43.E™* in bir hiperylizeyiM ve birP € M noktasindakiekil operatoris
olsun.Xp,Yp € Ty (P) igin,

(S(XP): Yp) =10
oluyorsa bu iki tanjant vektoragleniktirler denir.

E™ in bir n-hiperyiizeyiM ve birP € M noktasindakiekil operatoris olsun. Bir

Xp € T),(P) tanjant vektori icin,
(S(Xp),Xp) =0

oluyorsaX, dogrultusunaM in P noktasindaki bir asimptotik goultusu adi verilir
[Hacisalihglu, 1993.



BOLUM 2. E® TE REGLE YUZEYLER
Bu kisimda,E* de regle yiizey kavramini ele algzave regle yiizeyler icin temel
Ozellikleri verecgiz.

Tanim2.1. M O E 3 yiizeyi verilsin. 0 POM noktasinda,E® in M de kalan bir

dogrusu var iseM ye regle yuzey veP[IM noktasindan gecen Wd de kalan
dogruya daM nin bir dgrultmani denifJuza, 196R

Teorem2.1. M O E* bir regle yiizey olsun. O zama nin dgsrultmanlari,M de

hem asimptotik ve hem de geodezik ¢izgilefdiicisalihglu, 1993.

Ispat: XOx(M) , M nin bir dgrultmaninin tget vektor alani olsun, Her bir

dogrultman, bir dgru oldusundan, E*de geodeziktir. O halde
D, X =0

dir. BuiseD, X =D, X + (S(X), X) N Gauss denkleminden,

D, X =(S(X),X)N
dir.

b, x=0T, ve NOT,” T,NT,"={q

oldugundan
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D, X=0 ve (S(X),X)=0

olur. Boylece ISXX:EJ oldusundan, M nin dgsrultmanlari, M nin geodezik

cizgileridir. Ayrica <S(X),X>: 0 oldygundan bu ifade eder ki gdaultmanlar

asimptotik cizgilerdir.

Teorem2.2.M O E? bir regle yiizey v nin gauss &ilik fonksiyonuK olsun. O
zaman , hePOM icin K (P)<0 dir[Hacisalihglu, 1993.

Ispat. POM noktasindaki dgrultmanlarin tget vektor alaniX ve X(M) nin bir

ortonormal bazi X,Y} olsun. Bu baza goréVl nin Ssekil operatériinin matrisi;

_[¢s(X), Xy (S(Y),X)
&Ls(x).w <s(v),v>}

dir. Burada Teorem2.1 gegiece (S(X), X) =0 oldysundan

K=detS=-(S(X)Y)Y = K<
dir.
Simdi regle ytizeyler icin atlas kavramini verelikh. bir regle ytizey olsun.
a:l-M

egrisinin teget vektodr alaniT olmak tzere ,[1 tOl igin o (t) noktasindaM nin
dogrultmani T ile lineer b&msiz olacaksekilde verilsin. Boylecea () UM

noktasindaki dgrultman
LR M

BV) = (ay(t) +vay(t) +...+ a,(v) +va,(t))
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seklindedir oyle ki a,(t)UR, 1<i< 3 ,skalarlari, dgrultmanin a(t) noktasindaki

bilesenidir. O halde
¢l xR - E3
pt,v)= (a,(t)+va,t)+..+a,()+va,t))

olmak Gzere{(I X R, ¢)} sistemi,M i¢in bir atlastir.

a:l - M egrisinin yay parametresi ile verilgini ve dgzrultmanin Gzerindeki

x|, = a0 |
a(t) ~ ax

a(t)

tanjant vektorunun de hé&nl igin birim vektor oldgunu kabul edelim. ger
a:l-M

egriside (T, X) =0 olacaksekilde secilmg iseM nin birim normaliN olmak tzere
{T,X,N}

sistemi,a boyunca bir ortonormal sistem meydana getirir.

Simdi {T,X,N} sisteminin @ boyunca dgisimi, yani, T ye gore her birinin kovaryant

trevlerini bulalim.a boyunca
1=(T,T) =(N,N) =(X,X) = 0=T[(X,X)] =D, X,X)
= (D; X, X)
dir. Benzegekilde

(D,;N,N)=0
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ve
(D,T,T)=0

elde edilir. Burada, a, b/ cC”(M,R) fonksiyonlart,

aIa(t) = <DTT ’x>|a(t)
bl,, =(OrT,N) (2.1)
d. ., =(D; X,N)|

a(t)

a(t) a(t)

seklinde tanimlanirsa,
D, T =aX +bN
D, X =-aTl +cN (2.2)
D;N =-bT —cX

olur. Béylece matris formunda,

D, T 0 a b||T
D:X|=[-a 0 c| |X
D:N| |-b ¢ O] [N

dir.

@(t,v) =a(t) +vX(t) ile verilen ifade {{ xR, ¢)} atlasinda her O R sabit dgeri

icin M nin bir @, : 1 x{\} - M egrisini belirtir. Bu &rinin teget vektor alan
A=T+vD, X
olmak tizereD; X = —aT + cN oldugundan

A=(1-av)T + N
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seklinde bulunur. O halda vektdr alani d&X e diktir [Hacisalihglu, 1993.

Bir dogrultman boyuncaM nin get diuzlemlerinin ¢akik oldugu genellikle dg@ru degildir.

Ancak, bu dizlemlerin daima sabit olmadi] ¢* K@ R , XBwyonu ile yakndan ilgilidir.
O halde sagidaki teorem verilebilir:

Teorem2.3. Bir regle yuzeyin, bir dgrultmani boyunca gt dizlemleri aynidir

gerek ve yetegartc = 0 dir [Hacisalih@lu, 1993.

Ispat. M regle yizeyi

¢:1xR - E?
p(t,v) = (a,(t) +vay(t), a,(t) +va,(t).a,t) +va,(t))

olmak uGzere, {{(xR,@)} atlasi ile verilsin. {T,X,N} ortonormal sistemi ve
dogrultmanin herhangi bir sabit gerine kagilik gelen noktasindan gecen

@, 1 x{} - M egrisinin

A=(1-av)T +cvN

teget vektor alaninin gbz 6nune alalim.

a (t) noktasindan gecen glaltmanin her noktasinda,get dizlemlerin sabit olmasi
icin, dogrultman boyuncaN nin sabit olmasi gerekir. Cinkt bu halde, hggete
duzlemin, ortak birer dgulari var ve normalleri ayni olufN nin dgirultman

boyunca sabit olmasi icinT} sisteminin lineer bgamli olmasi gerekir. Bu ise

A=(1-av)T +cvN

esitli gi geresince c=0 olmasini gerektirir.

O halde, bir dgrultman boyunca, M nin get dizlemlerinin ¢cakik olmasi icin c=0

olmasi gerek ve yeterdiHpcisalihglu, 1993.
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Tanim2.2 (Dgilma Parametresi). Regle yuzeyin kogu iki anad@rusu arasindaki
en kisa uzak@n bu iki konyu anad@ru arasindaki aclya oranina regle yiizeyin

dagilma parametresi (drali) derjifuza, 196R

Anadagsrularinin birim d@rultman vektoriX olan bir regle yuzeyin dralinP, ile

gosterelim. Korgu anad@rularin ortak dikmesi dgrultusundaki birim vektor,

vektorel carpim ile X X" oldugundan bu dgrultudaki birim vektor

XX

X1
dir, buradaX'=D; X dir.

Dayanak erisinin iki komsu noktasid(s), ve @ (s+ds)= @ (s)+da (s) oldugundan

bu noktalardaki anagoular arasindaki en kisa uzaktlz vektoriinin

X OX'
by

vektoru Uzerindeki izdfiimudur. Boylece en kisa uzakkkle gosterilirse
1%

_det[da,X X |
X1

(2.3)

olarak bulunur. Eer anadgrularin kiresel gostergesini géz oOnune alirsak bu

gOsterge yay elementi olan

ds=||D, X| ds=+/a* +c?ds (2.4)

dX
dy =[-=
o=l

komsu iki anad@ru arasindaki ac¢i olarak alinabilir. Béylece regieeyin drali icin
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.
X :—det[‘]"&,}‘(‘ ’X']:HX'Hds (2.5)
veya
- det[‘?E(,"F ,x']: . icz 26)

bulunur. Regle yuzeyler icin dral koordinatgdgmlerine gére en basit diferansiyel

invaryanttirfJuza, 196p

Tanim2.3. Bir regle ylzeyin anadpulari boyunca tget duzlemleri ayni ise regle

yuzeye acilabilirdir denifHacisalihglu, 1993.

Teorem2.4.Bir @(s\v) regle ylzeyinin acilabilir olmasi icin gerek vetegr sart

dagilma parametresinin sifir olmasiditacisalihglu, 1993.

Ispat. = regle yiizeyinin acilabilir olmasi i¢in anggtolar boyunca tget diizemlin
ayni kalmasi gerekir.

Bu dac=0 olmasini gerektirir dolayisiyl&, =0 olur.

U : P, =0 isec=0 olur. Her bir anadgru boyunca tget diizlem ayni kalir.

Tanim2.4.

¢:1 xR - E®
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¢ (V) - @(t,v)= a(t)+vX(t) (2.7)

regle ylzeyi hetUl icin
¢ (tH+21,v)= ¢ (L,V)
olacaksekilde periyodik ise regle ytuzeye kapalidir denir.

Kapall regle yuzeylerin dayanalkgrderi ve anadg@rularinin kuresel gostergeleri
kapali grilerdir. Bir diger ifade ile bir peryod sonra her angdokendi tzerine gelir
[Juza, 196R

Tanim2.5. Bir ¢ (t,v) regle ylzeyinin anadgoularinin her birini dik olarak kesen

egriye regle ylizeyin ortogonal yoriingesi dedirza, 196p

Tanim2.6.Bir ¢ (t,v) regle ylzeyinde kosu iki dogrultmanin ortak dikmesinin esas

dogrultman Uzerindeki ayana bgaz (merkez veya striksiyon) noktasi adi verilir
[Juza, 196R

Tanim2.7. Bir ¢ (t,v) regle yuzeyinin anagousu dayanak gisi boyunca yuzeyi
olustururken b@az noktalarinin geometrik yerine regle ytzeyirgdoo (striksiyon)

cizgisi (ezrisi) adi verilir[Juza, 196R

Tanim2.8 (Striksiyon Noktasinin Yer Vektorl). Bir ¢ (su) regle yuzeyinin

merkez noktasini@a yervektorii dayanakgeisinin a(s) yervektorii X(s) dogrultman

vektoru ve dayanakgesine u uzaklgl cinsinden

a(s,u) = a(s) +ux (s) (2.8)

seklinde ifade edilebilir.
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u parametresi regle ylzeyin dayanakignin yervektori ve dgrultman cinsinden
bulunabilir. Regle yiizeyin ilk ikisiX (s) ve X (s)+d X (s) olan komu U¢ ana

dogrusu verilsin.

P,P' ve Q,Q komsu anad@rularinin ortak dikmelerinin anagwlar tizerindeki

ayaklari olsunlarilk iki komsu anadgrunun ortak dikmesi

X(s) O(X(9)+ D; X (s)ds)=X(s) LD, X (s)ds (2.9)

bagintisindan dolayiXJ D; X vektoriine paraleldir. Limit halindeQ vektorii PP’

ile caksacak ve b@az cizgisinin tgeti olacaktir. O halde
(X,PQ) =0 ,(X+D, Xds,PQ) = 0 (2.10)
olacaindan
(D, X,PQ)=0 (2.11)

elde edilir. Ayrica (2.9) den dayanarakgesinin s yay parametresine gore turevi

alinirsa (2.11) den dolayi,

da
D, X,—)=0 2.12
(Dy OIS> (2.12)
oldugundan

du

DX, T+—
{Dr ds

X+uD;X)=0

(D, X, T)+u||D, X[ =0



27

- _ (D X,T) a
u=- = 2.13
|DTX|2 a2 +C2 ( )
bulunur. Béylece striksiyongeisinin yervektori icin (2.8) den
a@= a9 -2 Dy (2.14)
[o:X|

elde edilir. Bger ||D; X | =0 ise regle yiizey striksiyorggsine sahip dgldir. Bu hal

regle yizeyin silindir olmasini karakterize edeegk yizeyler icin striksiyongeisi

dayanak grisi olarak alinabilir. Bunun i¢in (2.13) formulted
u=0 veya (D, X,T)=0 (2.15)
alinmasi yeterlidifHacisalihglu, 1993.
Teorem2.5.c# 0 olmak tzeréM bir kapal regle yiizey olsuM nin
¢:1 xR - E®
¢ (tv) — P(tv)= a(t)+vX(t)

fonksiyonu ile tanimh {{ xR, ¢)} atlasi verilsin. Bu taktirdéVl nin dgzrultmanlari

arasinda, ortogonal yéringeler boyunca en kisalkzak

e
a’+c?

deserine kasilik gelen
¢v 0 - M

egrisi boyunca olculen uzaklikt[Hacisalihglu, 1993.
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Ispat. a(t,)) ve a(t,) (tl<t2 t,,t, Ol ) noktalarindan gecen iki goultmani g6z

Oonlne alalim. Bu iki dgrultman arasinda, bir ortogonal yoriinge boyunclukza

300 = [ | At

dir. Burada
A=(1l-av)T+vcN

degeri yerine yazilirsa

t
J(V) :j(l-2av+ a?v® +cv?) dt

4

elde edilir.v, R igin J nin minimum dger almasi
J(v,)=0

olmasi ile mimkundudr. O halde

2, 2 _ a
2at2(a”+c”)v=0 :>v-a12+C2
dir. Boylece ortogonal yoriinge olan
LBl - M
B= (ai(t)+ e ay(t), az(t)+ T o2 7 a,(t),a (t)+ as(t))

egrisi boyunca olgulen uzaklik, goultmanlar arasindaki orotogonal yoriinge olan en

kisa uzakliktir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.
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Tanim2.9. c#0 olmak Uzere, kapaM regle yuzeyi¢ (t,v)=a(t)+vX(t) icin atlas

{(1' xR, @)} olarak verilsin.M nin her bir dgrultman tzerinde

y=_ 2
a’+c?

degerine kasilik gelen noktaya o dgultman Uzerindeki merkez nokta @zx

noktasi) veM nin merkez noktalarinin geometrik yerine Menin striksiyon c¢izgisi
denir[Hacisalihglu, 1993.

Teorem2.6.M regle yuzeyi {( xR, )} atlasi ile verilmi olsun. O zamana(t)
noktasindan gecen anagoltman tzerinde¢(t,v,) noktasi merkez noktasides a
nin tezet vektor alant ve dgrultmanin tget vektor alani dX olmak tzereg(t,v,)

noktasindaki tget diizlemin bir normalD; X dir [Hacisalihglu, 1993.
Ispat. (0 ): @, i1 X{vg - M egrisinin tezet vektor alani
A=(1-av,)T+v,cN
oldugundanD; X in teget diizleme normal olmasi sebebiyle,
(D, X, A =0
= (-aT +cN’,(1-av,)T +v,cN) =0

=-a+a’V,+V,c’=0

elde edilir. Bu isep (t, v,) noktasinin merkez noktasi ofginu ifade eder.
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(=) : a(t) noktasindan gecen gimltmanin merkez noktas (t, v,) olsun. O halde
(D; X, X)=(D, X, A) =0
oldugunu gosterelim.
(X, X)=1=T[(X, X)]=0=>(D; X, X) =0 ve
(D; X, A)=(-aT +cN",(1-av)T +cvN') =0
= a+alv+ve

dir. @ (t, v,) merkez noktasi oldundan

- a 2 2 _
V=——— veya -at+a’v+w =0
a“+c

dir. Boylece(D; X, A) =0 dir[Hacisalihglu, 1993.

Teorem2.7. Bir regle ylzeyin Gaussgali ginin mutlak deeri, bir dgrultman
boyunca, bu dgrultman Uzerindeki merkez noktada maksimumgedimi alir
[Hacisalihglu, 1993.

Ispat.M regle yiizeyi

¢:1 xR - E®

P(s,V) = (a(s) +va(s),a,(s) +va,(s),a,(s) +vay(s))

olmak tzere {{ xR, @)} atlasi ile verilsin. O zamamp(s,v) noktasindaki tanjant

uzayin bir bazi

P={AX}



dir.g(s,v) noktasindap (s,v = sabit) egrisinin birim tezet vektori

dg 1
— = A) =—A
ds 1A

dir.¢ (s,v = sabit) egrisinin yay parametresi de olmaz lizere

_dp _dgds dp_,
ds dsds ' ds

ds 1A \/(1- 2av+av? +civ?

1
D, A= O ATl

dir. Benzegekilde

DT =[5 O =g BN
N :i D:N (-bT-cX)
IAl IINI
dir. ¢(s,v) noktasindaki ortonormal baz
{A XN Nygory =N
dir, dyle ki
A :”_2| ' N=Nys)

dir. Bu baz bir sasistem oldgundan

(-av—-bev)T +(a-a’v+cV) X +(cv+b— abv)N}

31



N=A, X

:ﬁ [@-av)T +cvN] OX
1
:W [ovT - (1-av)N]
dir. Boylece
A )=AA +AX
SX)= A, + X
oldugundan

K=detS= A u, + Au,

ve Teorem2.1 den dolayr, =(S(X), X)=0 oldyzgundan
K=- 1A,
dir. AyricaS simetrik old@gundan
H=(S(X), A)) =(S(A), X) =4,

dir. O halde

K=-[(S(A), )]
dir. Simdi

(S(A), X)



ifadesini hesaplayalim.

dN dN ds
S DN =—%=——
(A)= ds dsds

dir, dyleki burada’s v= sabit grisinin yay uzunlgudur. Boylece,

g _ 1
ds |A
dir. O halde

1 dN _1
ST e ST O

elde edilir.Simdi ise D;N yi hesaplayalim:

dN

—DN (= )[ch (1- av)N]+

Al |Al

CVT +avN )+

A

veya (2.2) derD, T ve D;N degerleri yerlerine yazilirsa

N
ds

[b(1-av)T +beN +cX ]
elde edilir. Boylece

1 dN
S(A) =
M

|[chT (1-av)D;N]

1 1 . - 1
=D;N=(=)"|evT —(1-av)N|[+— | cVvT +avN |+—
W)L il T4

33
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den

1
(X, S(A)=—¢
IA
veya ¢(s,v) noktasindaki
K(sv)= C—24
|A]
K(s,v)= - ¢ (2.16)

(1- 2av+a’v* +cv?)?
bulunur. Buradan

0K _ —c*2(1- 2av+av’+cv’)-a+a¥v+ Z¥)
ov (1- 2av+av? +ciy?)*

olur, pay kismindaki tam kareler toplami olmayansnkn sifir olmasi

gerekecginden

y=_ 2
a’+c?

dir. Bu deere anadgru tzerindeki kagnlik gelen nokta, merkez noktasi offlundan

X anad@rusu tizerindeK egrilik fonksiyonu maksimum dgerini merkez noktada

alir. v nin bu dgeri yerine yazilirs& nin maksimum deeri igin

K == 7 (217)

elde edilir.
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Sonug2.1.Bir regle yizey in d@lma parametresi yalnizca gholtmalara baglhidir
[Hacisalihglu, 1993.

Teorem2.8. (Chasles Teoremi)M bir regle ylizeyM nin bir dgrultmani boyunca

normali N,,, bu d@rultman Gzerindeki merkez noktadh nin normaliN ise N ile
N, arasindaki aginin tanjanti, merkezdlp nin balangi¢c noktasina olan uzaklik

ile dogru orantilidirfHacisalihglu, 1993.

Ispat.M nin bir atlasi

¢:1 xR - E®

#(s,v) = (a,(s) +vay(s),a,(s) + va,(s),a,(s) + vay(s))

olmak tzere {{ XR,¢)} ve v=0 icin ¢(t,0) noktasl, bir merkez noktasi olsun. Bu

taktirde,
a:l - M ,a=(a,a,a,)

egrisi, @(t,0) merkez noktasindan gecen bir ortogonal yoriolge. a:1 - M
egrisinin birim tezet vektor alantl, a(t) noktasindan gecen galtmanin birim tget

vektor alant X olmak tzere ¢ (t,0) noktasindaD; X , M ye normal olur. Boylece,

(2.2) den ¢(t,0) noktasindea=0 dir. O halde¢(t,0) merkez noktasinda giéma
parametrese=0 oldusundan (2.6) danP, :% dir. Diger taraftan, bu dgultman

boyuncaa=0 oldysundan (2.2) den
A=T+wvcN

dir. Boylece d@rultman boyunca ytzeyin normali

N, == ACIX

|A
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veya

_ (-vcT+N)
\ (1+V2C2)JZZ

dir. Pay ve paydayile boler ve%:: P, g6z 6ntnde bulundurulursa

_ (VT+PN)
(Px2 +V2)1/2

NV
elde edilir. N,, ile N arasindaki aginin kosinusu

cosd=(N N,)

— PX
(Px2 +V2)1[2

veya
cos&z+
1+ v 2 ]/2
W+ ))
oldugundan
tan6’:i
P

dir. Bu ise teoremi ispat eder.

Sonug2.2.Bir M regle ylzeyi Uzerinde bir anagta boyunca tget diuzlem bir ugtan
Otekine anadgru etrafindal80 derece dongHacisalihglu, 1993.
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Tanim2.10. a:|1 — E® egrisi yay parametresi ile verilsin. Bugnin birim teget

vektor alaniT=X yani

23: 0
T=>a—
i OX
olsun. O zaman

¢:1xR - E®

P(t,v) = (a (t) +va, (1), a,(t) +va,(t).a(t) + va,(t))

olmak uUzere {{ xR,@)} atlasi ile verilen M yiizeyine a:l - E® egrisinin

tegetlerinin tors yiizeyi denir. Buradaki: | — E* egrisineM nin sirt erisi (edge of

regression) adi veriliHacisalihglu, 1993.



BOLUM 3. REGLE YUZEYLER

Bu bolimdeE*, dort boyutlu Oklid Uzayr’ nda regle yiizeyler vipdrregle yiizeyler

tanitilarak, bu regle yluzeyler ile ilgili bazi k&tarizasyonlar verilecektir.

3.1.E* de Regle Yiizeyler
E* de diferensiyellenebiliM egrisi
a:l - E*
t = a(t) = (a1(t), az(t), az(t), a, (1))
ile verilsin 6yle ki burad® € I c R dir. AyricaE* te bir# dogrusu,
¢:R _ E*
v o) =at) +ve(®), e(t) = (er(t), ex(t), e3(t), es(t))

olsun. Buradae(t), £ dogrusununea(t) noktasinda birim dgrultman vektéradur.
Eger £ dosrusua egrisi boyunca hareket edergé de (IxR, #) koordinat komngulugu

ile gdsterilen bir ylizey meydana getirir dyle kifdegle ylizey parametrik olarak

@:IxR _, E*

(3.1)
(t,v) | o(t,v) = a(t) + ve(t)

seklinde ifade edilir veM' ile gdsterilir [Plass, 193P Buradaa egrisi regle yizeyin

dayanak grisi ¢ dogrusu da regle ylzeyin goultmani olarak isimlendirilir §ekil 1).
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0

(Sekil 1)

@ nint ye vev ye gore tlrevi alinirsa
@ =a'(t) +ve'(t)
(3.2)
@y, = e(t)
elde edilir. Boylece biz kabul ediyoruz ki
rank[@e, ¢, = rank[a’ + ve',e] =2

dir. Bu ifade eder kM’ bir 2- manifolddur.

Ayrica buradav, e(t) nin pozitif dgrultusundanP nin M egrisinden uzakgidir.
Eger butiné dogrultmanlari ayni noktadan hareket ederse bu ta&ddegrisinin
orijini Uzerinde birim hiperkureleri kesen bir komeydana gelir ve bu koni regle
ylzeyin yon konisi olarak isimlendirilir. Bu boluradayrica biz kabul ediyoruz
birim hizli bir eri ve ( a'(t),e(t)) = 0.

Bdylece aagidaki teorem verilebilir:

Teorem3.1.1. M’, E* te bir regle yuizey olsun. Bu takdirdé¢'nin P noktasindaki

Gauss grili gi
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K=—l{(<p 7 >—l<<p w)z} (3.3)
g tv Ytv E tv ¥t .

dir [Bayram ve dierleri, 2009.

Ispat. M’ regle yuzeyinin herhangi bit = ¢(t,v) noktasinda tanjant uzafp,, ¢, }

tarafindan gerilir. O haldes.2) denklemi gz 6niine alinirsa
0, = a'(t) +ve'(t)
Py = e(t)
oldugunu biliyoruz. Béylece birinci temel formun bienleri, (1.26) denklemlerinden
E = (@t @) =(a'(t) +ve'(t), a'(t) +ve' (D))
= (a'(t), @' () +2(a’(t), ve' () + v*(a'(t), @' (1))
=1+ 2(a'(t),ve'(t)) + vie'(t),e'(t))
F = (@ ep) = (a'(©) +ve'(t),e(t))
=(a'(t),e(®) +v(a'(t),e(t)) =0
G = (@, py) = (e(D), e(1)) = 1

dir. M" regle yilzeyinin kovaryant indislere goére simetokan Fi’j Christoffel

sembolleri Koszussitli ginden, yani (1.19) denkleminden dolay

k
T = 3 D0 e [ 4 0 200
r=1 !

j ax-,-

dir. O halde

0911 0911 _ a911]

th =5 (0™ |
) lox,  0x;, 0x,

a911]

_1 [
—2(9 )11 9x,

dir. Yani



Iy = %(9‘”11 [agil]
dir. Burada
o=l -1 N whu=
ve
09 _0E_ 9pegd
ot at ot
dir. Boylece

F1=12(<p <p)=l<<p )
11 2E tt 'Vt E tt 'Vt

olur. Yine Kozsul gitli ginden

2
091+  0gr a911]
-1 _
Zl(g )”[axl * 0x4 0x,
r=

N| =

2 _
I =

ve

0911

0911 +6g11 _ a911] 1 0912 9912

=1
dx; 0xg dx, MEACAREL dx; 0xg

1
i = 5 P >

dir. Yani burada

0911 9911 _ 0911

dx,

0912 0921 _ 9911

|

1 1
2 _ -1 _ -1
=309 )21[6t+6t 6t]+2(g )22[6t+6t
dir.

Ayrica g simetrik oldgundang,,; = g., = 0 dir. O halde

1 dg
1121 = E (g 1) 22 [_ 6;1]
dir.

(9)22 = G ve(g™1),, = G oldugundan

v

|
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5 1 1
L5 =- 2G 2@ Pr) = G (Ptv,0¢)

dir. Kozsul denkleminden

0921 0911 _ a912]

1
— -1
['12 - 2 (g ) 11 axl axz axl

dir. O halde

1 0921 0911 0912
r,== (g - ]
12 ) @ )1 ot + E ot

dir. Boylece g, = g,; = 0 oldugundan

F1=i2(<p @) = l<<p ®¢)
12 ZE tv ¥t E tv ¥t

dir. Benzer yol takip edilerek
=1TIp=r5=0

oldugu gorulur. O halde
L1
Iy = E (Dee,Pt)
5 1
1= =7 (0w .e0)

I = =0 00)
12 E Dy, Pt

LG=r5=1T;=0

dir. Boylece (1.6) denklemi ile verilen Gauss denkil g6z 6niine alinirsa,

Vo, 0t = Qe = Vo, 00+ V (@1, 0p)

v(pt(pv = QP = Vo0 +V (PerP0)
V(,av(pv = Q=0

dir. Oyle ki burada

42

(3.4)

(3.5)
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Vo, 0r = I 9 + I3 @y

(3.6)
v(pt(pv = Fllz @t 11122 Dy
dir. (3.4) , (3.5) ve (3.6) denklemlerinden
1 1
V(@e, Pr) = Qe — z (Pee Pl + 5(<pw PPy
1
(P, Py) = Py — i (P, PP (3.7)

v(@y, @) =0
dir. Buradan iseM’ regle yizeyinin Gaussgeligi (1.14) denklemi g6z 6ninde

bulundurulursa

1
K= E((v(wt,fpt),h(%,%)) — IV (oe, 0)11)
dir.

V(gy,9,) =0 dolayisiyla (V (@, 9.),V(py,9,)) =0  dir.  Ayrica
”V ( (ptl (pv)llz = <V ( (pt ’(pv)’ V ( (ptr (pv» Oldl'gundan

_ (V ((pt: (pv)r 4 ((pt: (pv)>
g

K =

dir. (3.7) denklemi kullanilirsa;

1 1
(Prv = T (@0, 00)P, Qv = F (Prv 9Pt )
g

2 1
(Ptv ,Prv) — E ((ptv;(pt)z + 52 (@r PN P, Q1)
g

1 1 5
= - E{(@tv'gotv) T (@ty,0¢) }

olur.
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Boylece aagidaki sonug verilebilir:

Sonug¢3.1.1.M',E* de bir regle yuizey olsun. Bu takdirdé nin bir P noktasinda

Gauss grili gi

K =

_ 1_<<e’(t),e'(t)) — (@'®, el(mZ) (3.8)

g E
dir.

Ispat. Eger (3.7) denklemi (3.3) denkleminde yerine yazaliistenen sonug elde

edilir.

E*de M regle yizeyinin ortalamaggligi ||H|| olmak tzereV (¢,,9,) =0

oldugundan (1.14) denkleminden hareketle

V (ou, 0),V (o, 0) )

HIl =
ol v

(3.9)

oldugu gorulir. O haldesagidaki sonuc verilebilir:

Sonu¢3.1.2.E* deM’ bir regle ylizeyi olsun. Bu taktirdé’ nin ortalama grili gi
1 1 , 1
4”H” = ;{(qu, qu) - E (qu: Xu) + E (Xuv'Xu)[Z(qu Xv) + <Xuv: Xu)]

2
o s Ko K, XD (Ko X, (3.10)

dir [Bayram ve dierleri, 2009.

Ispat: (3.7) ve (3.9) denklemlerinden sonug aciktir

3.2.E* de Hiperregle Yiizeyler

M* ,E* de a dayanak grili ve ¢ dogrultmanli bir regle ylzey olsun. gér ¢
dogrultmani yerine e , 1<i<2 , vektorleri tarafindan gerilert,(t)
duzlemini alirsakE,(t) nin a dayanak grisi boyunca hareketiyle elde edilen 3-
boyutlu yizey, hiperregle ylizey olarak adlandimaiM™ ile gosterilir. Bu hiperregle

ylzey parametrik olarak
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p: I xR* — R*
(3.11)

2

(tv) — pev)=al®)+ ) ve

i=1
seklinde ifade edilir[Thas, 1978a Kabul edelim ki « dayanak grisi E,(t)

dogrultman uzayinin ortogonal yoriingesi olsugeE
rank[ey, , e; , e, , é;,6, |=4—k (3.12)
olmak uzere,

i) Eger k=0 ise M bir acilamaz regle yuzeydir.

i) Eger k=1 ise M bir acilabilir regle ytzeydir.

dir. Buradae,, a dayanak grisinin birim tanjant vektor alani vé; , a egrisi

boyuncae; vektor alanlarinin tirevleridir.

Kabul edelimki {eq,e;,e;} , M* regle ylzeyinin tanjant demetinin ortonormal
bazi vet daM™ nin birim normal vektor alani olsun. Bu taktirde®) denklemi g6z

Oonune alinirsa Weingarten denklemi ;
De & = agoeo + ag1e1 + agzes + ok
D& = ajpep + ajie; + ajze; + 1§ (3.13)
D.,§ = azoep + az1e1 + azze; + 38

seklinde yazilabilir. Oyle ki buradaa;; , 0<ij<2 ler Az matrisinin

bilesenleridirler. Boylece (3.13) denklemlerinden

(BeOE , €9) = Qg ) (BeOE , e1) = agq ) (EeOE , €2) = apy
(5312 , €) =aq , (5312 , e1) =ag , (5312 , €) =ag; (3.14)
(BeZE , €y) = ay ) (BeZE , e1) = ap ) (EeZE , €3) = ap

dir. Buradan ise,
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(De,& , €9) = —(Asz(er) , eq) = —(V(ey, e0) ,€) = ago
(Dey& , e1) = —(Ag(eg) , er) = —(V(eg, €1) ,&) = ao
elde edilir. O hald@ (e;, ;) = V(ep, €;) oldugundan a;o = ag, dir.
(De,& , €o) = —(As(ex) , eq) = —(V(ez, ) ,§) = ao
(Deok , €2) = —(As(eg) , e2) = —(V(eg, €2) ,§) = az

V(ez, 60) = V(eo, 62) Oldlgundan Aoz = 0Qyp dll’ AyI'IC8.= V(el, ej) = 0,

1 <i,j < 2 oldugundan
(BeOE , €) = —(Af(eo) ,e0) = —(V(ep €) ,€) = ago
(D&, ) = —(Ae(e) ,e) = —(V(ey g) &) = a;; = 0

dir. Ohaldeél; matrisi

ap aq a3]

seklinde bir simetrik matristir. Burada aq, = ay9 = a,, apg; = a0 =a; Ve

oo = a, Secilmitir.

Teorem3.2.1. M*,E* de bir hiperregle ylzey véf* nin bir ortonormal bazi
{eo, e1,e,} olsun. Bu taktirde M* nin e; ve e, vektor alanlar tarafindan uretilen

x(M™) in iki boyutluo dogrultusunda Riemanngeli gi
K; (e e0) = —(De,e0, D, e0), 1<i<2 (3.15)
dir [Thas, 1978a

Ispat. Kabul edelim kiM* nin Riemann grilik tensoriiR olsun. Bu taktirde (1.12)

denkleminden
K, = (e;,R(e;, ep)ep)

dir. O halde (1.14) denklemi g6z dnune alinirsa
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(e, R(ei eq)eq) = (Ve e),V(eg en)) — (Ve eo), V(e ep))
dir. O halde/(e;, ;) =0, 1 <i,j < 2 oldusundan
(De,e0.€/) = {9, De,€j) = 0, 1<i,j<2
ve
(De,€0,€0) = (€0, D¢,€0) = 0 1<i,j<2

denklemlerinden, sirasiylaD, e.e; ve D,.eqe, dir. Bu ifade eder kiD,.e, bir

normal vektor alanidir. Yani
De,eq =V (ei €0)
dir. Boylece
Ky = —(De,€0,De o), 1<i<2
dir.

Tanim3.2.1 M*, E* de hiperregle yiizey v#* nin erilik tensoriiR olsun. Ber
{eg,e1,e2}, x(M*) in ortonormal baz alani ise bu taktirdé® nin Ricci erilik

tensoru

S:xy(M*) X y(M*) > R
(4Y) > SCY) = ) (R(ep XY, er)
ve M nin skaler grili gi

r = ZS(ej,e]-) (3.16)
Jj

seklindedir.

Teorem3.2.2.M*, E* de hiperregle ylze,(t) = Sp{e,,e,}, M* nin dagrultman

uzayi olsun. Bu taktird® * nin skaler grili gi
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r=-2 z a;? (3.17)

i
dir [Thas, 1978a

Ispat.{ey, e;, €,}, M* nin ortonormal baz alani olsun. Bu taktirde

2 2
r=>"5(e;e) =S(eo.e0) + ) Sleyer)
j=0 i=1
dir. O halde

S(eOl eO) = Z(R(ei' 60)60, ei)

L

:ZK(ei'eo) = _Zaiz

i

ve
S(ei,e) = Z(R(ep e;)es )
Jj

= K, (e;, e0) = —a;*

dir. Boylece aciktir ki
S(ep, €0) = — Z S(ei e;)
i

dir. Buradan ise

r= —ZZS(e]-, e) = —ZZaiz
7 B

3.3.E™ de 2-boyutlu Regle Ylzeyler

E™ , n-boyutlu Oklid Uzay’'nd&0} c I c R olmak tizere diferensiyellenebilir bir
egri
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a:l—E"
(3.18)
s—= a(s) = (a1(s), az(s), ..., a,(5))
olsun.E™ de verilen bire; (s) dogrultman vektorlu bi dogrusununa egrisi boyunca

hareket etmesiyle elde edilen ylizeyE™ de 2-boyutlu bir regle yizey adi verilir ve

M** ile gosterilir. Bu regle ylzey parametrik olarak

Y:IxR - E™
(3.19)
(s,v) > P(s,v) = als) + vey(s)
ile gosterilir[Thas, 1978p Buradaa(s) dayanak grisi, e; (s) de dg@rultman vektori

olarak isimlendirilir. Bu bodlumdea(s) dayanak grisi, e;(s) dogrultusundaki

dogrultmanin ortogonal yortingesi olarak kabul edileirek

{e),e,}, x(M**) nin bir ortonormal bazi, dyle lé, = a'(s) olsun. Bu taktirde

(31,€1> = (32,62 ) = 1; (ell €2> =0
n . 9. 9 _ . L.
dir. E™ de standart baz S|ste|3=;r{|; g olsun.s = s, sabit dgeri icin
n
9]
e;(so) = Zbi o (3.20)
=0
olmak Uzere
n n
_ 0 db; 0
(De,€2)s=5, = Z e1(by) Eraaly 1@ %, (3.21)
1= 1=

elde edilir. BuradaD,E"™ de Riemann koneksiyonudur. BoylecR(e,,s,)

noktasindav** nin G Gauss grili gi olmak Uzere
n

o) = 3 (7)1

i=1
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olur. Buradan ise
G == (53162,53162) (3.22)
bulunur[Thas, 1978p

Kabul edelim ki{,&,, ..., &2} vektor alan sistemP € M*™ noktasindal),--(P)
uzayinin bir ortonormal bazi olsun. Bu taktirBee M** noktasindalz»(P) nin bir
bazi{e,,e,, &, ..., &n_2} dir. (1.7) denklemi ile verilen Weingarten denkieou baz

vektorleri igin yazilirsa

T
N

Y | Jj Jj
Deéj= aj;e1+ aj e + b;1¢i

~
1l
=

(3.23)

n-2
Eezgj:aélel+a4262+zbzlfl; 1S]S’I’l—2

l:

[N

elde edilir. Bu denklemlere Weingarten tirev denkiri denir. (3.23)
denklemlerindeﬁlgj(el-) €x (M™) oIdugundanAfj lineer donguimune kagilik gelen

matrisi ayni notasyonla gosterirsek,

J J
a a
Ay, =— |1 7 (3.24)
J a] a]
21 22

bulunur. (3.23) tirev denklemlerinden

<5e1€j: e;) = a{l ) (Delfjl ey) = a12

(3.25)
(De,€j,e1) = a21, (De,€,e2) = a
elde edilir. (3.25) ve (1.8) denklemlerinden dolay
al, = a}, (3.26)

dir. AyricaE™ de bir d@ru geodezik oIdgundanDe1 e; = 0 yani
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al, =0 (3.27)

dir. B('jyleceAfj matrisi

A = lO a{l (3.28)
b aiz a% .

seklini alir. O halde45jmatrisi icin @agidaki sonuclar verilebilir:

Sonu¢3.3.1.M**, E™ de 2-boyutlu regle ylzey olsui nin A sekil operatorine

karsilik gelen matris, simetrik bir matristirhas, 1978p

Sonu¢3.3.2.M*, E™ de 2-boyutlu regle yuzey V& de &;,1<j <n—2 birim

dogrultusu icin tanimlanmiolansekil operatori olsun. Bu taktirde
;.2

detAg, = (af,) (3.29)
Lipschitz-Killing egrili gi tanimindan

G(P,§;) = detAg
oldugundan Sonug¢ 3.19 den

;.2

G(P.&) = (a1) (3:30)

dir. Boylece aagidaki sonug verilebilir:

Sonu¢3.3.3.M™, E™ de 2-boyutlu regle ylzey olsunr*™ nin her noktada ve her
normal dg@rultudaki Lipschitz-Killing egrili gi

G (P,§) = (al,)% 1<j<n-2
dir [Thas, 1978p
Weingarten turev denklemlerinden
(D, e))=al,, 1<j<n-2

dir. Ayrica (¢}, e;) = 0 oldugundan



31[(51', ez)] = (Eelfj, e;) + (fj,ﬁefz) =0
bulunur. Buradan ise
(ﬁelfj; ey) = _(fj,ﬁefz)

elde edilir. Bu ifadede sol tarai{2 dir. O halde

(§j, De,€2) = —a]
dir. Ayrica D, e,e; ve D, eye, oldugundan

Eelez =V(ey ;)
dir. Boylece

(Eelez,fj) = (Afj(e1)’ez>
= —(V(epez):fj)
oldugundan
(V(ey, ez)’fj) = —a{z

elde edilir. O halde son olarak

n-2
Vienes) = ) (Vlew ). §)%;
j=1

n-2

V(el' ez) = - Z a{z‘fj

j=1
bulunur. Béylece son denklem ve (3.31) denkleminden

n-2

Y _ J
De,e; = — Z a;,$;

j=1

dir.

52

(3.31)

(3.32)

(3.33)
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Teorem3.3.1.M™*, E™ de 2 boyutlu regle ylizey olsun. Bu taktirtleé* nin Gauss
egrili gi

G=- ]Z:l(a{z)z (334)

dir [Thas, 1978p
Ispat. (3.22) denkleminden
G = (53162,53162)

oldugunu biliyoruz. Bu denklemde (3.27) i yerine yazérsa

n-2
6 == (aly?
=1

elde edilir.
Bu teorem ve sonu¢3.3.1 dega@adaki sonuclar verilebilir:

Sonug¢3.3.4.E™ de M** regle yuzeyinin Gaussgali gi, Lipschitz-Killing egrili gine
bagli olarak

() == G(P.E)
j=1

dir.

Sonu¢3.3.5E™ de M regle yuzeyi acilabilirdie=> Gauss grili gi sifira sittir [Thas,
19784.

Sonu¢3.3.6.E™ de M regle yuzeyi acilabilirdire Lipschitz-Killing egriligi her
noktada sifirdifThas, 1978p
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