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Anahtar Kelimeler: Öklid Uzayı, Regle Yüzey, Striksiyon Eğrisi, Birinci Temel 
Form, Đkinci Temel Form, Eğrilikler. 
 
Bu çalışma üç bölüm halinde düzenlenmiştir. Birinci bölümde eğriler ve yüzeyler 
teorisi ile ilgili temel tanım ve teoremlere yer verilmiştir. 
 
Đkinci bölümde ��, 3-boyutlu Öklid Uzayı’nda regle yüzeyler tanıtılmış ve bu regle 
yüzeylerle ilgili temel karakterizasyonlar verilmiştir.   
 
Üçüncü bölümde ��, 4-boyutlu Öklid Uzayı’nda regle yüzeler ve hiperregle yüzeyler 
tanıtılarak, bu regle yüzeylerle ilgili bazı teoremler verilmiştir. Ayrıca ��, n-boyutlu 
Öklid Uzayı’nda 2-boyutlu regle yüzeler tanıtılmış, temel tanım ve teoremler 
verilmiştir. 
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RULED SURFACES IN �� 
 
 
SUMMARY 
 
 
 
Keywords: Euclidean Space, Ruled Surface, Striction Curve, First Fundamental 
Form, Second Fundamental Form, Curvatures. 
 
This study is prepared as three chapters. In the first chapter of this study, definitions 
and theorems are given which are about curves and surfaces theories.  
 
In the second chapter of this study, the ruled surfaces in �� 3-dimensional Euclidean 
Space are defined and basic characterizations are given about this surfaces. 

 
In the third chapter of this study, the ruled surfaces in �� 4-dimensional Euclidean 
space and hyperruled surfaces are defined and some theorems are given about this 
surfaces. Further the 2-dimensional ruled surfaces in �� n-dimensional Euclidean 
space are defined and basic definitions and theorems are given. 
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BÖLÜM 1. TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde temel tanım ve teoremler verilmiştir. 

Tanım1.1. �, boştan farklı bir cümle ve � de bir � cismi üzerinde vektör uzayı 

olsun. Aşağıdaki önermeleri doğrulayan bir  

�: � � � � � 

fonksiyonu varsa � ya � ile birleştirilmi ş bir afin uzay denir [Hacısalihoğlu, 1992]. 

�	
.  
�, �, � � � için ���, �
 � ���, �
 � ���, �
 

�		
.  
� � � ve 
� � � için ���, �
 � � olacak biçimde bir tek � � � noktası        

vardır. 

Tanım1.2. Bir reel afin uzay � ve � ile birleşen vektör uzayı da � olsun. � de bir iç 

çarpım işlemi olarak 

              �   ,   �: � � � � R  

�1.1
 

                            ��, �
 � ��, �� � � ����
�

���    ,   � � ���
, � � ���
, 1  	  ! 

şeklinde Öklid iç çarpımı tanımlanırsa bu işlem yardımı ile � da uzaklık ve açı gibi 

metrik kavramlar tanımlanabilir. Böylece � afin uzayı da Öklid uzayı adını alır. Özel 

olarak � � R �
 noktalar cümlesi � � R �

, n-boyutlu standart vektör uzayı olarak 
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alınırsa, Öklid iç çarpımı ile birlikte  �, R �
vektör uzayı ile birleştirilmi ş bir n-

boyutlu Standart Öklid uzayı adını alır ve "� ile gösterilir [Hacısalihoğlu, 1992]. 

 

Tanım1.3.      #: "� � "� � R  

��, �
 � #��, �
 � $��%%%%&$ � '���� ( ��
)�
���  

olarak tanımlanan # fonksiyonuna "�  Öklid uzayında uzaklık fonksiyonu ve #��, �
 

reel sayısına da �, � � "� noktaları arasındaki uzaklık denir [Hacısalihoğlu, 1992]. 

Teorem1.1. "� de uzaklık fonksiyonu bir metriktir [Hacısalihoğlu, 1992]. 

Tanım1.4.                                     #: "� � "� � R  

                                  ��, �
 � #��, �
 � $��%%%%&$ 

biçiminde tanımlanan # fonksiyonuna "� de Öklid metriği denir. Bu iç çarpımın R
�
 

de bir diğer ifadesini, 
�, * � R �
 için  

��, *� � $�$$*$ cos . 

biçiminde yazabiliriz. Burada . açısı �, * vektörleri arasındaki açı olup pozitif 

yönde ölçülür. Buradan  

cos . � ��, *�$�$$*$ 

yazılır. Böylece 
�, �, / � "� için ��/0  açısının ölçüsü  
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cos . � ���,%%%%%& �/%%%%&�$��%%%%&$$�/%%%%&$                                                    �1.2
 

den hesaplanan . reel sayısıdır [Hacısalihoğlu, 1992]. 

Tanım1.5. "� de sıralı bir 2�3, ��, �), … , ��5 nokta �! � 1
-lisine R
�
 de karşılık 

gelen 6�3��,%%%%%%%%%& �3�),%%%%%%%%%%& … , �3��%%%%%%%%&7 vektör !-lisi R
�
 için bir ortonormal baz ise 2�3, ��, �), … , ��5 sistemine "� in bir dik çatısı veya Öklid çatısı denir [Hacısalihoğlu, 

1992].     

Tanım1.6. "� de "3 � �0,0, … ,0
, "� � �1,0, … ,0
, … , "� � �0,0, … ,1
 olmak 

üzere 2"3, "�, … , "�5 çatısına Standart Öklid çatısı denir [Hacısalihoğlu, 1992].    

Tanım1.7. "� de bir 9 noktasının "� deki standart Öklid çatısına göre ifadesi 

"39%%%%%%%& � � ��"3":%%%%%%%%&�
���  

şeklindedir öyle ki 

��: "� � R ,        1  	  ! 

fonksiyonlarına 9 noktasının Öklid koordinat fonksiyonları ve 2��, �), … , ��5 sıralı 

ve reel değerli fonksiyonlar !-lisine de "� in Öklid koordinat sistemi adı verilir 

[Hacısalihoğlu, 1992]. 

Tanım1.8. 9 bir cümle ve 9 in alt cümlelerinin bir koleksiyonu ; olsun. ; 

koleksiyonu aşağıdaki önermeleri sağlıyorsa ; ya  9 üzerinde bir topoloji, �9, ;
 

ikilisine bir topolojik uzay adı verilir [Hacısalihoğlu, 1992]. 

i) 9, < � ; 

ii) 
��, �) � ; = �� > �) � ; 
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iii) �� � ;, 	 � ?, @ ����A � ; 

Tanım1.9. 9 ve B birer topolojik olsunlar. Eğer 

�: 9 � B 

fonksiyonu sürekli ve �C� tersi var ve �C� de sürekli ise � ye 9 den B ye bir 

homeomorfizm (topolojik dönüşüm) denir [Hacısalihoğlu, 1992].   

Tanım1.10. D bir topolojik uzay olsun. D için aşağıdaki önermeler doğru ise D bir !-boyutlu topolojik manifold adını alır [Hacısalihoğlu, 1992].  

(	)  D bir haussdorf uzayıdır. 

�		
 D nin herbir açık alt cümlesi "� e veya "� in bir açık alt cümlesine 

homeomorftur.  

�			
  D sayılabilir çoklukta açık cümlelerle örtülebilir. 

Tanım1.11. D bir !-boyutlu topolojik manifold ve E da "� in bir açık alt cümlesi 

olsun. Bu taktirde topolojik manifold tanımı gereğince E  bir   homeomorfizmi ile D 

nin bir F açık alt cümlesine eşlenebilir. Yani  

 : E G "� � F G D 

� , F
 ikilisine D  de bir koordinat komşuluğu veya harita denir [Hacısalihoğlu, 1992]. 

Tanım1.12. D bir topolojik !-manifold ve D nin bir açık örtüsü 2EH5 olsun. EH açık 

cümlelerinin � indislerinin cümlesi � olmak üzere 2EH5 örtüsü için 2EH5H�I yazılır. "� de EH ya bir   H homeomorfizmi altında homeomorf olan açık cümle EH olsun. 

Böylece ortaya çıkan � H, EH
 haritalarının  

2� H, EH
5H�I 
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koleksiyonuna bir atlas denir [Hacısalihoğlu, 1992]. 

Tanım1.13. Bir topolojik !-manifold D ve D nin bir atlası J � 2� H, EH
5H�I olsun. 

Eğer J atlası için, FH > FK L < olmak üzere, 
�, * � � ya karşılık <HK ve <KH 

fonksiyonları MN sınıfından diferensiyellenebilir iseler J atlasına D üzerinde MN 

sınıfından diferensiyellenebilir yapı adı verilir [Hacısalihoğlu, 1992]. 

Tanım1.14. � vektör uzayı ile birleşen bir afin uzay � olsun. � � � ve O& � � için ��, O&
 sıralı ikilisine � afin uzayının � noktasındaki bir tanjant vektörü denir 

[Hacısalihoğlu, 1992]. 

Tanım1.15. � afin uzayının � noktasındaki tüm tanjant vektörlerinin cümlesi PI��
 

olsun. PI��
 de toplama ve skalar ile çarpma işlemleri, sırasıyla, 

                                       QR PI��
 � PI��
 � PI��
 

                                             S��, O&
, ��, T%&
U � ��, O&
 Q ��, T%&
 � ��, O& � T%&
 

veya 

�O&V , T%&V
 � O&V Q T%&V � �O& � T%&
V 

ve 

                                       W: R � PI��
 � PI��
 

                                             SX, ��, O&
U � X W ��, O&
 � ��, XO&
 

veya 

�X, O&V
 � X W O&V � �XO&
V 

şeklinde tanımlanır. Burada R , � vektör uzayının cismini göstermektedir. 6PI��
  ,   Q , R  , � ,   .  , W7 altılısının bir vektör uzayıdır. Bu vektör uzayına � 

afin uzayının � � � noktasındaki tanjant uzayı denir ve kısaca PI��
 ile gösterilir 

[Hacısalihoğlu, 1992]. 

Tanım1.16. D bir manifold ve D de bir komşuluk � olsun. Bir � � � noktasındaki 

tanjant uzayların birleşimi  
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Y PZ��

V�Z  

ile gösterilsin.Bir  

[ R  Y PZ��

V�Z � � 

dönüşümü 
\V � PZ��
 tanjant vektörü için  

 

[�\V
 � � 

biçiminde tanımlansın. Bu taktirde � ] D operatörü üzerindeki bir vektör alanı 

9: � � Y PZ��

V�Z  

biçiminde bir fonksiyondur, öyle ki 

[ ^ 9 � ?: � � � 

dönüşümü bir özdeşlik fonksiyonudur. 

Eğer D manifoldu yerine "� !-boyutlu Öklid uzayı alınırsa  "� de bir 9 vektör 

alanını, 
� � "� noktasına bir 9V tanjant vektörünü karşılık getiren fonksiyon olarak 

düşünülebilir [Hacısalihoğlu, 1992]. 

Tanım1.17. �: "� � � diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve O&V � P_`��
 olsun. Bu 

durumda O&V � ��%%%%%& olmak üzere, 

O&Va�b � ##\ c�S�� � \��� ( ��
, … , �� � \��� ( ��
Ud ef�3                   �1.3
 

reel sayısına � nin O&V ye göre türevi denir [Hacısalihoğlu, 1992]. 

Teorem1.2. O& � �O�, O), … , O�
 � R �
, � � "� ve �: "� � R  bir 

diferensiyellenebilir fonksiyon olsun. Bu taktirde, � nin O&V tanjant vektörü 

yönündeki türevi 
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O&Va�b � � O� h�h��
�

��� eV                                               �1.4
 

dir [Hacısalihoğlu, 1992]. 

Tanım1.18. 9 � j�"�
 ve � � MS"�, R U olsun. 
� � "� için 

S9��
U��
 � 9Va�b 
olmak üzere, 9a�b � MS"�, R U fonksiyonuna, � nin 9 yönündeki türevi denir 

[Hacısalihoğlu, 1992]. 

Teorem1.3. "� de bir eğri � ve diferensiyellenebilir reel değerli bir fonksiyon � ise  

�k�\
a�b � #S���
U#\ ef � ##\ �� ^ �
 � lHm�f
� 

dir [Hacısalihoğlu, 1992].  

Tanım1.19. ? ] R  bir açık aralık olmak üzere, 

�: ? � "�,     ? ] � 

                                                         \ � ��\
 

diferansiyellenebilir fonksiyonuna "� de bir eğri adı verilir. Burada \ ye � eğrisinin 

parametresi, �?, �
 ikilisine de � eğrisinin koordinat komşuluğu denir [Hacısalihoğlu, 

1992]. 

Tanım1.20. "� de bir D eğrisinin �?, �
 ve �n, *
 gibi iki koordinat komşuluğu 

verilsin. 

o � �C� ^ *: n � ? 

diferensiyellenebilir fonksiyonuna D nin bir parametre değişimi (D nin ? daki 

parametresinin n deki parametre ile değişimi) denir [Hacısalihoğlu, 1992]. 

Tanım1.21. D eğrisi �?, �
  koordinat komşuluğu ile verilsin. Eğer 
p � ? için, 

$�k�p
$ � 1 
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ise D eğrisi �?, �
 ya göre birim hızlı eğri, eğrinin p � ? parametresine de yay 

parametresi adı verilir. 

Ayrıca  q, r � ? olmak üzere, a dan b ye D eğrisinin yay uzunluğu diye, eğrinin ��q
 

ve ��r
 noktaları arasındaki uzunluğuna karşılık gelen  

s$�k�\
$#\,t
t

             \ � ? 

reel sayısına denir. Bu değer koordinat komşuluğundan bağımsızdır [Hacısalihoğlu, 

1992]. 

Tanım1.22. Her noktasındaki hız vektörü sıfırdan farklı olan eğriye regüler eğri 

denir [Hacısalihoğlu, 1992]. 

Tanım1.23. D G "� eğrisi �?, �
 koordinat komşuluğu ile verilsin. Bu durumda, 

 � 6�k, �kk, … , ��u
7 sistemi lineer bağımsız ve 
�N, v w x için; 

�N � Jy2 5 
olmak üzere,   den elde edilen 2��, �), … , �u5 ortonormal sistemine, D eğrisinin 

Serret-Frenet x-ayaklı alanı ve z � D için 2���z
, �)�z
, … , �u�z
5 ye ise z � D 

noktasındaki Serret-Frenet x-ayaklısı denir. Herbir ��, 1  	  x ye Serret-Frenet 

vektörü adı verilir [Hacısalihoğlu, 1992]. 

Tanım1.24. D G "� eğrisi �?, �
 koordinat komşuluğu ile verilsin. p � ? ya karşılık 

gelen ��p
 noktasındaki Frenet r-ayaklısı  

2���p
, �)�p
, … , �u�p
5 
olsun. Buna göre  

 

v�: ? � �,     1  	 { x, 
�1.5
 

                      p � v��p
 � ���k�p
, ��}��p
� 
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şeklinde tanımlı v� fonksiyonuna D eğrisinin 	-yinci eğrilik fonksiyonu ve p � ? için v��p
 reel sayısına da ��p
 noktasında D nin i-yinci eğrili ği denir [Hacısalihoğlu, 

1992]. 

Tanım1.25. D bir M~ manifold olsun. D üstünde vektör alanlarının uzayı j�D
 ve 

reel değerli M~ fonksiyonlarının halkası M~SD, R U olmak üzere, 

�   ,   �: j�D
 � j�D
 � M~SD, R U 

şeklinde bir iç çarpım tanımlı ise D ye bir Riemann manifoldu denir [Hacısalihoğlu, 

1993].  

Tanım1.26. D bir M~ manifold olsun. D üzerinde vektör alanlarının uzayı j�D
 

olmak üzere,  

l: j�D
 � j�D
 � j�D
 

                                       �9, B
 � l�9, B
 � l�B 

fonksiyonu için, 

1) l��}��� � �l�� � �l��,   
9, B, � � j�D
,   
�, � � M~SD, R U 

2) l���B
 � �l�B � �9�
B,    
9, B � j�D
,   
� � M~SD, R U  

özellikleri sağlanıyorsa l ye D manifoldu üstünde bir afin koneksiyon ve l� e de 9 

e göre kovaryant türev operatörü denir. Özel olarak D manifoldu bir Riemann 

manifoldu olarak alınırsa, koneksiyonun iç çarpım ile ilgisi düşünülebilir. Bu ise bizi 

Riemann koneksiyonu kavramına götürür [Hacısalihoğlu, 1993]. 

Tanım1.27. "� Öklid uzayının Riemann koneksiyonu l� ve D manifoldunun 

Riemann koneksiyonu da l olsun. D üzerinde her 9, B vektör alanları için  

l��B � l�B � ��9, B
                                               �1.6
 

eşitli ğini sağlayan vektör değerli � tensör alanına ikinci temel formu, bu eşitli ğe de 

Gauss denklemi denir. 
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Burada l�B ve ��9, B
, sırasıyla, l��B nin teğet ve normal bileşenleridir. �, D nin 

normal vektör alanı olmak üzere l���, teğet ve normal bileşenleri cinsinden 

l��� � (���9
 � l� �                                             �1.7
 

şeklinde yazılır ve Weingarten denklemi adını alır [Chen, 1973]. (1.6) ve (1.7) 

denklemleri göz önüne alınırsa 

����9
, B� � ���9, B
, ��                                           �1.8
 

olduğu görülebilir. 

Tanım1.28. D, z-boyutlu bir Riemann manifoldu ve � de D nin ikinci temel formu 

olsun. 
9, B � j�D
 için 

��9, B
 � 0 

ise D ye "� de total geodeziktir denir [Chen, 1973]. 

Tanım1.29. D, "� de z-boyutlu Riemann manifoldu ve � � j �D
 birim normal 

vektör alanı olsun.  

���, �
 � #�\�� ,           � � D                                       �1.9
 

değerine � � D noktasında � doğrultusundaki Lipschitz-Killing eğrili ği denir [Thas, 

1978a]. 

���
, Gauss eğrili ği olmak üzere, "� deki bütün yüzeyler için 

���
 � � ���, ��
�C�
���                                             �1.10
 

dir. ���
 � 0 ise � � D için D yüzeyine açılabilirdir denir [Thas, 1978a]. 

Tanım1.30. "� de vektör alanlarının uzayı j�"�
 olsun. 9, B, � � j�"�
 olmak 

üzere, 

��: j�"�
 � j�"�
 � j�"�
 � j�"�
 �1.11
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���9, B
� � l��Sl���U ( l���l���
 ( la�,�b� 

olarak tanımlanan �� fonksiyonuna "� in eğrilik fonksiyonu ve � � "� noktasındaki ���9V , BV
�V tensörüne de y noktasındaki eğrilik tensörü veya kısaca "� in y deki 

eğrili ği denir [Chen, 1973]. 

Teorem1.4. "�, !-boyutlu Öklid uzayının her noktada eğrili ği sıfırdır. 

Tanım1.3. D, z-boyutlu Riemann manifoldu olsun. 
9 � j�D
 için  

�: P���
 � P���
 � P���
 � P���
 � � 

�1.12
 

����, �), ��, ��
 � ���, ����, ��
�)� 
şeklinde tanımlanan 4. mertebeden kovaryant tensör alanına Riemann eğrilik tensör 

alanı ve bir � � D noktasındaki değerine de Riemann eğrili ği denir ve  

���
 � �9, ��9, B
B�                                             �1.13
 

ile gösterilir [Chen, 1973].  � ikinci temel form olmak üzere 

�9, ��9, B
B� � ���9, 9
, ��B, B
� ( ���9, B
, ��9, B
�               �1.14
 

olarak ifade edilir.  

Tanım1.32. D, z-boyutlu Riemann manifoldu ve � de Riemann eğrilik tensörü 

olsun. 2��, �), … , ��5 sistemi P���
 nin ortonormal bazı olmak üzere 

J: P���
 � P���
 � � �1.15
 

J�9, B
 � ������, 9
B, ����
���  

şeklinde tanımlanan J tensör alanına Ricci eğrilik tensör alanı ve J�9, B
 nin � � D 

noktasındaki değerine de Ricci eğrili ği denir [Chen, 1973].   

Tanım1.33. D, z-boyutlu Riemann manifoldu ve � � D için P���
 nin ortonormal 

bazı 2��, �), … , ��5 olsun. J, D nin Ricci eğrilik tensör alanı olmak üzere, 
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x�N � � J���, ��
�
���                                                   �1.16
 

şeklinde tanımlanan x�N değerine D nin skalar eğrili ği denir [Chen, 1973].  

Tanım1.34. D, r	x Riemann manifoldu ve D nin herbir E koordinat komşuluğu 

üzerinde yerel koordinat fonksiyonları ��, �), … , �� ve tanjant uzayının bazı 

2h�, h), … , h�5, h� � ���� ,    1  	  ! olsun.  

l��Sh�U � � ���NhNN ,       1  	, �  !                                   �1.17
 

olmak üzere  

���N: E ���� � 

reel değerli ���N fonksiyonları Christoffel sembolleri olarak adlandırılır.          
 h�, h�¡ � 0 olduğundan l��Sh�U � l�¢�h�
 dir. Böylece  

���N � ���N                                                           �1.18
 

dır [Chen, 1973]. 

Önerme1.1. E üzerinde yerel koordinat fonksiyonları ��, �), … , �� ve tanjant 

uzayının bazı 2h�, h), … , h�5, h� � ���� ,    1  	  ! olsun. 

F � � £�h��  

olmak üzere 

l�� ¤� £�h�� ¥ � � ¦h£Nh�� � � ���N£�� § hNN  

dır. Burada  ���N Christoffel sembolleri  
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���N � 12 � �N� ¨h���h�� � h���h�� ( h���h��©�                           �1.19
 

ile verilir ve Koszul eşitli ği adını alır.  Burada l�¢ , h� yönündeki kovaryant türev ve 

�N� ise �N� nin ters matrisidir.  
Lemma1.1. "� de yerel koordinat sistemine göre 

��� � ª�� 

ve  

���N � 0,      1  	, �  !                                          �1.20
 

dir [Chen, 1973]. 

Tanım1.35. "�, !-boyutlu Öklid uzayına �! ( 1
-boyutlu bir yüzey veya �! ( 1
-

yüzey diye "� deki boş olmayan bir D cümlesine denir, öyle ki bu D cümlesi 

D � {  � � E G "�e�: E � R ,  � � ���
 � «, E bir açık alt küme}      �1.21
                                                                           

¬feV L 0, 
� � D biçiminde tanımlanır. ") de bir 1-yüzeye düzlemsel eğri denir. "� de bir 2-yüzeye ekseriya sadece yüzey denir. "� de bir �! ( 1
-yüzey, ! w 3 

olması halinde daha çok bir hiperyüzey olarak adlandırılır [Hacısalihoğlu, 1993]. 

Tanım1.36. "� de bir hiperyüzey D olsun. D nin bir � noktasındaki şekil operatörü J��
 olmak üzere, 

�: D � R  �1.22
                                    � � ���
 � #�\J��
 

biçiminde tanımlanan fonksiyona D nin Gauss eğrilik fonksiyonu ve ���
 değerine 

de D nin � noktasındaki Gauss eğrili ği (total eğrilik) denir [Hacısalihoğlu, 1993]. 

 Tanım1.37. "� de bir hiperyüzey D olsun. D nin bir � noktasındaki şekil operatörü J��
 olmak üzere,  

®: D � R  
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�1.23
 

                                    � � ®��
 � İ/SJ��
U 

biçiminde tanımlanan fonksiyona D nin ortalama eğrilik fonksiyonu ve  ®��
 

değerine de D nin bir � noktasındaki ortalama eğrili ği denir [Hacısalihoğlu, 1993]. 

 

Tanım1.38. "� in bir D hiperyüzeyi üzerinde °-yuncu temel form diye, 1  °  ! 

olmak üzere, 

?±: j�D
 � j�D
 � M~SD, R U 

�1.24
 

�9, B
 � ?±�9, B
 � �J±C��9
, B� 
şeklinde tanımlı ?± fonksiyonuna denir [Hacısalihoğlu, 1993]. 

Tanım1.39. D, "� de diferensiyellenebilir bir yüzey ve D nin � noktasındaki tanjant 

vektörleri OV , £V olsunlar. D nin birinci temel formu bu tanjant vektörlerin iç 

çarpımıdır. Yani  

?SO², £²U � �O², £²�                                              �1.25
 

dır. Böylece (1.25) denklemi gözönüne alınırsa  

?�q�³ � r�´, q�³ � r�´
 � "q) � 2µqr � �r) 

dir. Birinci temel form açık olarak Riemann metriğiyle 

#p) � "#T) � 2µ#T#O � �#O) 

şeklinde verilebilir ve yüzey üzerindeki eğrinin yay uzunluğunu tanımlar. Burada 

birinci temel formun ", µ ve � katsayıları 
" � $�³$) � ¶h�hT¶)

 

µ � �³. �´ � h�hT . h�hO                                             �1.26
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� � $�´$) � ¶h�hO¶)
 

şeklindedir [Chen, 1973]. 

Tanım1.40. D, "� de diferensiyellenebilir bir yüzey ve D nin � noktasındaki tanjant 

vektörleri OV , £V olsunlar. D nin ikinci temel formu bir simetrik bilineer formdur. O 

halde  

??SO², £²U � �JSO²U, £²�                                        �1.27
 

dir. Sıfırdan farklı her tanjant vektör için 

??�q�³ � r�´, q�³ � r�´
 � �q) � 2�qr � �r) 

dir. Đkinci temel form açık olarak şöyle tanımlanabilir: 

� � � �� h)��hT)�  

� � � �� h)��hThO�  

� � � �� h)��hO)�  

olmak üzere  

�#T) � 2�#T#O � �#O) 

şeklindedir. Öyle ki ·, D yüzeyinin birim normal vektör alanı olmak üzere, ikinci 

temel formun �, � ve � katsayıları  

� � (·³�³ 

  � ·. �³³ 

� � (·´�³ 

 � ·. �³´ 
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  � ·. �´³ 

    � (·³�´ 

� � (·´�´ 

   � ·. �´´ 

dir. Buradan ise  

� � #�\��³³�³�´
√"� ( µ)  

� � #�\��³´�³�´
√"� ( µ)                                                �1.28
 

� � #�\��´´�³�´
√"� ( µ)  

dir [Chen, 1973]. 

Tanım1.41. "� in bir hiperyüzeyi D ve D nin birim normal vektör alanı · olarak 

verilsin. "� de Riemann koneksiyonu l olmak üzere, 
9 � j�D
 için  

J�9
 � l�·                                                     �1.29
 

şeklinde tanımlı, J dönüşümüne D üzerinde şekil operatörü veya D nin Weingarten 

dönüşümü denir [Hacısalihoğlu, 1993]. 

Tanım1.42. "�}� de bir D hiperyüzeyi üzerinde geodezik denen eğri öyle bir 

parametrik eğridir ki bu eğrinin her noktasındaki ivme vektörü D ye ortogonaldir. 

Yani eğri  

�: ? � D 

ise 

�¹ �\
 � P� ���\

    ,    
\ � ? 

dır [Hacısalihoğlu, 1993].  
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Teorem1.5. Geodeziklerin her noktadaki hız vektörlerinin uzunlukları sabittir 

[Hacısalihoğlu, 1993]. 

Tanım1.43. "�}� in bir hiperyüzeyi D ve bir � � D  noktasındaki şekil operatörü J 

olsun. 9V, BV � P���
 için, 

�J�9V
, BV� � 0 

oluyorsa bu iki tanjant vektöre eşleniktirler denir. 

 "�}� in bir !-hiperyüzeyi D ve bir � � D  noktasındaki şekil operatörü J olsun. Bir 9V � P���
 tanjant vektörü için,  

�J�9V
, 9V� � 0 

oluyorsa 9V doğrultusuna D in � noktasındaki bir asimptotik doğrultusu adı verilir 

[Hacısalihoğlu, 1993]. 
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BÖLÜM 2. �� TE REGLE YÜZEYLER 

Bu kısımda, 3E  de regle yüzey kavramını ele alacağız ve regle yüzeyler için temel 

özellikleri vereceğiz. 

Tanım2.1. M E⊂ 3 yüzeyi verilsin. ∀ P M∈  noktasında, 3E   ün M de kalan bir 

doğrusu var ise M ye regle yüzey ve P M∈  noktasından geçen ve M de kalan 

doğruya da M nin  bir doğrultmanı denir [Juza, 1962]. 

Teorem2.1. M E⊂ 3 bir regle yüzey olsun. O zaman M nin doğrultmanları, M de 

hem asimptotik ve hem de geodezik çizgilerdir [Hacısalihoğlu, 1993]. 

Đspat: ( )χ∈X M  , � nin bir doğrultmanının teğet vektör alanı olsun, Her bir 

doğrultman, bir doğru olduğundan, 3E de geodeziktir. O halde   

XD X =0
r

 

dır. Bu ise XD X  = XD X + ( ) ,S X X〈 〉 N Gauss denkleminden, 

XD X = ( ) ,S X X〈 〉 N 

dir. 

XD X =∈ MT     ve    { }, 0⊥ ⊥∈ =
r

IM M MN T T T  

 

olduğundan 
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XD X =0
r

   ve   ( ) ,S X X〈 〉 = 0 

olur. Böylece XD X =0
r

 olduğundan, M nin doğrultmanları, M nin geodezik 

çizgileridir. Ayrıca  ( ) ,S X X〈 〉 = 0 olduğundan bu ifade eder ki doğrultmanlar 

asimptotik çizgilerdir. 

Teorem2.2. M E⊂ 3  bir regle yüzey  ve M nin gauss eğrilik fonksiyonu K olsun. O 

zaman , her P M∈  için ( ) 0K P ≤  dır [Hacısalihoğlu, 1993]. 

Đspat. P M∈  noktasındaki doğrultmanların teğet vektör alanı X ve X(M) nin bir 

ortonormal bazı {X,Y} olsun. Bu baza göre, M nin S şekil operatörünün matrisi; 

S=
( ) ( )
( ) ( )

, ,

, ,

S X X S Y X

S X Y S Y Y

〈 〉 〈 〉 
 〈 〉 〈 〉 

 

dir. Burada Teorem2.1 gereğince ( ) ,S X X〈 〉 =0 olduğundan  

2det ( ( ), )        0K S S X Y K= = − 〈 〉 ⇒ ≤  

dır.  

Şimdi regle yüzeyler için atlas kavramını verelim. M  bir regle yüzey olsun. 

α  :I → M 

eğrisinin teğet vektör alanı T olmak üzere , ∀  t∈I için   α (t) noktasında M nin 

doğrultmanı T ile lineer bağımsız olacak şekilde verilsin. Böylece α (t) M 

noktasındaki doğrultman  

: Mβ →R  

1 1 3 3( ) ( ( ) ( ) ... ( ) ( ))v t v t v v tβ α α α α= + + + +  

∈
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şeklindedir öyle ki ( ) ,  1 i 3 ,∈ ≤ ≤i tα R skalarları, doğrultmanın (t)α  noktasındaki 

bileşenidir. O halde 

:I × →ϕ R �� 

1 1 3 3( , )  ( ( ) ( ) ... ( ) ( ))t v t v t v v tϕ α α α α= + + + +  

olmak üzere; ��� 	 
, �
� sistemi, � için bir atlastır.  

:a I M→  eğrisinin yay parametresi ile verildiğini ve doğrultmanın üzerindeki 

3

( )
1 ( )

( )ia t
i i a t

X a t
x=

∂=
∂∑  

tanjant vektörünün de her t∈I için birim vektör olduğunu kabul edelim. Eğer    

α :I → M 

eğriside ,T X〈 〉=0 olacak şekilde seçilmiş ise M nin birim normali N olmak üzere  

{ T,X,N} 

sistemi, α  boyunca bir ortonormal sistem meydana getirir. 

Şimdi {T,X,N} sisteminin α  boyunca değişimi, yani, T ye göre her birinin kovaryant 

türevlerini bulalım. α  boyunca 

1= , , ,T T N N X X〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉  ⇒  0= [ ], 2 ,TT X X D X X〈 〉 = 〈 〉  

                                                      ,TD X X⇒ 〈 〉  

dır. Benzer şekilde 

,TD N N〈 〉 =0 
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ve 

,TD T T〈 〉 =0 

elde edilir. Burada, a, b, c∈ ( , )C M∞
R  fonksiyonları, 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

a ,

b ,

c ,

= 〈 〉

= 〈 〉

= 〈 〉

Ta t a t

Ta t a t

Ta t a t

D T X

D T N

D X N

                                             �2.1
 

şeklinde tanımlanırsa, 

a

a
T

T

T

D T X bN

D X T cN

D N bT cX

= +
= − +
= − −

                                            �2.2
 

olur. Böylece matris formunda, 

0 a

a 0

0

T

T

T

D T b

D X c

D N b c

   
   = −   
   − −   

 

T

X

N

 
 
 
  

 

dır. 

( , ) ( ) ( )t v a t vX tϕ = +  ile verilen ifade {(I ×R ,ϕ )} atlasında her v ∈ R  sabit değeri 

için M nin bir : { }v I v Mϕ × →   eğrisini belirtir. Bu eğrinin teğet vektör alanı  

TA T vD X= +  

olmak üzere a cNTD X T= − +  olduğundan 

(1-a ) c  A v T vN= +  
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şeklinde bulunur. O halde A vektör alanı da X e diktir [Hacısalihoğlu, 1993]. 

Bir  doğrultman boyunca ,  nin teğet düzlemlerinin çakışık olduğu genellikle doğru değildir.M

Ancak, bu düzlemlerin daima sabit olması, c C ( , ) fonksiyonu ile yakından ilgilidir.M∞∈ R

O halde aşağıdaki teorem verilebilir: 

Teorem2.3. Bir regle yüzeyin, bir doğrultmanı boyunca teğet düzlemleri aynıdır 

gerek ve yeter şart � � 0 dır [Hacısalihoğlu, 1993]. 

Đspat. M regle yüzeyi 

3

1 1 2 2 3 3

:

( , ) ( ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ))

I E

t v a t va t a t va t a t va t

ϕ
ϕ

× →
= + + +
R

 

olmak üzere, {(I×R ,ϕ )} atlası ile verilsin. {T,X,N} ortonormal sistemi ve 

doğrultmanın herhangi bir sabit değerine karşılık gelen noktasından geçen 

: { }v I v Mϕ × →  eğrisinin  

(1- )  A av T cvN= +  

teğet vektör alanının göz önüne alalım. 

α (t) noktasından geçen doğrultmanın her noktasında, teğet düzlemlerin sabit olması 

için, doğrultman boyunca N nin sabit olması gerekir. Çünkü bu halde, her teğet 

düzlemin, ortak birer doğruları var ve normalleri aynı olur. N nin doğrultman 

boyunca sabit olması için {A,T} sisteminin lineer bağımlı olması gerekir. Bu ise 

(1- )  A av T cvN= +  

eşitli ği gereğince c=0 olmasını gerektirir. 

O halde, bir doğrultman boyunca, M nin teğet düzlemlerinin çakışık olması için c=0 

olması gerek ve yeterdir [Hacısalihoğlu, 1993]. 
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Tanım2.2 (Dağılma Parametresi). Regle yüzeyin komşu iki anadoğrusu arasındaki 

en kısa uzaklığın bu iki komşu anadoğru arasındaki açıya oranına regle yüzeyin 

dağılma parametresi (drali) denir [Juza, 1962]. 

Anadoğrularının birim doğrultman vektörü X olan bir regle yüzeyin dralini XP  ile 

gösterelim. Komşu anadoğruların ortak dikmesi doğrultusundaki birim vektör, 

vektörel çarpım ile, 'X X∧  olduğundan bu doğrultudaki birim vektör 

'

'

X X

X

∧
 

dir, burada 'X = TD X  dir. 

Dayanak eğrisinin iki komşu noktası ( )sαr , ve  αr (s+ds)= αr (s)+dαr (s) olduğundan 

bu noktalardaki anadoğrular arasındaki en kısa uzaklık dαr  vektörünün 

 

vektörü üzerindeki izdüşümüdür. Böylece en kısa uzaklık k ile gösterilirse 

[ ]

'
d , ,

'

det , , '

'

α ∧= 〈 〉

=

r X X
k

X

da X X

X

                                                   �2.3
 

olarak bulunur. Eğer anadoğruların küresel göstergesini göz önüne alırsak bu 

gösterge yay elementi olan 

2 2
T

dX
d ds D X ds a c ds

dS
ψ = = = +                                 �2.4
 

komşu iki anadoğru arasındaki açı olarak alınabilir. Böylece regle yüzeyin drali için 

'

'

X X

X

∧



24 
 

                                                    
X

k
P

dψ
=  

                                     
'

'

'

det[ , , ]
:= da X X

X X ds
X

                                  �2.5
 

 

veya      

                                      

'

2 2 2'

det[ , , ]

X

da
X X cdsP

a cX
= =

+
                              �2.6
 

bulunur. Regle yüzeyler için dral koordinat değişimlerine göre en basit diferansiyel 

invaryanttır [Juza, 1962]. 

Tanım2.3. Bir regle yüzeyin anadoğruları boyunca teğet düzlemleri aynı ise regle 

yüzeye açılabilirdir denir [Hacısalihoğlu, 1993]. 

Teorem2.4. Bir ϕr (s,v) regle yüzeyinin açılabilir olması için gerek ve yeter şart 

dağılma parametresinin sıfır olmasıdır [Hacısalihoğlu, 1993]. 

Đspat. ⇒ : regle yüzeyinin açılabilir olması için anadoğrular boyunca teğet düzemlin 

aynı kalması gerekir. 

Bu da c=0 olmasını gerektirir dolayısıyla XP =0 olur. 

⇐ : XP =0 ise c=0 olur. Her bir anadoğru boyunca teğet düzlem aynı kalır. 

Tanım2.4. 

                                          ϕ : 3I E× →R  
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                                           ϕ  (t,v) → ϕ (t,v)= a (t)+vX(t)                              �2.7


        

regle yüzeyi her t I∈  için  

ϕ (t+2π ,v)= ϕ (t,v) 

olacak şekilde periyodik ise regle yüzeye kapalıdır denir. 

Kapalı regle yüzeylerin dayanak eğrileri ve anadoğrularının küresel göstergeleri 

kapalı eğrilerdir. Bir diğer ifade ile bir peryod sonra her anadoğru kendi üzerine gelir 

[Juza, 1962]. 

Tanım2.5. Bir ϕ (t,v) regle yüzeyinin anadoğrularının her birini dik olarak kesen 

eğriye regle yüzeyin ortogonal yörüngesi denir [Juza, 1962]. 

Tanım2.6. Bir ϕ (t,v) regle yüzeyinde komşu iki doğrultmanın ortak dikmesinin esas 

doğrultman üzerindeki ayağına boğaz (merkez veya striksiyon) noktası adı verilir 

[Juza, 1962]. 

Tanım2.7. Bir ϕ (t,v) regle yüzeyinin anadoğrusu dayanak eğrisi boyunca yüzeyi 

oluştururken boğaz noktalarının geometrik yerine regle yüzeyin boğaz (striksiyon) 

çizgisi (eğrisi) adı verilir [Juza, 1962]. 

Tanım2.8 (Striksiyon Noktasının Yer Vektörü). Bir ϕ (s,u) regle yüzeyinin 

merkez noktasının 
_

a

r

 yervektörü dayanak eğrisinin a
r
(s) yervektörü, X(s) doğrultman 

vektörü ve dayanak eğrisine u  uzaklığı cinsinden  

_

( , ) ( ) ( )a s u a s uX s= +                                            �2.8
 

şeklinde ifade edilebilir.  
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u  parametresi regle yüzeyin dayanak eğrisinin yervektörü ve doğrultman cinsinden 

bulunabilir. Regle yüzeyin ilk ikisi X
r

(s) ve X
r

(s)+d X
r

(s) olan komşu üç ana 

doğrusu verilsin. 

P, 'P  ve ',Q Q  komşu anadoğrularının ortak dikmelerinin anadoğrular üzerindeki 

ayakları olsunlar. Đlk iki komşu anadoğrunun ortak dikmesi 

X(s) ∧ (X(s)+ TD X (s)ds)=X(s) TD X (s)ds                            �2.9) 

bağıntısından dolayı  X ∧ TD X  vektörüne paraleldir. Limit halinde PQ
uuur

 vektörü 'PP
uuur

 

ile çakışacak ve boğaz çizgisinin teğeti olacaktır. O halde 

, 0 , X+ , 0TX PQ D Xds PQ〈 〉 = 〈 〉 =
uuur uuur

                               �2.10
 

olacağından 

, 0TD X PQ〈 〉 =
uuur

                                              �2.11
 

elde edilir. Ayrıca ( 2.9) den dayanarak eğrisinin s yay parametresine göre türevi 

alınırsa (2.11) den dolayı, 

_

, 0T

d a
D X

ds
〈 〉 =                                              �2.12
 

olduğundan 

        

_
_

, 0T T

d u
D X T X u D X

ds
〈 + + 〉 =  

          

_
2

, 0T TD X T u D X〈 〉 + =  

∧
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_

2 2 2

,T

T

D X T a
u

a cD X

〈 〉= − =
+

                                 �2.13
 

bulunur. Böylece striksiyon eğrisinin yervektörü için (2.8) den 

_

a

r

(s)= a
r
(s) 2

,T

T

D X T

D X

〈 〉− X(s)                               �2.14
 

elde edilir. Eğer TD X =0 ise regle yüzey striksiyon eğrisine sahip değildir. Bu hal 

regle yüzeyin silindir olmasını karakterize eder. Regle yüzeyler için striksiyon eğrisi 

dayanak eğrisi olarak alınabilir. Bunun için (2.13) formülünde 

u =0 veya  ,TD X T〈 〉 =0                                            �2.15
 

alınması yeterlidir [Hacısalihoğlu, 1993]. 

Teorem2.5. c≠ 0 olmak üzere M  bir kapalı regle yüzey olsun. M nin 

                                          ϕ : 3I E× →R  

ϕ (t,v) → ϕ (t,v)= a (t)+vX(t) 

fonksiyonu ile tanımlı {(I ×R ,ϕ )} atlası verilsin. Bu taktirde M nin doğrultmanları 

arasında, ortogonal yörüngeler boyunca en kısa uzaklık 

v=
2 2

a

a c+
 

 değerine karşılık gelen   

:v I Mϕ →  

eğrisi boyunca ölçülen uzaklıktır [Hacısalihoğlu, 1993]. 
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Đspat. 1( ) a t  ve 2 ( )a t  ! 1 2 1 2   ,  t t t t I< ∈ " noktalarından geçen iki doğrultmanı göz 

önüne alalım. Bu iki doğrultman arasında, bir ortogonal yörünge boyunca uzaklık: 

2

1

( )
t

t

J v A dt= ∫  

dir. Burada  

A=(1-av)T+vcN 

değeri yerine yazılırsa 

  
2

1

2 2 2 2 1 2( ) (1- 2 )
t

t

J v av a v c v dt= + +∫  

elde edilir. 0v ∈R  için J nin minimum değer alması  

J( 0v )=0 

olması ile mümkündür. O halde 

 -2a+2( 2 2a c+ )v=0 ⇒ 
2 2

a
v

a c
=

+
 

dır. Böylece ortogonal yörünge olan  

1 1 2 2 3 32 2 2 2 2 2

:

( ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ))

I M

a a a
a t a t a t a t a t a t

a c a c a c

β

β

→

= + + +
+ + +

 

eğrisi boyunca ölçülen uzaklık, doğrultmanlar arasındaki orotogonal yörünge olan en 

kısa uzaklıktır. Bu da teoremin ispatını tamamlar. 
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Tanım2.9. c ≠ 0 olmak üzere, kapalı M regle yüzeyi ϕ (t,v)=a(t)+vX(t) için atlas                 

{( I ×R ,ϕ )} olarak verilsin. M nin her bir doğrultman üzerinde  

2 2

a
v

a c
=

+
 

değerine karşılık gelen noktaya o doğrultman üzerindeki merkez nokta (boğaz 

noktası) ve M nin merkez noktalarının geometrik yerine de M nin striksiyon çizgisi 

denir [Hacısalihoğlu, 1993]. 

Teorem2.6. M regle yüzeyi {(I ×R ,ϕ )} atlası ile verilmiş olsun. O zaman, a (t) 

noktasından geçen anadoğrultman üzerinde  0( , )t vϕ  noktası merkez noktasıdır a⇔  

nın teğet vektör alanı T ve doğrultmanın teğet vektör alanı da X olmak üzere, 0( , )t vϕ  

noktasındaki teğet düzlemin bir normali TD X  dir [Hacısalihoğlu, 1993]. 

Đspat. (⇐): 
0vϕ : 0{ }I v M× →  eğrisinin teğet vektör alanı 

A=(1-a 0v )T+ 0v cN 

olduğundan TD X  in teğet düzleme normal olması sebebiyle, 

                                      ,TD X A〈 〉 =0 

                                      ⇒ - -
0 0, (1 ) 0aT cN av T v cN〈− + − + 〉 =  

                                      ⇒ -a+a2
0v + 0v c2=0 

                                    ⇒ 0v = 
2 2

a

a c+
 

elde edilir. Bu ise ϕ (t, 0v ) noktasının merkez noktası olduğunu ifade eder. 
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(⇒ ) : a (t) noktasından geçen doğrultmanın merkez noktası ϕ (t, 0v ) olsun. O halde 

,TD X X〈 〉 = ,TD X A〈 〉 =0 

olduğunu gösterelim. 

,X X〈 〉=1⇒T[ ],X X〈 〉 =0⇒ ,TD X X〈 〉 =0 ve 

                     ,TD X A〈 〉 = - -, (1 ) 0aT cN av T cvN〈− + − + 〉 =  

                         = - a+a2v+vc2 

dır. ϕ (t, 0v ) merkez noktası olduğundan 

2 2

a
v

a c
=

+
 veya 2 2- 0a a v vc+ + =  

dır. Böylece ,TD X A〈 〉 =0 dır [Hacısalihoğlu, 1993]. 

Teorem2.7. Bir regle yüzeyin Gauss eğrili ğinin mutlak değeri, bir doğrultman 

boyunca, bu doğrultman üzerindeki merkez noktada maksimum değerini alır 

[Hacısalihoğlu, 1993]. 

Đspat. M regle yüzeyi 

ϕ : 3I E× →R  

1 1 2 2 3 3( , ) ( ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ))s v a s va s a s va s a s va sϕ = + + +  

olmak üzere {(I ×R ,ϕ )} atlası ile verilsin. O zaman ( , )s vϕ  noktasındaki tanjant 

uzayın bir bazı 

φ ={A,X} 
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dır. ( , )s vϕ  noktasında ( , )s v sabitϕ =  eğrisinin birim teğet vektörü 

                                         
0*

1d
A A

ds A

ϕ = =  

dır. ( , )s v sabitϕ =  eğrisinin yay parametresi de s* olmaz üzere  

0 * *

d d ds
A

ds ds ds

ϕ ϕ= = , 
d

ds

ϕ
=A 

      
*

ds

ds
=

1

A
=

2 2 2 2

1

(1- 2av a v c v+ +
 

0AD A=
1

TD A
A

= ' 2 2 '1
( ) ( - ) ( )a v bcv T a a v c v X c v b abv N

A
 − − + + + + −   

dır. Benzer şekilde 

0
 AD T =

1
TD T

A
=

1

A
(aX+b N ) 

 0AD N =
1

TD N
A

= -
1

A
(-bT-cX) 

dır. ( , )s vϕ  noktasındaki ortonormal baz  

{ 0A ,X,N} , ( , )s vNϕ = N  

dır, öyle ki 

0A =
A

A
 , N= ( , )s vNϕ  

dır. Bu baz bir sağ sistem olduğundan  
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                                             N= 0A ∧ X 

   =
1

A
[ ](1 )av T cvN X− + ∧  

                                              =
1

A
[ ](1 )cvT av N− −  

dır. Böylece  

S( 0A )= 1 0 2A Xλ λ+  

S(X)= 1 0 2A Xµ µ+  

olduğundan 

K=detS= 1 2 2 1λ µ λ µ+  

ve Teorem2.1 den dolayı 2 ( ),S X Xµ = 〈 〉 =0 olduğundan 

K=- 1 2µ λ  

dır. Ayrıca S simetrik olduğundan  

1µ = 0( ),S X A〈 〉 = 0( ),S A X〈 〉 = 2λ  

dır. O halde 

K= [ ]2

0( ),S A X− 〈 〉  

dır. Şimdi 

0( ),S A X〈 〉  
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ifadesini hesaplayalım. 

0( )S A =
0
N AD =

* *

dN dN ds

ds ds ds
=  

dır, öyleki burada s*, v= sabit eğrisinin yay uzunluğudur. Böylece, 

*

ds

ds
=

1

A
 

dır. O halde 

0( )S A =
1

A

dN

ds
, 0( )S A =

1

A TD N  

elde edilir. Şimdi ise TD N  yi hesaplayalım: 

                      

dN

ds
= TD N =

1
( ) '

A
[ ](1 )cvT av N− − +

1

A
 

                  ( ' 'ac vT vN+ )+
1

A
[ ](1 )T TcvD T av D N− −  

veya (2.2) den TD T  ve TD N  değerleri yerlerine yazılırsa 

dN

ds
= TD N =

1
( ) '

A
[ ](1 )cvT av N− − +

1

A
' 'ac vT vN +  +

1

A  

                                        [ ](1 )b av T bcvN cX− + +  

elde edilir. Böylece 

0( )S A =
1

A

dN

ds
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den  

0, ( )X S A〈 〉 = 2

1

A
c 

veya ( , )s vϕ  noktasındaki 

                                                            K(s,v)= 
2

4

c

A
 

K(s,v)= -
2

2 2 2 2 2(1 2 )

c

av a v c v− + +
                          �2.16
 

bulunur. Buradan  

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 4

2(1 2 )( 2 2 )

(1 2 )

K c av a v c v a a v c v

v av a v c v

∂ − − + + − + += −
∂ − + +

 

olur, pay kısmındaki tam kareler toplamı olmayan kısmın sıfır olması 

gerekeceğinden  

2 2

a
v

a c
=

+
 

dır. Bu değere anadoğru üzerindeki karşılık gelen nokta, merkez noktası olduğundan 

X
r

 anadoğrusu üzerinde K eğrilik fonksiyonu maksimum değerini merkez noktada 

alır. v nin bu değeri yerine yazılırsa K nın maksimum değeri için  

( )22 2

max 2

a c
K

c

+
= −                                             �2.17
 

elde edilir. 
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Sonuç2.1. Bir regle yüzey in dağılma parametresi yalnızca doğrultmalara bağlıdır 

[Hacısalihoğlu, 1993]. 

Teorem2.8. (Chasles Teoremi): M  bir regle yüzey, M nin bir doğrultmanı boyunca 

normali VN , bu doğrultman üzerindeki merkez noktada M nin normali N ise N ile 

VN  arasındaki açının tanjantı, merkezden VN  nin başlangıç noktasına olan uzaklık 

ile doğru orantılıdır [Hacısalihoğlu, 1993]. 

Đspat. M nin bir atlası 

ϕ : 3I E× →R  

1 1 2 2 3 3( , ) ( ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ))s v a s va s a s va s a s va sϕ = + + +  

olmak üzere {(I ×R ,ϕ )} ve v=0 için ϕ (t,0) noktası, bir merkez noktası olsun. Bu 

taktirde, 

:a I M→  , 1 2 3( , , )a a a a=  

eğrisi, ϕ (t,0) merkez noktasından geçen bir ortogonal yörünge olur. :a I M→  

eğrisinin birim teğet vektör alanı T, a (t) noktasından geçen doğrultmanın birim teğet 

vektör alanı X olmak üzere , ϕ (t,0) noktasında TD X , M ye normal olur. Böylece, 

(2.2) den ϕ (t,0) noktasında a=0 dır. O halde ϕ (t,0) merkez noktasında dağılma 

parametresi a=0 olduğundan (2.6) dan XP =
1

c
 dır. Diğer taraftan, bu doğrultman 

boyunca a=0 olduğundan (2.2) den  

A=T+vcN 

dir. Böylece doğrultman boyunca yüzeyin normali 

VN =
1

A
A ∧ X 
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veya 

VN =
2 2 1 2

 (-vcT )

(1 )

N

v c

+
+

 

dır. Pay ve paydayı c ile böler ve 
1

c
= XP  göz önünde bulundurulursa  

VN =
2 2 1 2

 (-vT )

( )
X

X

P N

P v

+
+

 

elde edilir. VN  ile N arasındaki açının kosinüsü  

cos , VN Nθ = 〈 〉  

2 2 1 2

 

( )
=

+
X

X

P

P v
 

veya 

2 1 2

 1
cos

(1 ( ) )
X

v
P

θ =
+

 

olduğundan  

tan
X

v

P
θ =  

dir. Bu ise teoremi ispat eder. 

Sonuç2.2. Bir M regle yüzeyi üzerinde bir anadoğru boyunca teğet düzlem bir uçtan 

ötekine anadoğru etrafında 180o  derece döner [Hacısalihoğlu, 1993]. 
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Tanım2.10. 3:a I E→  eğrisi yay parametresi ile verilsin. Bu eğrinin birim teğet 

vektör alanı T=X yani 

3

1

ai
i i

T
x=

∂=
∂∑  

olsun. O zaman  

3: I Eϕ × →R  

1 1 2 2 3 3( , ) ( ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ))t v a t va t a t va t a t va tϕ = + + +  

olmak üzere {(I ×R ,ϕ )} atlası ile verilen M yüzeyine 3:a I E→  eğrisinin 

teğetlerinin tors yüzeyi denir. Buradaki 3:a I E→  eğrisine M nin sırt eğrisi (edge of 

regression) adı verilir [Hacısalihoğlu, 1993]. 
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BÖLÜM 3. REGLE YÜZEYLER 

 

Bu bölümde ��, dört boyutlu Öklid Uzayı’ nda regle yüzeyler ve hiperregle yüzeyler 

tanıtılarak, bu regle yüzeyler ile ilgili bazı karakterizasyonlar verilecektir.  

 

3.1. �� de Regle Yüzeyler 

�� de diferensiyellenebilir � eğrisi     

                                               �: 	 
 ��   
                                                           � 
 ���
 � �����
, ����
, ����
, ����

  
ile verilsin öyle ki burada 0 � 	 � R  dir. Ayrıca ��  te bir ℓ doğrusu,   

                        ℓ: R 
 ��     
                                  � 
 ���
 � ���
 � ����
,        ���
 � �����
, ����
, ����
, ����

 
olsun. Burada ���
, ℓ doğrusunun ���
 noktasında birim doğrultman vektörüdür. 

Eğer ℓ doğrusu � eğrisi boyunca hareket ederse ��  de �	��, ℓ
 koordinat komşuluğu 

ile gösterilen bir yüzey meydana getirir öyle ki bu regle yüzey parametrik olarak 

�: 	�� 
 ��                           
                     �3.1
                            ��, �
 
 ���, �
 � ���
 � ����
                                         

şeklinde ifade edilir ve �  ile gösterilir [Plass, 1939]. Burada � eğrisi regle yüzeyin 

dayanak eğrisi ℓ doğrusu da regle yüzeyin doğrultmanı olarak isimlendirilir (Şekil 1).  
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(Şekil 1) 

 

� nin � ye ve � ye göre türevi alınırsa 

�! � � ��
 � �� ��
   
�3.2
 

                              �# � ���
        

elde edilir. Böylece biz kabul ediyoruz ki 

$%&'(�!, �#) � $%&'(� � �� , �) � 2 

dir. Bu ifade eder ki �  bir 2- manifolddur. 

Ayrıca burada �, ���
 nin pozitif doğrultusundan * nin � eğrisinden uzaklığıdır. 

Eğer bütün ℓ doğrultmanları aynı noktadan hareket ederse bu takdirde � eğrisinin 

orijini üzerinde birim hiperküreleri kesen bir koni meydana gelir ve bu koni regle 

yüzeyin yön konisi olarak isimlendirilir. Bu bölümde ayrıca biz kabul ediyoruz ki � 

birim hızlı bir eğri ve + � ��
, ���
, � 0. 
Böylece aşağıdaki teorem verilebilir: 

Teorem3.1.1.  � , ��  te bir regle yüzey olsun. Bu takdirde � nin * noktasındaki 

Gauss eğrili ği  

0 

* � ���, �
 

�� 

���
 

��
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- � . 1
/ 0+�!#, �!#, . 1

� +�!#, �!,�1                                       �3.3
 

dır [Bayram ve diğerleri, 2009].  

Đspat. �  regle yüzeyinin herhangi bir * � ���, �
  noktasında tanjant uzayı 2�!, �#3  
tarafından gerilir. O halde �3.2
 denklemi göz önüne alınırsa  

�! �  � ��
 � �� ��
                      
                    �# � ���
        

olduğunu biliyoruz. Böylece birinci temel formun bileşenleri, (1.26) denklemlerinden 

� � +�!, �!, � + � ��
 � �� ��
,  � ��
 � �� ��
,  
                     � + � ��
,  � ��
, � 2+ � ��
, �� ��
, � ��+ � ��
,  � ��
, 

                                    � 1 � 2+ � ��
, �� ��
, � ��+� ��
, � ��
, 
                                4 � +�!, �#, � + � ��
 � �� ��
, ���
,  
                                    � + � ��
, ���
, � �+ � ��
, ���
, � 0 

                                5 � +�#, �#, � +���
, ���
, � 1                
dir. �  regle yüzeyinin kovaryant indislere göre simetrik olan Γ789 Christoffel 

sembolleri Koszul eşitli ğinden, yani (1.19) denkleminden dolayı  

Γ789 � 12 :�/;�
9< =>/8<>�7 � >/<7>�8 . >/78>�< ?
9

<@�
 

dır. O halde  

Γ��� � 12 �/;�
�� A>/��>�� � >/��>�� . >/��>�� B 

                                                 � 12 �/;�
�� A>/��>�� B 
dir. Yani  
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Γ��� � 1
2 �/;�
�� A>/��

>� B 

dir. Burada  

/ �  C� 44 5D �  C� 00 1D �  �/;�
 �� �  1� 

ve 

>/��>� �  > �>� �   > +�! ,EE�!,>�  � 2 +�!! ,EE�!,  
dır. Böylece 

F��� �  12�  2+�!! ,EE�!, �  1�  +�!! ,EE�!,  
olur. Yine Kozsul eşitli ğinden  

F��� �  12 :�/;�
 �<
�

<@�
A>/�<>�� � >/<�>�� . >/��>�< B 

ve 

F��� �  12 �/;�
 �� A>/��>�� � >/��>�� .  >/��>�� B � 12 �/;�
 �� A>/��>�� � >/��>�� .  >/��>�� B 
dır. Yani burada 

F��� �  12 �/;�
 �� A>/��>� � >/��>� .  >/��>� B � 12 �/;�
 �� A>/��>� � >/��>� .  >/��>� B 
dir. 

Ayrıca / simetrik olduğundan /�� �  /�� � 0 dır. O halde  

F��� �  12 �/;�
 �� A. >/��>� B 
dir.  

�/
�� � 5 ve �/;�
�� � 5 olduğundan  
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F��� � .  125  2 +�!# ,EE�!, �   15  +�!# ,EE�!, 
dir. Kozsul denkleminden 

F�� �  12 �/;�
 �� A>/��>�� �  >/��>�� . >/��>�� B 
dır. O halde    

F�� �  12 �/;�
 �� A>/��>� �  >/��>� . >/��>� B 
dır. Böylece  /�� �  /�� �  0 olduğundan  

F��� �  12� 2 +�!# ,EE�!, �   1�  +�!# ,EE�!, 
dir. Benzer yol takip edilerek 

F��� �  F��� �  F��� � 0 

olduğu görülür. O halde 

 F��� �  1�  +�!! ,EE�!, 
     F��� �  . 15 +�!# ,EE�!,                                               �3.4
 

 F��� �  1� +�!# ,EE�!, 
       F��� �  F��� �  F��� � 0 

dır. Böylece (1.6) denklemi ile verilen Gauss denklemi göz önüne alınırsa, 

HIJK�! �  �!! �  HJK�! �  L � �! , �!
 

  HIJK�# �  �!# �  HJK�# �  L � �! , �#
                                �3.5
 

                                           HIJN�# �  �## �  0 

dır. Öyle ki burada 
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HIJK�! �  F���  �! �  F���  �# 

�3.6
 

HIJK�# �  F���  �! � F���  �# 

 

dir. (3.4) , (3.5) ve (3.6) denklemlerinden  

���! , �!
 �  �!! .  1�  +�!! ,EE�!,P! �  15 +�!# ,EE�!,�# 

                     ���! , �#
 �  �!# .  1�  +�!# ,EE�!,�!                                                   �3.7
 

                               ���# , �#
 � 0  
dır. Buradan ise �  regle yüzeyinin Gauss eğrili ği (1.14) denklemi göz önünde 

bulundurulursa 

- �  1/ �+� � �! , �!
, ER � �#, �#
,E  .  SLE E� �! , �#
S�
 

dir. 

L � �# , �#
 � 0 dolayısıyla +L � �! , �!
, EL� �#, �#
,E  � 0 dır. Ayrıca 

SLE E� �! , �#
S� �  +L � �! , �#
, EL � �!, �#
,E olduğundan  

- �  . +L � �! , �#
, EL � �!, �#
,E
/  

 dir. (3.7) denklemi kullanılırsa; 

                        - �  . +�!# .  1�  +�!# ,EE�!,�! , �!# .   E1�  +�!# ,EE�!,�! ,E
/  

      �  . +�!# ,EE�!#, .  2�  +�!# ,EE�!,� � 1��  +�!# ,EE�!,+�! ,EE�!,  
/  

                             �  . 1  / 0+�!# ,EE�!#, .  1�  +�!# ,EE�!,�1 
olur. 
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Böylece aşağıdaki sonuç verilebilir: 

Sonuç3.1.1. � , �� de bir regle yüzey olsun. Bu takdirde � nin bir * noktasında 

Gauss eğrili ği  

- �  . 1  / T+� ��
,EE� ��
, .  +� ��
,EE � ��
,�
� U                              �3.8
 

dir. 

Đspat. Eğer (3.7) denklemi (3.3) denkleminde yerine yazılırsa istenen sonuç elde 

edilir. 

�� de � regle yüzeyinin ortalama eğrili ği SWS olmak üzere L � �# , �#
 � 0 

olduğundan (1.14) denkleminden hareketle 

SWS �  +L � �X , �#
, L � �X , �X
  ,4/�                                      �3.9
 

olduğu görülür. O halde aşağıdaki sonuç verilebilir: 

Sonuç3.1.2.  �� de �  bir regle yüzeyi olsun. Bu taktirde �  nin ortalama eğrili ği 

4SWS � 1
/2 0+ZXX, ZXX, . 1� +ZXX, ZX,� � 15 +ZX#, ZX,(2+ZXX, Z#, � +ZX#, ZX,)    
. 2�5 +ZXX, ZX,+ZX#, ZX,+ZX, Z#,1                                                     �3.10
 

dır [Bayram ve diğerleri, 2009]. 

Đspat :  (3.7)  ve   (3.9)   denklemlerinden sonuç açıktır. 

 

3.2. �� de Hiperregle Yüzeyler 

�[ , �� de  �  dayanak eğrili ve ℓ doğrultmanlı bir regle yüzey olsun. Eğer ℓ 

doğrultmanı yerine   �7    ,   1 \ ] \ 2   ,  vektörleri tarafından gerilen ����
 

düzlemini alırsak, ����
  nin � dayanak eğrisi boyunca hareketiyle elde edilen 3-

boyutlu yüzey, hiperregle yüzey olarak adlandırılır ve �[ ile gösterilir. Bu hiperregle 

yüzey parametrik olarak 
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                         � ^   	 _ ��    `    �� 

�3.11
 

��, �
     `   ���, �
 � ���
 � : �7�7
�

7@�
                                                

şeklinde ifade edilir [Thas, 1978a]. Kabul edelim ki  � dayanak eğrisi ����
 

doğrultman uzayının ortogonal yörüngesi olsun. Eğer  

rank ( �e  ,   ��   ,   ��   ,   �� f  ,  ��f  ) � 4 . '                         �3.12
 

olmak üzere, 

i) Eğer  ' � 0  ise  �  bir açılamaz regle yüzeydir. 

ii)  Eğer  ' � 1  ise  �  bir açılabilir regle yüzeydir. 

dir. Burada ee,  �  dayanak eğrisinin birim tanjant vektör alanı ve �f7 ,  �  eğrisi 

boyunca �7  vektör alanlarının türevleridir. 

Kabul edelimki  2�e , �� , ��3  ,  �[  regle yüzeyinin tanjant demetinin ortonormal 

bazı ve ξ da �[ nin birim normal vektör alanı olsun. Bu taktirde (1.7)  denklemi göz 

önüne alınırsa Weingarten denklemi ; 

iIjkξ � %ee�e � %e��� � %e��� � leξ 
iIjmξ � %�e�e � %���� � %���� � l�ξ                                �3.13
 

iIjnξ � %�e�e � %���� � %���� � l�ξ 
şeklinde yazılabilir.  Öyle ki burada  %78 ,  0 \ ], o \ 2  ler  pq  matrisinin 

bileşenleridirler.  Böylece (3.13) denklemlerinden 

+iIjkξ   ,   �e,  � %ee      ,        +iIjkξ   ,   ��,  � %e�      ,       +iIjkξ   ,   ��,  � %e� 

+iIjmξ   ,   �e,  � %�e      ,        +iIjmξ   ,   ��,  � %��      ,       +iIjmξ   ,   ��,  � %��   �3.14
 

+iIjnξ   ,   �e,  � %�e      ,        +iIjnξ   ,   ��,  � %��      ,       +iIjnξ   ,   ��,  � %�� 

dır. Buradan ise, 
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+iIjmξ   ,   �e,   �  .+pq���
  ,  �e,   �   .+L���,  �e
  , r,   �   %�e 

+iIjkξ   ,   ��,   �  .+pq��e
  ,  ��,   �   .+L��e,  ��
  , r,   �   %e� 

elde edilir. O halde L���,  �e
 � L��e,  ��
    olduğundan    %�e   �   %e�   dır.  

+iIjnξ   ,   �e,   �  .+pq���
  ,  �e,   �   .+L���,  �e
  , r,   �   %e� 

+iIjkξ   ,   ��,   �  .+pq��e
  ,  ��,   �   .+L��e,  ��
  , r,   �   %�e 

L���,  �e
  �   L��e,  ��
    olduğundan    %e�  �   %�e   dır. Ayrıca �   Ls�7,  �8t � 0,
1 \ ], o \ 2 olduğundan 

            +iIjkξ   ,   �e,   �  .+pq��e
  ,  �e,   �   .+L��e,  �e
  , r,   �   %ee 

+iIjuξ   ,    �8,   �  .+pq��7
  ,  �8,    �   .+Ls�7,  �8t  , r,   �   %78   �   0                  
dır.  O halde pq  matrisi   

pq � v%e %� %�%� 0 0%� 0 0 w 
şeklinde bir simetrik matristir. Burada  %e� � %�e � %�, %e� � %�e � %�  ve 

%ee � %e seçilmiştir. 

Teorem3.2.1. �[, �� de bir hiperregle yüzey ve �[ nin bir ortonormal bazı 

2�e, ��, ��3 olsun. Bu taktirde  �[ nin �7 ve �e vektör alanları tarafından üretilen 

x��[
 in iki boyutlu σ doğrultusunda Riemann eğrili ği 

-z� �7, �e
 � .+iIju�e, iIju�e,,          1 \ ] \ 2                             �3.15
 

dır [Thas, 1978a]. 

Đspat. Kabul edelim ki �[ nin Riemann eğrilik tensörü { olsun. Bu taktirde (1.12) 

denkleminden 

-z � +�7, {��7, �e
�e, 
dır. O halde (1.14) denklemi göz önüne alınırsa 
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+�7, {��7, �e
�e, � +L��7, �7
, L��e, �e
, . +L��7, �e
, L��7, �e
, 

dır. O halde Ls�7, �8t � 0,  1 \ ], o \ 2 olduğundan 

+iIju�e,�8, � +�e, iIju�8, � 0,         1 \ ], o \ 2 

ve 

+iIju�e,�e, � +�e, iIju�e, � 0            1 \ ], o \ 2 

denklemlerinden, sırasıyla,  iIju�e �8  ve  iIju�e �e  dır. Bu ifade eder ki  iIju�e  bir 

normal vektör alanıdır.  Yani  

iIju�e � L��7, �e
 

dır. Böylece  

-z � .+iIju�e,iIju�e,,    1 \ ] \ 2 

dir. 

Tanım3.2.1 �[, �� de hiperregle yüzey ve �[ nin eğrilik tensörü { olsun. Eğer 

2�e, ��, ��3, x��[
 in ortonormal baz alanı ise bu taktirde �[ nin Ricci eğrilik 

tensörü 

                                         |: x��[
 _ x��[
 
 � 

                                                               �Z, }
 
 |�Z, }
 � :+{��7, Z
}, �7,
7

 

ve � nin skaler eğrili ği  

$ � : |�
8

�8 , �8
                                                     �3.16
 

şeklindedir.  

Teorem3.2.2. �[, �� de hiperregle yüzey, ����
 � |~2��, ��3, �[ nin doğrultman 

uzayı olsun. Bu taktirde �[ nin skaler eğrili ği 
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$ � .2 : %7�
7

                                                        �3.17
 

dir [Thas, 1978a]. 

Đspat. 2�e, ��, ��3, �[ nin ortonormal baz alanı olsun. Bu taktirde 

$ � : |��

8@e
�8 , �8
 � |��e, �e
 � : |��7, �7


�

7@�
 

dir. O halde  

|��e, �e
 � :+{��7, �e
�e, �7,
7

 

                                                                   � : -�
7

�7, �e
 � . : %7�
7

 

ve 

|��7, �7
 � :+{s�8 , �7t�7, �8,
8

 

                                                                   � -<��7, �e
 � .%7� 

dir. Böylece açıktır ki 

|��e, �e
 � . : |��7, �7

7

        
dir. Buradan ise  

$ � .2 : |s�8 , �8t
�

� .2 : %7�
7

  

 

3.3. �� de �-boyutlu Regle Yüzeyler 

��  , &-boyutlu Öklid Uzayı’nda 203  � 	 � � olmak üzere diferensiyellenebilir bir 

eğri 
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                                                      � ^ 	 
 �� 

�3.18
 

                                        � 
  � ��
 � �����
, ����
, … . . , ����

 

olsun. �� de verilen bir ����
 doğrultman vektörlü bir P doğrusunun � eğrisi boyunca 

hareket etmesiyle elde edilen yüzeye ,  ��  de 2-boyutlu bir regle yüzey adı verilir ve 

�[[ ile gösterilir. Bu regle yüzey parametrik olarak 

� ^ 	 � � 
  ��                                          
  �3.19
 

         ��, �
 
 ���, �
 � ���
 �  � ����
 

ile gösterilir [Thas, 1978b]. Burada ���
 dayanak eğrisi, ����
 de doğrultman vektörü 

olarak isimlendirilir. Bu bölümde ���
 dayanak eğrisi, ����
 doğrultusundaki 

doğrultmanın ortogonal yörüngesi olarak kabul edilecektir. 

2��, ��3, x��[[
 nin bir ortonormal bazı, öyle ki �� �  � ′��
 olsun. Bu taktirde 

+��, ��,  � +��, �� ,  � 1, +��, ��,  � 0 

dır. �� de standart baz sistemi 
�

��m  , … . , �
��� olsun. � � �e sabit değeri için  

����e
 �  : �7
�

7@e
  >>�7                                            �3.20
 

olmak üzere 

�iIjm��
�@�k �  : ����7

�

7@�
 >>�7 �  : ��7��

�

7@�
 >>�7                           �3.21
 

 

elde edilir. Burada iI , �� de Riemann koneksiyonudur. Böylece *��� , �e
 

noktasında �[[ nin 5 Gauss eğrili ği olmak üzere 

5�*
 �  : ���7�� �� ��
�

7@�
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olur. Buradan ise 

5 �  +iIjm��, iIjm��,                                               �3.22
 

bulunur [Thas, 1978b]. 

Kabul edelim ki 2r�, r�, … , r�;�3 vektör alan sistemi * � �[[ noktasında ��[[ �*
 

uzayının bir ortonormal bazı olsun. Bu taktirde * � �[[ noktasında ����*
 nin bir 

bazı 2��, ��, r�, … , r�;�3 dir. (1.7)  denklemi ile verilen Weingarten denklemi bu baz 

vektörleri için yazılırsa 

                               iIjmr8 �  %��8  �� �  %��8  �� �  : �7�8 r7
�;�

7@�
 

                                                                     �3.23
 

                              iIjnr8 �  %��8  �� �  %��8  �� �  : ��78 r7
�;�

7@�
,          1 \ o \ & . 2               

elde edilir. Bu denklemlere Weingarten türev denklemleri denir. �3.23
 

denklemlerinde pq���7
 � � ��[[
 olduğundan pq� lineer dönüşümüne karşılık gelen 

matrisi aynı notasyonla gösterirsek, 

pq� � . =%��8 %��8
%��8 %��8 ?                                               �3.24
 

bulunur.  �3.23
 türev denklemlerinden 

+iIjmr8, ��, �  %��8  ,       +iIjmr8, ��, �  %��             8  

�3.25
 

+iIjnr8, ��, �  %��8  ,      +iIjnr8, ��, �  %��8            
elde edilir.  (3.25) ve (1.8) denklemlerinden dolayı 

%��8 �  %��8                                                                �3.26
 

dir. Ayrıca �� de bir doğru geodezik olduğundan iIjm  �� � 0 yani 
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%��
8 � 0                                                                 �3.27
 

dır. Böylece pq� matrisi 

pq� �  . = 0 %��8
%��8 %��8 ?                                                     �3.28
 

şeklini alır. O halde pq�matrisi için aşağıdaki sonuçlar verilebilir: 

Sonuç3.3.1. �[[, �� de 2-boyutlu regle yüzey olsun. � nin pq� şekil operatörüne 

karşılık gelen matris, simetrik bir matristir [Thas, 1978b]. 

Sonuç3.3.2. �[[, �� de 2-boyutlu regle yüzey ve pq� de  r8  , 1 \ o \ & . 2 birim 

doğrultusu için tanımlanmış olan şekil operatörü olsun. Bu taktirde  

det pq� �  s%��8 t�                                                    �3.29
 

Lipschitz-Killing eğrili ği tanımından 

5s* , r8t � det pq� 

olduğundan Sonuç 3.19 den 

5s* , r8t �  s%��8 t�                                               �3.30
 

dir. Böylece aşağıdaki sonuç verilebilir: 

Sonuç3.3.3. �[[, �� de 2-boyutlu regle yüzey olsun. �[[ nin her noktada ve her 

normal doğrultudaki Lipschitz-Killing eğrili ği  

             5 s*, r8t � �%��8 
�,             1 \ o \  & . 2 

dir [Thas, 1978b]. 

Weingarten türev denklemlerinden  

+iIjmr8, ��, � %��8 ,      1 \ o \  & . 2 

dır. Ayrıca  +r8 , ��, � 0 olduğundan  
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���+r8, ��,� � +iIjmr8, ��, � +r8, iIjm��, � 0 

bulunur. Buradan ise 

+iIjm
r8, ��, � .+r8 , iIjm��, 

elde edilir. Bu ifadede sol taraf  %��
8  dir. O halde 

+r8 , iIjm��, � .%��
8  

dır. Ayrıca  iIjm�� ��  ve  iIjm�� �� olduğundan 

iIjm�� � L���, ��
                                                  �3.31
  

dır. Böylece  

+iIjm��, r8, � +pq����
, ��, 
                          � .+L���, ��
, r8, 

olduğundan 

+L���, ��
, r8, � .%��8  

elde edilir. O halde son olarak 

L���, ��
 � :+L���, ��
, r8,r8
�;�

8@�
 

L���, ��
 � . : %��8 r8
�;�

8@�
                                               �3.32
 

bulunur. Böylece son denklem ve (3.31) denkleminden  

iIjm�� � . : %��8 r8
�;�

8@�
                                                    �3.33
 

dir. 
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Teorem3.3.1. �[[, �� de 2 boyutlu regle yüzey olsun. Bu taktirde �[[ nin Gauss 

eğrili ği  

5 � . :�%��8 
�
�;�

8@�
                                              �3.34
 

dir [Thas, 1978b].  

Đspat. (3.22) denkleminden  

5 � +iIjm��, iIjm��, 
olduğunu biliyoruz. Bu denklemde (3.27) i yerine yazarsak 

5 � . :�%��8 
�
�;�

8@�
 

elde edilir.  

Bu teorem ve sonuç3.3.1 den aşağıdaki sonuçlar verilebilir: 

Sonuç3.3.4. �� de �[[ regle yüzeyinin Gauss eğrili ği, Lipschitz-Killing eğrili ğine 

bağlı olarak 

5�~
 � . : 5�*,
�;�

8@�
r8
 

dir. 

Sonuç3.3.5. �� de � regle yüzeyi açılabilirdir ⇔ Gauss eğrili ği sıfıra eşittir [Thas, 

1978b]. 

Sonuç3.3.6. �� de � regle yüzeyi açılabilirdir ⇔ Lipschitz-Killing eğrili ği her 

noktada sıfırdır [Thas, 1978b]. 
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