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OZET

Anahtar kelimeler: Devirli kodlar, yar1 devirli kodlar, skew polinom halkasi, en kiigiik
geren kiimesi, kuantum kod

Devirli kodlarin kodlama i¢in zengin bir cebirsel yapiya sahip olmasi, kodlar arasinda
en ¢ok calisilan alan olmasma sebep olmustur. Bu c¢alismada da farkli halkalar
tizerindeki devirli kod aileleri incelenmistir. Bu halkalar {izerindeki devirli kodlar
kullanilarak hem yeni hem de optimal kodlar elde edilmistir.

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir ve ilk boliimde cebir ve kodlama teorisi ile ilgili
olan temel tanimlar ve teoremler verilmistir.

Ikinci béliimde, Z, +UZ, +U°Z, halkasinin Galois geniglemesi ¢aligilmistir. Ayrica

bu halka tizerindeki devirli kodlarin yapist incelenmis ve bu kodlarin iireteclerinin
genel bir formu ve bu kodlar i¢in en kiigiik geren kiime belirlenmistir. Elde edilen bu

bilgilerden yararlanilarak Z, iizerinde yeni lineer kodlar tablo seklinde bdlim
sonunda verilmistir.

Ucgiincii boliimde, [, +VEF, halkas: tizerindeki skew yar1 devirli kodlarin cebirsel

yapisi incelenmistir. Skew yar1 devirli kodlarin dualleri tartisilmistir ve farkl: bir bakis
agist ile [, + VI, tzerindeki skew devirli kodlarin dualini icermesi igin gerek ve yeter

sart verilmistir. Bundan yararlanilarak skew devirli kodlardan kuantum kod insa
edilmistir.

Dérdiincii boliimde, I, + Ul + VIF; +uvlF; halkasindaki lineer kodlarin yapisi incelenip

yeni bir Gray doniisiim verilmigtir. Ayrica bu halka tizerindeki devirli kodlarin tireteg
polinomlar1 belirlenmistir. Elde edilen devirli kod sonuglarindan yararlanilarak
kuantum kod parametreleri bulunmustur.

Besinci bolimde, IF,F,[u] -devirli kodu olarak adlandirilacak olan devirli kodlarin yeni

bir smnifi incelenmistir. Ayrica yeni bir Gray doniisiim tanimlanmus ve baz1 F,F,[u] -

devirli kodlarin Gray goriintiilerinden elde edilen ikili optimal kod 6rnekleri tablo
halinde sunulmustur.

Son boliimde ise sonug ve Onerilere yer verilmistir.

vii



FAMILIES OF CYCLIC CODE OVER SOME FINITE RINGS

SUMMARY

Keywords: Cyclic codes, quasi cyclic codes, skew polynomial ring, minimal spanning
set, quantum code

Cyclic codes are the most studied field among the codes because of their rich algebraic
structure for coding. In this study, the family of cyclic codes over different rings are
investigated. By using cyclic codes over these rings, both new codes and optimal codes
are obtained. This thesis consists of six chapters and in the first chapter, some basic
definitions and theorems related to algebra and coding theory are given.

In the second chapter, Galois extensions of the ring Z, +uZ, +u®Z, are studied. Also

cyclic codes over this ring are investigated and the general form of the generator and
a minimal spanning set of such codes are determined. Using these informations, new

linear codes over Z, are given in a table at the end of the chapter.

In the third chapter, the algebraic structure of skew quasi cyclic codes over the ring
IF, + VI, is investigated. The duals of skew quasi cyclic codes are discussed. Also from

a different viewpoint, necessary and suffcient condition for skew cyclic codes over
IF, + VI, is given to contain its dual. By using this information, quantum codes are

constructed from skew cyclic codes.

In the fourth chapter, the structure of linear codes over I, +Uulf, + VI, +uvlF, is

investigated and a new Gray map is given. Also, generator polynomials of cyclic codes
over this ring are determined. Using these results, some parameters of quantum codes
are found.

In the fifth chapter, a new class of cyclic codes which is referred to as I, F,[u] -cyclic
codes is discussed. Also a new Gray map is defined and some examples of optimal
codes which are the binary Gray images of E,IF,[u] -cyclic codes are presented in the
form a table.

In the last chapter, the conclusion and some recommendations are given.
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BOLUM 1. GIRiS

1.1. Cebirsel Tanimlar ve Teoremler

Bu béliimde, tez boyunca kullanilacak olan temel cebirsel tanimlar ve teoremler

verilecektir.

Tamim 1.1.1. A bostan farkli bir kiime olsun. X,y € A olmak tizere her (X,y) sirali

ikilisine A’nin bir ve yalniz bir elemanini karsilik getiren fonksiyona A tizerinde bir

k9

ikili islem denir. A kiimesi tizerindeki bir ikili islem ile gosterilecek olursa

AxA—> A
(X, y) > x*y
ile tanimlanir. Uzerinde en az bir ikili islem tanimlanmis kiimeye de cebirsel yapi denir

[1].

[T30R 1)
*

Tamim 1.1.2. G bostan farkli bir kiime ve G kiimesi iizerinde tanimli bir ikili islem

olsun. Asagidaki sartlari saglayan (G, *) cebirsel yapisina grup denir.
I. Va,b,ceG igin
(axb)*c=a=*(b=*c)
il. Vg eG igin
€*g=0%*€; =g
olacak sekilde bir tek €5 € G elemani vardir ve bu elemana birim eleman denir.
iii. VgeG i¢in
g*g =g *g=¢

olacak sekilde g™ €G elemani vardir ve bu elemana g’nin tersi denir [1].



Tanmm 1.1.3. (G,*) grubunda eger Va,beG i¢in a*b=Db=*a sart1 saglaniyor ise

(G, *) grubuna degismeli (abelyen) grup denir [1].

Tanmm 1.1.4. G’nin bostan farkli bir H alt kiimesi G ’deki ikili islem altinda kendi

basina bir grup oluyor ise H kiimesine G’nin bir alt grubu denir [1].

Teorem 1.1.1. (G, *) bir grup ve H kiimesi G’nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. H

kiimesinin G’nin bir alt grubu olmasi i¢in gerek ve yeter sart Va,beH igin

a*b™ e H olmasidir [2].

(Y32

Tanim 1.1.5. Bostan farkli R kiimesi “+” ve ikili islemleri altinda asagidaki

sartlar1 sagliyor ise R kiimesine halka denir ve (R,+,-) ile gosterilir. Va,b,c e R i¢in
i.  (R,+) degismeli bir gruptur.
ii. a(bc)=(ab).c dir.

iii. a(b+c)=ab+ac ve (a+b).c=ac+b.c dir[2].

Kolay gosterim olmasi adina bundan sonraki boliimlerde a.b yerine ab yazilacaktir.

Tanmm 1.1.6. Va,beR igin eger ab =ba sart1 saglaniyor ise R halkasina degismeli
halka denir [2].

Tamim 1.1.7. YaeR i¢cin ae =ea=a olacak sekilde tek bir e € R varsa R halkasina
birimli halka denir. Genel olarak halkanin birimi 1, ile gosterilir ve birim eleman veya

carpimsal birim olarak adlandirilir [2].

Tanim 1.1.8. Birimli bir R halkasindaki bir a € R i¢in ab=ba =1, olacak sekilde bir

b e R varsa a elemanina terslenebilen eleman denir [2].

Tanim 1.1.9. Birimli ve degismeli bir halkada sifirdan farkli her elemanin tersi var ise

bu halkaya cisim denir [2].



Tamm 1.1.10. R bir halka ve 0#a e R olsun. Eger bir 0 #b € R elemani igin ab =0

veya ba=0 oluyor ise a elemanina sifir bolen denir [2].

Tamim 1.1.11. Birimli, degismeli ve sifir bolensiz halkaya tamlik bolgesi denir. [2]

kendi basina bir halka oluyor ise S kiimesine R halkasinin bir alt halkasi denir [2].

Teorem 1.1.2. R halkasinin bostan farkli bir S alt kiimesi
I. Va,beS i¢cin a—beS ve
ii. Va,beS icin abe S

sartlarini sagliyor ise S kiimesine R halkasinin bir alt halkasi denir [2].

Tanmm 1.1.13. R bir halka olmak iizere Va € R i¢in na=0 sartin1 saglayan en kii¢iik
pozitif n tamsayisina R halkasinin karakteristigi denir ve R halkasina da sonlu
karakteristige sahip denir. Eger boyle bir en kiigiik pozitif n tamsayisi bulunamiyor ise

R halkasinin karakteristigi 0’dir denir. R halkasinin karakteristigi kar(R) ile gosterilir

[1].

Teorem 1.1.3. Bir tamlik bolgesinin karakteristigi ya sifirdir ya da asal sayidir [2].

Tamm 1.1.14. R halkasinin bostan farkli bir | alt kiimesi
i. Va,bel i¢cin a-bel ve
ii. Vael ve VreR i¢in rael(arel)

sartlarin1 sagliyor ise | kiimesine R halkasinin bir sol (sag) ideali denir. Eger | ideali
hem sag ideal hem de sol ideal ise | kiimesine iki tarafli ideal veya kisaca R halkasinin

bir ideali denir. Eger R halkas1 degismeli ise sag ve sol ideal ayn1 olacaktir [2].

Tanim 1.1.15. Bir R halkasinda | ={0} ve |=R kiimeleri halkanin asikar

idealleridir. R halkasinin agikar olmayan ideallerine has (6z) ideal denir [2].



Teorem 1.1.4. R birimli bir halka olmak tizere R halkasinin | ideali halkanin birimini

iceriyor ise | =R dir [2].

Idealler yardimu ile yeni halkalar yapilandirilabilir. Bu yapilandirma i¢in asagidaki

sekilde tanimlanan bagintiya ihtiyag¢ olacaktir.

Tanim 1.1.16. R bir halka olmak tizere |, R’nin bir ideali ve a,b € R olsun.

“a=b olmasi i¢in gerek ve yeter sart a—b e | olmasidir.”
seklinde tanimlanan “=" bagintisi R iizerinde bir denklik bagintisidir. Bu bagintiya
gore biitiin denklik siniflarinin kiimesi % ile gosterilecek olursa % = {r +1:re R}

seklindedir [1].

Tamim 1.1.17. R bir halka ve | da R’nin bir ideali olsun. V(r+1),(s+1) R% icin

(r+D)+(G+D)=(r+s)+1
(r+1.(s+1)=rs+1

seklinde tanimlanan toplama ve ¢arpma islemleri altinda % bir halkadir. Bu %
halkasina R’nin I’ya gore boliim halkasi denir. Eger R birimli bir halka ise %

halkasinin birimi 1; + | elemanidir. Eger R degismeli bir halka ise F\% da degismeli

halkadir [1].

R bir halka ve | da R’nin bir ideali oldugunda % kalan smifinin bir halka oldugu

gosterildi. Bundan sonraki adimda dogal olarak su soru ortaya ¢ikar: % halkas1 ne

zaman tamlik bolgesi veya cisim yapisini kazanir? Bu sorunun cevabi i¢in asagidaki

tanimlara ihtiyac olacaktir.

Tamm 1.1.18. R degismeli halkasindaki P # R olacak sekildeki bir P ideali

abeP=aecPveyabeP

sartin1 sagliyor ise P idealine R halkasinin asal ideali denir [2].



Tanim 1.1.19. R halkasinda M # Rolacak sekilde bir M ideali olsun. Eger R
halkasinda M < | < R sartin1 saglayan her | ideali i¢in 1 =M veya | =R oluyor ise

M idealine R halkasimin maksimal ideali denir [2].

Teorem 1.1.5. R birimli ve degismeli bir halka ve P # R olacak sekilde bir | ideali
olsun. R/ P halkasmin tamlik bolgesi olmasti i¢in gerek ve yeter sart P idealinin R ’nin

asal ideali olmasidir [2].

Teorem 1.1.6. R birimli ve degismeli bir halka ve M # R olacak sekilde bir M ideali

olsun. % halkasinin cisim olmasi igin gerek ve yeter sart M idealinin R nin

maksimal ideali olmasidir [2].

Teorem 1.1.7. Birimli ve degismeli bir R halkasinda her maksimal ideal asal idealdir.

Fakat tersi dogru degildir [2].

Tamm 1.1.20. R birimli ve degismeli bir halka ve m;,m,,---,m <R olmak iizere
(m,m,,--,m ) ={mrp +m,r, +---+mr r,r,---r eR}

idealine R’nin m;,m,,---,m, tarafindan iiretilen ideali denir [2].

Ozel olarak R halkasinn bir | ideali a e R olmak iizere
| =(a)={ar:reR}
seklinde tek bir a elemani tarafindan iiretiliyor ise | idealine temel ideal denir.

“a” elemanina da | idealinin treteci denir.

Tanmim 1.1.21. Her ideali temel ideal olan R halkasina temel ideal halkasi denir. Her

ideali temel ideal olan tamlik bolgesine ise temel ideal bolgesi denir [2].

Tamm 1.1.22. Tek bir maksimal ideale sahip olan halkaya lokal halka denir [3].



Tanmm 1.1.23. Birimli ve degismeli bir halkada tiim idealler kapsama islemi altinda

bir zincir olusturuyorsa bu halkaya zincir halkasi denir. Yani 1=0,2,---,n—1 i¢in R
halkasinin tiim |; idealleri arasinda
{O}=l,cl,c---cl,,=R

seklinde bir iliski varsa R halkasina zincir halkas1 denir [4].

Teorem 1.1.8. Sonlu ve degismeli bir R halkasi i¢in asagidaki kosullar denktir.
I. R bir lokal halka ve R’nin M maksimal ideali temel idealdir.
Ii. R bir lokal temel ideal halkasidir.
iii. R bir zincir halkasidir [4].

Tanmm 1.1.24. R ve S iki halka ve f:R—S fonksiyonu verilmis olsun. Eger
Va,b eR igin

i. f(a+b)=f(a)+ f(b)

ii. f(ab)="f(a)f(b)

sartlar1 saglaniyor ise f ’ye bir halka homomorfizmasi denir [1].

Tanmm 1.1.25. R ve S iki halka ve f:R—S bir halka homomorfizmasi olsun. Eger
f birebir ve oOrten ise f ’ye bir halka izomorfizmast denir. R ve S halkalarina da
birbirine izomorf denir ve  R=S seklinde ifade edilir. Eger R=S ise f

izomorfizmasina otomorfizma denir [1].

Tamm 1.1.26. R ve S iki halka ve f:R—S bir halka homomorfizmasi olsun. Bu
durumda

i. Cekf = {r eR:f(r)= OS} kiimesine f ’nin ¢ekirdegi

ii. Imf ={f(r):reR} kiimesine f "nin goriintii kiimesi

ad1 verilir [1].



Teorem 1.1.9. R ve S iki halka ve f :R— S bir halka homomorfizmasi olsun. Bu

durumda
I. Cekf , R halkasinin bir idealidir.

ii. Cekf ={0.} ancak ve ancak f birebirdir [1].

Teorem 1.1.10. R ve S iki halka ve f :R— S bir halka homomorfizmasi olsun. Bu

durumda

%ekf ~|mf
dir [1].

Tamm 1.1.27. R bir halka, m pozitif tamsay1 ve 0<k <m i¢in 8, € R olmak iizere
f(x)=a,+aX+---+a,x"

ifadesine R’den katsayili bir polinom denir. Bu polinomda k>m+1 olmak iizere

a, =0 oldugu kabul edilecektir. 0 <k <m i¢in @, elemanlarmna f(x) polinomunun

katsayilari denir. a, # 0 olacak sekildeki en biiyiik k tamsayisina f(x) polinomunun

derecesi denir ve d°f(x) seklinde gosterilir. Bu sarti saglayan @, elemanma f(X)

polinomunun bas katsayisi, a, elemanina ise f(x) polinomunun sabiti denir [1].

Tamm 1.1.28. Katsayilar1 R’den olan x belirsizine gore biitiin polinomlarin kiimesi

R[x] ile gosterilsin. Bu kiime iizerinde polinomlarin toplam1 ve ¢arpimi
f(x)=a,+ax+---+a,X" € R[x]
g(x) =b, +bx+---+b X" € R[x]

olmak tlizere

(0+900= 3 (@ +b)x

m+n i

f(x).9(x) =Zcixi Ve C, :Zajb‘*i

seklinde tanimlanir [1].



Tanimm 1.1.29. R[x] polinomlar kiimesi yukarida tanimlanan toplama ve ¢arpma

islemlerine gore bir halkadir [1].

Teorem 1.1.11. R’den katsay1l1 polinom halkas1 R[X] olmak iizere
i. Eger R halkasi degigmeli ise R[x] polinom halkasi1 da degismelidir.
ii. R birimli ise R halkasinin birimi ayn1 zamanda R[X] polinom halkasinin da
birimidir.

Iii. R tamlik bolgesi ise R[X] polinom halkas1 da tamlik bolgesidir [2].

Teorem 1.1.12. R’den katsayili polinom halkasi R[x] ve
f(x)=a,+aXx+---+a,x" ve g(x)=b,+bx+---+b,x" swras1 ile m. ve n. dereceden
iki polinom olsun. Bu durumda
d°[f (x)+900]<d”f () +d°g(x)
dir. Eger R halkas1 tamlik bolgesi ise
d°[f(x)+g(x)]=d°f(x)+d°g(x)
dir [2].

Tanmm 1.1.30. Bas katsayisi 1 olan polinoma monik polinom denir [2].

Tamim 1.1.31. Sabitten farkli bir f(X) € R[x] polinomu, derecesi f(x) polinomundan

kiigiik fakat sabit olmayan herhangi iki polinomun ¢arpimi seklinde yazilamiyorsa

f (X) polinomuna indirgenemez polinom denir [1].

Tamm 1.1.32. Fn =GF(q™) bir cisim ve IE‘qm cismi {izerinde tanmimlanmis bir

6 :a — " otomorfizmas: olmak iizere

F,.[x,0]={f (x) =a,+aXx+...+a_,Xx""|a eF, vei=01...n-1}

kiimesi polinom halkasindaki standart toplama islemi ve (ax')*(bx') =aé'(b)x'"!

seklinde tanimlanan carpma islemine gore bir halka belirtir. Bu halkaya skew polinom

halkas1 denir [5].



Uyan 1.1.1. Yukaridaki tanim ]qu cismi yerine herhangi bir R halkasi alinarakta

yapilabilir.
Uyar1 1.1.2. Skew polinom halkas1 degismeli olmayan bir halkadir.

Ornek 1.1.1. F, = GF(2?) icin 6(0)=0,0(1) =1,0(W) =w+1,8(Ww+1)=w olmak
uzere
wx®* (L+w)x* = wo* (1+w)x°
=w(l+w)x®
= X5
(L+w) x> *wx? = (1+w)8* (W) x°
= (L+w)(1+w)x°
=wx’

esitliklerinden F,[X, 8] skew polinom halkasinin degismeli olmadig1 goriiliir.

Tanmm 1.1.33. Birimli ve degismeli bir R halkasi ve a,be R olsun. Eger b=ac

olacak sekilde bir ce R varsa a elemani1 b’yi boler (veya a elemani b’nin bir

carpanidir) denir ve a|b ile gosterilir [2].

Tanim 1.1.34. Birimli ve degismeli bir R halkasinda u € R elemani eger U|1, sartini

sagliyor ise yani R de ¢arpimsal terse sahip ise U elemanina birimsel eleman ya da

aritmetik birim denir [2].

Tanmm 1.1.35. R bir halka, M bir toplamsal degismeli grup olmak {izere

RxM —> M
(r,m) > rm

ile tanimlanan dis islem Vr,r,r,eR ve Vm,m,m, e M i¢in
.or(m+m,)=rm +rm,
i. (h+r)m=rm+r,m
. r(r,m)=(rr,)m
iv. Im=m
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kosullar1 saglaniyor ise M’ye bir sol R-modiil denir. Benzer sekilde sag R-modiil de
tanimlanabilir. Ozel olarak eger R halkas1 degismeli ise sag R-modiil ayn1 zamanda sol

R-modiil ve bunun tersi de dogru olacagindan kisaca M’ye R-modiil denir [3].

Tamim 1.1.36. R bir halka, M bir R-modiil ve M’nin bostan farkli bir altkiimesi N olsun.
vn,n,eN ve reR i¢in

I. 0, eN

ii. n,—n,eN

iii. rn, e N(nreN)
sartlar1 saglaniyor ise N’ye M’nin bir sol (sag) R-alt modiilii denir. (0) ve M’nin

kendisi M’nin birer R-alt modiilleridir. Bu alt modiillere asikar alt modiiller denir [3].

Ornek 1.1.2. R bir halka ve elemanlari R’den olan sirali n-lilerin kiimesi R" olsun.
R" | R tizerinde bir modiildiir.

Tanim 1.1.37. R bir halka, M bir R-modiil ve | indis kiimesi olmak tizere S ={y.}._,
de M’nin bir iireteg sistemi olsun. Eger her me M elemani I, eR ve y, €S olmak

uzere, m= Z Iy, seklinde sonlu bir toplam olarak yazilabiliyor ve bu yazilis tek tiirli

iel
oluyor ise S={y,},,, ye M’nin bir taban1 denir. M modiiliine de serbest modiil denir

[3].

Tamm1.1.38. R bir halka, M ve N de R-modiil olsun. Bir f :M — N fonksiyonu her
m,m, eM veher r eR igin

L f(m+m,) = f(m)+ f(m,)

i. f(rm)=rf(m)

kosullar1 saglaniyorsa, f’ye modiil homomorfizmasi veya R-homomorfizmasi denir

[3].
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Teorem 1.1.13. (Cin Kalan Teoremi) | ve J idealleri R halkasinin | +J =R olacak
sekilde iki ideali olsun.
i. Herhangi a,b eR igin
x=a(modl)
X =h(modJ)
sisteminin bir ¢oziimi vardir. Sistemin herhangi iki ¢6zimi | J

modiiliinde konguriienttir.

ii. F\%m 3= % x % halka izomorfizmas1 vardir [6].
Cin Kalan Teoremi asagidaki gibi de yorumlanabilir.

Teorem 1.1.14. R birimli ve degismeli bir halka olmak iizere asagidakiler denktir.
i. R’nin bir (g;);, idempotent ailesi i+ j i¢in eg; =0 , Zei =1ve R =¢R
i=1
olacak sekilde vardir.

ii. R=R +R,+---+R_ dir [5].
1.2. Kodlama Teorisi ile Tlgili Tanimlar ve Teoremler

Kodlama Teorisi, gonderilen bir bilginin bozulma ihtimalinin oldugu (giiriltiilil) bir
iletisim kanali boyunca bilgiyi iletirken meydana gelebilecek hatalar1 tespit edip
diizeltmek amaci ile ortaya c¢ikmistir. Bunu yaparken ki temel diisiince, bilgi
transferinde veya depolamasinda asil bilgiye eklemeler yaparak onlara bir cebirsel yap1
kazandirip meydana gelebilecek olan bozulmalar en aza indirgemek ve diizeltmektir.
Tek amag hata tespit etmek ya da diizeltmek degildir. Ayn1 zamanda maliyetinin az ve
bilgi transferi ve depolamasinin hizli olmasi istenmektedir. Iste daha az maliyetli ve
en Ustlin performansa sahip kodlar1 bulmak kodlama teorisinin asil hedefidir.
Dolayisiyla hata kontrolil i¢in kodlamanin kullanilmast modern iletisim ve dijital

depolama sisteminin tasariminin ayrilmaz bir pargasi olmustur.
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Kodlama teorisinde karsilasilan sorunlar genellikle miihendislik uygulamalardan
kaynaklansa da alanin gelistirilmesinde matematigin oynadig rol biiyiiktiir. Ozellikle
cebir ve kombinatoriyel matematigin 6nemi kabul goren bir gercektir. Bu sebepten
dolay1 kodlama teorisi sadece miihendisler ve bilgisayar teknolojileri ile ugragan bilim

adamlarina degil ayn1 azmanda matematikgilere de hitap eden bir konu olmustur.

Bilgi ve kodlama teorisinin baslangicin1 simgeleyen “Iletisimin Matematiksel Bir
Kuram1” baglikli ¢alisma 1948’de Claude Shannon tarafindan yaymlanmistir [7]. Bu
calisma ile iletisimin teorik temelleri ortaya konmustur. Shannon bu makalesinde

kanal kapasitesi (c(p) ) olarak adlandirdigi bir say1 tanimlamis ve giiriiltiilii bir iletisim

kanalinda bu kapasitenin altindaki bir oranda giivenli iletisimin olabilecegini

matematiksel olarak kanitlamistir. Ornegin ikili kanal icin kanal kapasitesi formiilii

¢(p) =1+ p.log, p+(1-p).log,(1-p)

dir. Eger p=0.5 ise c(p)=0 olur. Bu da gosterir ki hata olasiligi 0.5 olan bir ikili

kanal i¢in hi¢bir kodlama semasi ¢aligmaz.

Dikkat edilmelidir ki Shannon’un bu kanit1 yapisal degildir. Yani hatali kod ¢ozme
olasiligini, ¢ok diisiik hale getirebilecek kodlarin varligini kanitlamaktadir fakat bu tiir
kodlarin nasil olusturulacagi hakkinda herhangi bir bilgi vermemektedir. Bunun
tizerine kodlamanin nasil yapilacagina dair aragtirmalar baglamis ve 1950°de Richard
W. Hamming, hata diizelten kodlar1 a¢ikc¢a tanitan ilk ¢alisma olarak gosterilebilecek

“Hata Tespit Eden ve Hata Diizelten Kodlar” bashkli ¢alismasini ortaya koymustur

[8].

Kodlama teorisinde kullanilacak olan bazi temel tanmimlar ve teoremler asagida
verilmistir. Bu kisimda verilen tanimlar ve teoremler igin [9] kaynagindan

yararlanilmastir.
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Tanmm 1.2.1. S = {sl, 32,---,sq} g elemanli sonlu bir kiime olmak iizere S tizerindeki

biitiin sirali n-lilerin kiimesi S" ile gosterilsin. S" nin bostan farkli herhangi bir C alt

kiimesine (’lu blok kod ve S kiimesine de kod alfabesi denir. C kodunun her bir

elemanina kod sz ad1 verilir. Eger C <= S" kodu M tane eleman igeriyor ise bu koda

n uzunlugunda M elemana sahip kod denir ve kisaca (n, M) -kodu olarak gosterilir.
(n, M) -kodunun hiz orani ise

R:Iong
n

dir.

Hatanin ¢oziilme olasiligini hesaplamak genelde zor oldugundan kodun kabiliyeti
hakkinda bilgi edinmek i¢in genelde kombinatoriyel bir l¢iim kullanilir. Bu 6l¢iim
1950’de Hamming tarafindan tanimlanan ve kendi adiyla anilan uzaklik fonksiyonu

olup tanimi1 asagida verilmistir.

Tamm 1.2.2. Aym alfabe iizerinde iki swali n-li  X=(X,%,-,X,) Ve

y= ( Vi Youu Y, ) olmak tizere x ve y n-lilerinin farkli olan bilesenlerinin sayisina X ve

y arasindaki Hamming uzaklik denir ve d(X,y) seklinde gosterilir. Bagka bir ifade ile
dy (X, y) =[{i:x =y, 1<i<n}|

olarak tanmimlanabilir.

Teorem 1.2.1. d:S"xS" — N Hamming uzaklik fonksiyonu X,y,zeS" olmak
lizere agagidaki 6zellikleri saghyor ise (S",d) -ikilisine bir metrik uzay denir.

I. Pozitif tammlilik :d,(X,y)>0 ve d(x,y)=0<x=y=0

ii. Simetri d, (X y)=d,(y,X)

iii. Uggen Esitsizligi :d,, (X, y) <d, (x,2)+d,(z,y)
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Tamim 1.2.3. C kodunun bir kod sézii X = (Xl, Xyt Xn) olmak iizere X kod soziiniin
sifirdan farkli bilesen sayisina X’in agirligi denir ve w(X) ile gosterilir. Baska bir ifade
ile

w, () =|{i:x =0,1<i<n}]

olarak tanimlanabilir.

Tamm 1.2.4. C kodunun minimum agirlig

w, (C) = (g]xier(]: w(Xx)

olarak tanimlanir.

Tamim 1.2.5. n uzunlugunda M elemana sahip bir C kodunun minimum uzakligi
C’deki tiim kod sozler arasindaki en kiigiik uzaklik olarak tanimlanir. Baska bir ifade
ile

dyy (C) = min dy,(x,y)

olarak tanimlanabilir.

Tamm 1.2.6. n uzunlugunda M elemanli d minimum uzakliga sahip bir C kodu

(n,M,d) -kodu olarak gosterilir. Buradaki n,M,d sayilarima da C kodunun

parametreleri denir.
Bir kodun hata tespit etme ve diizeltme degeri kod s6zler arasindaki minimum uzaklik
ile daha giizel bir sekilde ifade edilebilir. Asagidaki teorem ile minimum uzakliga

dayanarak u-hata tespit eden kodun tanimi yapilacaktir.

Teorem 1.2.2. Bir C kodunun u-hata tespit etmesi i¢in gerek ve yeter sart

d, (C)2u+1 olmasidir.

v-hata tespit eden kod tanimi igin de benzer bir teorem asagidaki gibi verilebilir.
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Teorem 1.2.3. Bir C kodunun v-hata tespit etmesi i¢in gerek ve yeter sart
d, (C)>2v+1 olmasidur.

1.2.1.Lineer Kodlar

Eger kod s6zler sonlu vektor uzayindaki vektorler olarak diisiiniiliirse vektor uzayinin
ilgili cebirsel 6zellikleri kullanilabilir. Bu da kodlama ve dekodlama semalarinin daha

etkili ve elverisli olmasini saglayacaktir.

Bu béliimde g elemanli sonlu cisim {izerindeki lineer kodlarin tanimi ve yapisi
hakkinda bilgi verilecektir. Kodlarin 6zel bir sinifi olarak bilinen lineer kodlara, diger
kodlardan (lineer olmayan) farkli olarak toplama ve skaler ile ¢arpa islemleri ile daha
fazla cebirsel 6zellik kazandirilir. Bu sayede lineer kolar sistematik bir sekilde insa

edilebildiginden Kodlama Teorisinde 6nemli bir yer teskil eder.

Lineer kod tanimina gegmeden once lineer cebirden gerekli olacak bazi tanimlar [10]

kaynagindan yararlanilarak verilecektir.

Tamm 1.2.1.1. V kiimesi, lizerinde vektorel toplam ve F, cisminin elemanlar ile

skaler ¢arpim islemlerinin tanimli oldugu bostan farkli bir kiime olsun. Eger asagidaki

kosullar saglantyor ise V kiimesine [, cismi tizerinde bir vektor uzay: denir.
i. V kiimesi toplama islemine gore degismeli bir gruptur.
il. Vael, ve VueV igin aceV dir.
ii. Vo elF, veVu,veV icin a(U+V)=au+av dir.
iv. Va,felF, ve VueV igin (a+p)u=au+pu dir.
V Va,Bel, ve YueV igin (af)u=a(pu) dir.

vi. 1; , I, cisminin birim elemani olmak tizere Yu €V igin 1; u=u dir.
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Tamm 1.2.1.2. V vektor uzayinin herhangi bostan farkli bir C alt kiimesi V iizerinde
tanimli iglemler altinda kendi basina bir vektor uzayi ise C’ye V’nin alt vektor uzayi

denir.

Teorem 1.2.1.1. F, cismi iizerindeki V vektdr uzaymin bostan farkli bir C alt
kiimesinin V’nin alt vektdor uzayi olmasi igin gerek ve yeter sart VX,yeC ve
Va,p e IE‘q i¢in

ax+pyeC

olmasidir.

Tamim 1.2.1.3. F, cismi iizerinde V bir vektor uzay1 ve U = {ul,uz,m,uk} vektorler

kiimesi V’nin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olsun.

<U>={a1ul+a2u2 +a U o €T, vel<i< k}

kiimesi V’nin bir alt uzayidir ve bu kiimeye U’nun gerdigi (iirettigi) alt uzay denir.

Verilen bir C cV alt vektor uzay1 ve U < C alt kiimesi i¢in eger C’deki her eleman
U’daki elemanlarin bir lineer kombinasyonu seklinde yazilabiliyorsa yani <U > =C

oluyor ise U’ya C’nin iirete¢ kiimesi (geren kiimesi) denir.

Tamm 1.2.1.4. T, cismi lizerinde V bir vektor uzayi ve {Vsz"'"Vk} cV
olsun. Eger
oV, +aV, +a Vv, =0
esitligini saglayan hepsi ayni anda sifir olmayan o, q,, -, sabitleri varsa
{Vl, Vy, oo,V } kiimesine lineer bagimli kiime denir.
Eger bu esitlik yalmizca o =a,=--=, =0 icin saglaniyor ise {V,,V,,---,V,}

kiimesine lineer bagimsiz kiime denir.
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Tamm 1.2.1.5. F, cismi lizerinde V bir vektdr uzayr U = {u,u,,--,u} vektdrler

kiimesi V’nin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olsun. Eger U kiimesi lineer bagimsiz

ve <U > =V ise U’ya V vektor uzayinin bir bazi denir.

Uyarn 1.2.1.1. Eger U = {ul, uz,---,uk} kiimesi V vektor uzayimin bir bazi ise V’deki

her vektor U’daki vektorlerin lineer kombinasyonu olarak tek tiirlii yazilabilir.

Uyar1 1.2.1.2. F, cismi tizerindeki V vektor uzaymin birden fazla bazi olabilir. Fakat

biitiin bazlardaki eleman sayilar1 aynidir.

Tamm 1.2.1.6. Bir V vektor uzaymin herhangi bir bazindaki eleman sayisina V’nin

boyutu denir.

Bu tanimlamalardan sonra lineer kod tanimi asagidaki sekilde verilebilir.

Tamm 1.2.1.7. C C ;' kodu eger F;' vektor uzaymn bir k boyutlu bir alt vektor uzay:
ise C'ye T, lizerinde n uzunlugunda k boyutlu bir lineer kod veya [n,k]-kodu denir

Eger C kodunun minimum uzakligi d(C)=d ise bu lineer kod [n,k,d]-kodu olarak

gosterilir. n,k ve d sayilarina da lineer kodun parametreleri denir [9].

Lineer kodlar sadece cisim {izerinde degil aynm1 zamanda halka {izerinde de

tanimlanabilirler.

Tanmm 1.2.1.8. R bir halka olmak iizere R" nin alt modiillerine R {izerinde n

uzunlugunda bir lineer kod denir.

Yukaridaki tanimlardan da anlagilacagi gibi lineer kodlara bir cebirsel yap1
kazandirilmistir. Bu ise lineer kodlarin gerek eleman sayisini ve minimum uzakligin
hesaplamada gerek ise kodu iiretmede biiyliik kolaylik saglayacaktir. Simdi bu
kolayliklar hakkinda kisa bilgiler verilecektir.
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S=(c,cC,, +,¢,) kiimesi k boyutlu bir C lineer kod igin bir baz olsun. Bu durumda C
nin her bir ¢ eleman1 &, ,, -, , € I, igin

C=aC +a,C,+ -t C,
olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir. Yani C’nin her bir elemani ile (o, @,,-++, &) € IF;

elemanlart arasinda bire bir iliski vardir. Buradan C’nin eleman sayist | C |= g* olarak

bulunabilir.

M elemana sahip herhangi bir C kodunda minimum uzakligi bulmak i¢in her iki kod

M
s0z arasindaki uzakliga bakilmasi gerektiginden (2] hesaplama yapilmasi

gerekmektedir. Lineer kodlarda ise asagida verilecek olan teorem ile bu hesaplama

sayist (M-1)’e diigmektedir.

Teorem 1.2.1.2. Eger C bir lineer kod ise d,, (C) =w, (C) dir [9].

Lineer kodlarin sagladigi bir diger avantaj ise C kodu, g tane elemam tek tek

listelemek yerine C’deki k tane lineer bagimsiz kod so6ziin olusturdugu baz sayesinde
kolayca tanimlanabilir. n uzunlugundaki C lineer kodu i¢in baz olusturan k kod s6z bir

matrisin satirlari olarak diisiintilebilir.

Tammm 1.2.1.9. C bir [nk]-kodu olsun. Satirlar1 C igin bir baz olusturan kxn

boyutundaki bir G matrisine C’nin iirete¢ matrisi denir. Bagka bir ifade ile
C= {xG Xe IF:}

olarak tanimlanabilir [9].

Bu iirete¢ matris kaynaktaki bilginin kodlanmasi i¢in kolay bir metot saglar. Eger

kaynak k uzunlugundaki g-lu sozlerin bir kiimesi olarak temsil edilirse kaynaktaki

Xe IFq” sOzi XG kod sozi olarak kodlanabilir.
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Tanim 1.2.1.10. F} de X = (X, %,,---,X;) Ve Y =(Y,,¥,,--+¥,) iki vektor olmak tizere
X Ve y’nin i¢ ¢arpimi

X-Y=XY + XY, XY,

olarak tanimlanir [9].

Tanmim 1.2.1.11. C bir [n,k]-kodu olsun. C kodunun duali
C'={xeF;:xc=0, VceC}

kiimesi olarak tanimlanir [9].

Teorem 1.2.1.3. C bir [n,k]-kodu olsun.

i. C kodunun iirete¢ matrisi G ise
C'={xeF, :xG" =0} du.

ii. C* lineer kodu bir [n,n-k]-koddur [9].
1.2.2. Devirli kodlar

Koddaki her bir kod s6ziin bir devir kaymasi ile olusan elemanin yine C’deki bir kod
s06z olmas1 kodlama ve kod ¢oziimlemede kolaylik sagladigi goriilmiistiir. Bu sart1
saglayan ve devirli kod olarak adlandirilan bu kodlar lineer kodlarin belki de en 6nemli

siniflarindan biridir.

Cebirsel yapilarindan dolayi lineer kodlar ile ¢galigmanin kolay oldugu 6nceki boliimde
bahsedilmisti. Fakat kodlarin kolay uygulanabilmesi ve etkili hata diizelten kodlarin
ingast i¢in lineerligin yam sira daha fazla cebirsel yap1 kazandirmak arzu edilmistir.
Devirli kodlar polinom halkalar1 ile iliskilendirilerek bu sayede daha gii¢lii cebirsel
yap1 kazandirilmistir. Cok zengin bir matematiksel yapiya sahip olmasinin yaninda
kodlama i¢in cebirsel yapilarinin daha elverisli olmasi kodlar arasinda en ¢ok calisilan
alan olmasma sebep olmustur. Ilk olarak Eugene Prange tarafindan 1957’de
calistlmistir [11]. O zamandan itibaren devirli kod tlizerindeki ¢alismalar oldukca
gelistirilmis ve yillar igerisinde BCH kodlar1 ve Reed Solomon kodlar1 gibi bir¢ok

devirli kod insa edilmistir.
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Bu kisimda yukarida bahsedilen devirli kodlarin tanimi verilecek ve yapisi
incelenecektir. Bu yap1 cebirsel bir bigime doniistiiriilecek ve n uzunlugundaki bir
devirli kodun, n'den daha kii¢iik dereceli bir polinom tarafindan tamamen

belirlendigini goriilecektir.

Tamm 1.2.2.1. CcF igin eger her (C,,¢,--C,;)€C iken (C ;,C,,--C,,) €C

oluyor ise C kiimesine devirli kiime denir. Eger C lineer kodu bir devirli kiime ise C

koduna devirli kod denir. Baska bir ifade ile C lineer kod ve 7

T(CO’ Cl’ B 'Cn—l) = (Cn—l’ CO’ o °Cn—2)
seklinde tanimlanan bir permiitasyon olmak iizere 7(C)=C oluyor ise C koduna

devirli kod denir. Burada ki 7 ’ya da devirsel 6teleme operatorii denecektir [10].

Devirli kodlarn bu kombinatoriyel yapisini cebirsel yapiya doniistiirmek igin

asagidaki doniisiim g6z oniinde bulundurulacaktir.

C koduTF, iizerindeki bir lineer kod olmak iizere C’deki her bir (C,,C;,---C, ;) kod sozii

" F,[x]
: F - g
(CO’Cl’.“Cn—l) > (Co +Clx+"'+cnflxnil)

dontisiimii ile F [X] deki bir polinomla iliskilendirilebilir. Bu ddniisiimiin bir

izomorfizma oldugunu gérmek kolaydir.

Teorem 1.2.2.1. IF(;‘ "nin herhangi C bir alt kiimesinin devirli kod olmasi igin gerek ve

. IF [x
yeter sart ¢(C) ’nin q%n 1> halkasinin bir ideali olmasidir [10].
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I, [x]

Teorem 1.2.2.2.C, <X“ 1> halkasinin bir ideali olmak tizere, baska bir ifade ile

n uzunlugunda bir devirli kod olmak tizere
i. C’de derecesi en kiigiik olan tek bir monik g(x) polinomu C :<g(x)>
olacak sekilde mevcuttur. Bu g(x) polinomuna C nin iirete¢ polinomu denir.
ii. g(x) tirete¢ polinomu x" —1’in bir bolenidir.

iii. Eger d°g(x)=r ise boy(C)=n-r dir [9].

Tamm 1.2.2.2. T, sonlu cismi tizerinde n=m( uzunlugunda lineer blok kodu C

olsun. Eger her ceC kodsozili ( tane devir yaptiktan sonra yine C de bir kod s6z
oluyor ise C koduna ¢ indeksine sahip yar1 devirli kod ya da kisaca ( -yar1 devirli kod
denir. Baska bir deyis ile
c=(c,¢c,-c,)eC=c"=(c,,,CyC,,,)€C
olarak tanimlanabilir. Dikkat edilir ise
TC(CO’Cl""Cn—l) = (Cn—l""'C07""Cn—(—1)

dir. Yani 7' (C) =C oluyor ise C koduna ( -yar1 devirli kod denir [12].

Tanimda bahsedilen ( sayisi kodu sabit birakan en kii¢iik devir sayisidir. (=1 olarak
alinirsa tanim geregi yar1 devirli kodlarin devirli koda doniisecegi kolayca gortilebilir.

Yani yar1 devirli kodlar, devirli kodlarin bir genellemesidir.

Devirli kodlardan elde edilen kuantum kodlarin parametreleri i¢in asagidaki teoreme

thitiya¢ duyulacaktir.

Teorem 1.2.23.C ve ¢ kodlart C* =C olacak sekilde [n,k,d] ve. [n,k,d]

parametrelerine sahip iki lineer kod olsun. Bu durumda [[n,k+|2,min{d,&}]]

parametresine sahip bir kuantum kod vardir. Ozel olarak eger C* = C ise [[n,2k-n,d]]

parametresine sahip bir kuantum kod vardir [13].



BOLUM 2. 24[%3> HALKASI UZERINDE DEVIRLi KODLAR

Lineer kodlarin 6nemli bir sinifi olan devirli kodlar, polinom halkalarinin ideallerine
karsilik geldiginden zengin bir cebirsel yapiya sahiptir. Bu da kodlama teorisinde
devirli kodlar {izerinde ¢ok sayida ¢aligsma yapilmasina sebep olmustur. Son yillarda
bir¢ok arastirmacinin ilgilenmeye bagladigi diger bir konu ise halka tizerindeki
kodlardir. Bu sebepten dolay1 cesitli halkalar {izerinde devirli kodlarin yapisini
inceleme fikri dogmustur [14, 15, 16, 17]. Hem Z, halkasinin hem de [, cisminin
bir¢ok 6zelligi ile benzer 6zellige sahip oldugundan oldukga kullanigl bir halka olan

IF, +ulf, halkas: {izerindeki lineer devirli kodlar Bonnecaze ve Udaya tarafindan

incelenmistir [18]. Bandi ve Bhaintwal [19] u? =0 olmak iizere Z,+UZ, halkast

tizerindeki devirli kodlarin cebirsel yapisini incelemisler ve bu kodlarin iiretecleri
hakkinda bazi temel gergekler elde etmislerdir. Yildiz ve Aydm [20] ayni halka

tizerindeki devirli kodlar1 farkli bir yontem ile incelemis ve elde edilen sonuglari

kullanarak Z, iizerinde yeni lineer kodlar bulmuslardir. Gao ve ark. [21], Yildiz ve

Aydm’in [20] ¢alismasmi genisleterek ¢ bir asalin kuvveti ve u>=0 olmak iizere

7, +UZ, uzerindeki devirli kodlar1 aragtirmiglardir.

Bu bolim 5 kisimdan olusmustur. Bolimiin amaci ise u®=0 olmak iizere

R=7,+UZ, +U’Z, halkas: iizerindeki devirli kodlarin yapismi belirlemek ve bu

kodlardan yararlanarak Z, iizerinde yeni lineer kodlar bulmaktir. Bunun i¢in halka

tizerindeki kodlarin hangi sartlar altinda var oldugunu ve daha verimli oldugunu iyi
analiz etmek adina R halkasinin cebirsel yapisi ilk boliimde incelenmistir. Ikinci
boliimde ise R halkasinin Galois genislemesi ve bu genislemenin ideal yapisi
calisilmistir. Bir sonraki boliimde R iizerindeki devirli kodlarin yapisi, bu kodlarin

iireteclerinin bir genel formu ve ikinci boliimdeki bazi sonuglardan yararlanarak devirli
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kodlar igin en kiigiik geren kiime belirlenmistir. Dordiincii boliimde R {izerindeki

devirli kodlar ile Z, iizerindeki kodlar arasidaki gecisi saglayan Gray doniisiim

tanimlanmis ve bu doniisiim yardimi ile R iizerindeki bir devirli kodun Z,-

goriintiistiniin 3-yar1 devirli kod oldugu gosterilmistir. Son olarak R tizerindeki devirli
kodlardan yararlanarak Z, {iizerinde bulunan yeni lineer kodlar bir tablo halinde

listelenmistir.

2.1. Z4[%3> Halkasimin Cebirsel Yapisi

Bu béliim boyunca “R” harfi Z,+uZ, +u’Z, ={a+ub+u’c|u*=0vea,b,ceZ,}

halkasini temsil edecektir. R halkasinin Z4%3> cebirsel yapisina izomorf oldugu
u

kolayca gorilir. Yani R;Z4%3> dir. R halkas1 karakteristigi 4 olan 64.
u

mertebeden birimli ve degismeli bir halkadir. R halkasinin herhangi bir x elemani
a,b,ceZ , olmak tizere X =a+ub+ u’c seklinde ifade edilebilir. Ayrica X elemaninin
R’nin birimsel eleman: olmast igin gerek ve yeter sart a elemaninin Z, de birimsel

olmasidir. R halkasinin asikar olmayan ideal sayis1 11 olup asagidaki gibi listelenebilir.

(2u?) ={0,2u’}

(u?) ={0,u?,2u?,3u’}

(2u) ={0,2u,2u? 2u +2u’}

(2u+u®) ={0,2u*2u+u’ 2u+3u’}

(2) ={0,2,2u,2u?,2+2u,2+2u%, 2u+2u? 2+ 2u + 2u’}

(2+u®  ={0,2u,2u’,2u+2u® 2+u®2+3u% 2+2u+u*2+2u+3u’}

" :{O,u,Zu,3u,u2,2u2,3u2,u+u2,u+2u2,u +3u2,2u+u2,2u+2u2,}
2u+3u®,3u+u?,3u+2u®3u+3u’

Qiuy = 0,2u,u?,2u®,3u% 2+u,2+3u,2u +u?,2u+2u® 2u +3u®,2 +u +u’,
2+U+2u%,2+U+3u%2+3u+U?2+3u+2u% 2+3u +3u’
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(2u,u?®y ={0,u®,2u? 3u®2u,2u+u?,2u+2u? 2u+3u’}

207 :{0,2,2u,u2,2u2,3u2,2+2u,2+u2,2+2u2,2+3u2,2u+u2,2u+2u2,}
2u+3u%,2+2u+Uu?2+2u+2u% 2+2u+3u’
0,2,u,2u,3u,u®,2u?,3u?,2+u,2+2u,2+3u,2+u%,2+2u% 2 +3u?,

2w - U+u?,u+2u®,u+3u? 2u+u?,2u+2u?, 2u+3u%,3u+u®,3u + 2u?,

3u+3u?,2+u+U?24+4uU+2u%2+U+3U,2+2u+U%2+2u+2u?,
2+42u+3u%2+3u+Uu®2+3u+2u?2+3u+3u’

<2, u) ideali R halkasinin tek maksimal ideali oldugundan R halkasi bir lokal Frobenius
halkasidir. <u2> ve <2u> idealleri kiimelerdeki kapsama bagintisina gore

karsilastirilamadigindan R halkasi bir zincir halkasi degildir. Ayrica <2, u) ideali gibi

tek eleman tarafindan iiretilemeyen ideallere de sahip oldugundan R halkasi temel

(esas) ideal halkas1 degildir.

R’nin kalan cismiR ile gosterilsin. Bu kiime
FNQ = %2, U> :{0+<2, U>,1+<2, U>}; Zz

seklindedir.

Simdi. ~; R — R bir izdiisiim déniisiimii

1, X birimsel
~(x)= -
0, Diger

seklinde tanimlansin. Bu doniisiim altinda R’nin bir X elemaninin goériintiisii X olarak

gosterilecektir. R halkas1 tizerindeki polinom halkas1 R[x] ile temsil edilmek iizere *
~” izdiigiim doniisimii R[X] — R[X] seklinde genisletilebilir. Bu durumda da bu
déniigiim altinda R[X]’in bir f(X) elemammn goriintiisii f (x) olarak gosterilecektir.

Tanim 2.1.1. Eger f(x) polinomu Ii[x] polinom halkas1 {izerinde indirgenemez
polinom ise R[X] polinom halkasi iizerindeki f(x) polinomunaR[x]’de temel

indirgenemez polinom denir.



25

Sonlu cisim iizerindeki indirgenemez polinom ve sonlu lokal halka iizerindeki temel

indirgenemez polinom cebirde benzer rol oynarlar.

Tanmm 2.1.2. Eger bir f(x) polinomuR[x]’de bir sifir bolen degil ise f(X)

polinomuna regiiler polinom denir [5].

Tamim 2.1.3. Eger R[X] polinom halkasinda
f (X)a, (9 + 9098, () =1
olacak sekilde a,(X) ve & (X) polinomlari varsa f(X) ve g(x) polinomlari aralarinda

asaldir denir.

Teorem 2.1.1. (22) (Hensel’s Lemma) f(x) polinomu Z,[x] de monik polinom
olsun. Ayrica ﬂ(x), f~2(X),..., f~r(X) polinomlar1 Z,[X] ’de ikiser ikiser aralarinda asal
ve f(x)=f(x)(mod2) olmak iizere f(x)= f,(x)f,(x)...f,(x) olsun. Bu durumda
asagidaki ozellikleri saglayan h (X),h,(X),...,h (X) € Z,[X] monik polinomlar: vardir.
L £ = RO, ().
i. h(x)=f(x).

iii. h(x),h,(x),...,h.(X) polinomlar1 Z,[X] de aralarinda asaldir [22].

2.2. Z4[% 3> Halkasimin Galois Genislemesi

R[]

Bu boliimde <X” 1> boliim halkasinin ideallerinin belirlenmesinde kullanilacak

olan R halkasinin Galois genislemesi incelenecektir. Devirli kodlarin ¢alisilmasinda
onemli bir yere sahip oldugundan dolayi ilk olarak R[X] tizerinde X" —1 polinomunun

carpanlarina ayrilig1 incelenecektir.
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Teorem 2.2.1. h(x) polinomu Z,[x] de bir indirgenemez polinom ve pozitif bir r

tamsayisi i¢in X1 polinomunu bélsiin. Bu durumda R[x] de f(X)]| x* -1 ve

f (x) = h(x) sartlarin1 saglayan bir tek temel indirgenemez f (x) polinomu vardir.

ispat.h(x) | x* * —Loldugundan h(x)-h'(x) = x* * -1 olacak sekilde bir h(X) e Z,[X]
polinomu  vardir. Teorem 2.1.1den  dolay1  f(X)(mod2)=h(x) ve
f/(x)(mod 2) = h'(x) olmak iizere f(x)- f'(x) =x* -1 olacak sekilde f(x), f'(X)
€Z,[x] vardir. Z, halkast R halkasinin bir alt halkasi oldugundan x21-1
polinomunun c¢arpanlara ayrilisi R halkasi lizerinde de gegerlidir. Yani R[X]de
f()](x¥ 1 =1) saglamir. Ayrica f (x) = f(x)(mod (2,u)) =h(x)dir. 2" -1 tek

oldugundan dolayi [5]’deki Teorem XIII.11 kullanilarak X 1-1 polinomu R halkas1
tizerinde ikiser ikiser aralarinda asal temel indirgenemez polinomlarin ¢arpimi olarak

tek tlirli yazilabilir. Bu da f(X) polinomunun tek tiirlii oldugunu ispatlar.

Teorem 2.2.1 deki f(x) polinomu h(x) polinomunun “Hensel Lift"i olarak
adlandirilir. R halkasmin Galois genislemelerini calisabilmek i¢in Z, halkasinin
Galois genislemesindeki bazi sonuglara ihtiya¢ duyulacaktir. Bu yiizden Z, halkasimnin
Galois genislemesi hakkinda bazi temel bilgiler verilecektir. r(x) polinomu Z,[x] de

derecesi k olan monik temel indirgenemez polinom olsun. Bu durumda Z, iizerindeki

Galois halkasi Z4[% ) kalan sinif halkasi olarak tanimlanir ve GR(4,k)ile

gosterilir.

r(x) polinomunun bir kdkii & ve GR(4,k)’nin Teichmiiller kiimesi
T :{0,1,8,82,---,82k’l} olsun. Bu durumda X, X, € T olmak iizere GR(4,k) ’nin tim

elemanlar X, +2X, seklinde tek tiirlii ifade edilebilir. Bu gosterime 2-lik gosterim

denir.
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Simdi benzer yontemle R nin Galois genislemesi arastirilacaktir. r(x) polinomu R[x]

de derecesi k olan monik temel indirgenemez polinom olsun. Bu durumda R

tizerindeki Galois halkast R[x]/(r(x))kalan smif halkas1 olarak tanimlanir ve
GR(R,k)ile gosterilir. Eger r(x) polinomunun bir kéki « ise GR(R,k) 'nin tiim

elemanlar1 i=0,1,...,k—1i¢in I €R olmak lizere

k-1
L+ha+.. .+ o

seklinde ifade edilir ve GR(R, k) Galois halkasinin elemanlarinin toplamsal gosterimi
olarak tamimmlanir. GR(R,k) Galois halkasi {0,1,«,---, ak_l} bazina sahip
| GR(R, k) |= 64" elemanl1 bir serbest R-modiil olarak diistiniilebilir. (2,u)+(r(x)) tek
maksimal idealine sahip lokal halkadir. F, sonlu cismi GR(R, k) ’nin kalan cismidir.
Ayrica
GR(R, k) = GR(4,k)[u]/(u®) = GR(4,k) +UGR(4,k) + U*GR(4,k)

dir. Bu sebepten dolayr GR(R, k) 'nin herhangi bir x eleman1 a,b,c € GR(4,k) olmak
lizere Xx=a+uUb+u’c seklinde yazilabilir. GR(4,k)halkasindaki 2-lik gdsterim
kullanilarak i=1,2 i¢in &,b,C, €T olmak tizere a=a,+2a,,b=b +2b,,c=c +2c,
yazilabilir. O halde GR(R, k) 'nin X elemani1 yeniden yazilirsa

X =a, +2a, +u(b, +2b,) +u’(c, +2c,)

elde edilir.

Lemma 2.2.1. GR(R,k) nm sifirdan farkli x=a, +2a, +u(b, +2b,)+u?(c, +2c,)

elemaninin birimsel olmasi i¢in gerek ve yeter sart 0#a, € T olmasidir.

Ispat. GR(R,k) ’nin sifirdan farkli herhangi bir elemani igin x* =a' oldugundan
istenilen sonug asagidaki gibi elde edilecektir.

x birimseldir < x* =a €T birimseldir
<a'#0
<a =0
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GR(R, k) halkasmin birimsel elemanlarinin  olusturdugu grup GR'(R,K) ile
gosterilirse Lemma 2.2.1°den dolay1

GR'(R,k) ={a, +2a, +u(b, +2b,) +u?(c, + 2¢,) | a,b,,c; €T, (i =1 2);a, = O}
seklindedir.

Lemma 2.2.2.f(x) ve g(x), R[x]’de iki polinom olsun. f(x) ve g(x)
polinomlarimin R[x]’de aralarinda asal olmas1 igin gerek ve yeter sart f(x) ve §(x)

polinomlarinin R[X]’de aralarinda asal olmasidur.

Ispat. f(x) ve g(x) polinomlarmin R[X]’de aralarinda asal oldugundan
F (3 (9 + 9 (x)a(x) =1
olacak  sekilde  a,(x),a,(x)eR[X] polinomlar1  vardir. Buradan da
f(x),§(x),4,(x),&(x) € R[x] polinomlari i¢in
f ()& () +§(0)a(x) =1
esitligi saglamir. Bu sebepten dolayr f(x) ve §(x) polinomlarinin Ii[x] ’de aralarinda

asaldir.

Diger taraftan eger f(x) ve §(x) polinomlarinin Ii[x] ’de aralarinda asal ise

f ()8 (x) + §(x)a,(x) =1

olacak sekilde &,(x),4,(x) e R[x]polinomlar1 vardir. Buradan da

f (X)a, (X) + g (X)a (X) =1+ 2s(x) +ut(x)
Esitligi saglanacak s(X),t(X) € R[X] polinomlari vardir. Eger
a(x) =1-2s(x)
B(x) =1-ut(x)c(x)
S(X) = £%(x) + 2ut(X)ax(x)
['(x) = a(x) B(x)5(x)

polinomlart secilirse

T(x) f()a,(x) +T'(x)g(x)a, (x) =1
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elde edilir. Buda f(x) ve g(x) polinomlarinin R[X]’de aralarinda asal oldugunu

ispatlar.

Teorem 2.2.2. f(x) polinomu R iizerinde temel indirgenemez polinom olsun.

R[%f (X)> Galois halkasmin idealleri {0}, 1+ (T (X))),{(2+{f(X))),u+{f(X))),

2u+ (£ (), U +(CF (D), U +(F (X)), 2+u+(F (X)), 2+ +(F (),
u+u? +(F (X)), ((2u,u?) +(F O, ((2,u?)+(F (X)) ve ((2,u)+(f(x)))dir.

Ispat. R[x]/{f(x)) Galois halkasimn sifirdan farkli bir | ideali ve g(x) & (f(x))
olacak sekilde g(x)+(f(x))elolsun. f(x) polinomuR iizerinde temel indirgenemez
polinom oldugundan f(x) polinomu da R iizerinde indirgenemez polinomdur
Dolayistyla ebob(g(x), f(x)) =1 veya f(x) dir. Kabul edilsin ki ebob(g(x), f (x)) =1
olsun. Lemma 2.2.2 den dolay1 ebob(g(x), f (x)) =1oldugu sdylenebilir. Bu durumda
da

f(x)a,(x) +9(x)a,(x) =1
sartin1 saglayan a,(X),a,(X) € R[X] polinomlart mevcuttur. Yukaridaki esitlik ayni
zamanda

g(x)a,(x)=1 mod f(x)
olarak da disiiniilebilir. Buradan g(x) polinomunun I idealinde terslenebilen eleman
oldugu  soylenebilir. Bu  yiizden | ={1+(f(x)))dir. Diger taraftan
ebob(§(x), f (x)) = f(x) oldugu kabul edilsin. O halde §(x)=f(x)h(x) olacak
sekilde h(x) e R[x] polinomu vardir. Boylece h(x),h, (x),h,(x) € R[X] polinomlari
i¢in

g(x) = F()h(x) +2h, (x) +uh,(x)

esitligi saglanir ve ebob( f~(x), ﬁl(x)) =1 veya ebob( f(x), ﬁz(x)) =1 dir. Bu da gosterir
Ki g(X)+{(f(X)) e(u)+{f))dir. 1 =#q+(f(x))) oldugundan dolay1

I <{(2,u)+{f(x))) olmasi gerekecektir. {(2,u)+{f(x))) elemani tarafindan igerilen
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sifirdan ~ farkli  idealler  (2+(f (X)), U+(f (X)), Qu+{f (X)), U +{f (X)),

2% +(F O, 2+u+(F ), (2+U” +(F 0D, ((2,uP) +(F (x)))
(u,u®) +(F (X)), u+u>+(f(X)H)ve ((2,u)+{f(x))) idealinin kendisidir.

R halkasinin Galois genislemesinin idealleri ile ilgili olan sonuglar bir sonraki boliimde

R tizerindeki n uzunlugundaki devirli kodlarin sayisini belirlemek i¢in kullanilacaktir.

2.3. Z,Ju] <U 3> Halkas1 Uzerinde Devirli Kodlarin Yapisi

Bu boliim boyunca n sayisi tek pozitif tamsay1 olarak kabul edilecektir. R {lizerinde n
uzunlugundaki lineer kod R"’nin bir R-alt modiludiir. Eger C lineer kodunun her
(¢,,C,,---,C, 4) elemam igin (C,,,C,,...,C,,) da C nin elemani oluyor ise C lineer

koduna R iizerinde bir devirli kod denir.

ile gosterilsin. R" cebirsel yapisindaki n

R[] n bolim halkas1 R
(x"-1)
uzunlugundaki vektorler ile R, boliim halkasindaki polinomlar arasinda
¢:R" >R
C=(CyCpye-yCpy) = Co +CX+...+C, X" =C(X)

seklinde bir lineer doniisiim kurulabilir.

Teorem 2.3.1. R" bostan farkli bir C alt kiimesinin devirli kod olmasi i¢in gerek ve
yeter sart C kodunun ¢ doniisiimii altindaki goriintiisii olan @(C) 'nin R bolim

halkasinin ideali olmasidir.

Ispat. Kabul edilsin ki ¢(C), R, béliim halkasmin bir ideali olsun. flk olarak R"

bostan farkli C alt kiimesinin R"’nin bir R-alt modiilii oldugu gosterilmelidir.

Herhangi bir o, e Rc R, ve a,b € C elemanlari igin ¢ lineer doniisiim oldugundan

ag(a), pp(b) € #(C) dir. Aym1 zamanda ¢(C), R, bolim halkasmm bir ideali
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oldugundan a¢(a)— LSo(b) = p(aa— pb) € (C) dir. Yani ea— b eC dir. Buradan C
kiimesinin R"’nin bir R-alt modiilii oldugu sonucuna varilir. Dolayisiyla C lineer
koddur. Simdi devirli oldugu gésterilecektir. ¢=(c,,C,,...,C, ;) €C kodséz olmak
lizere ¢(C)=C,+CX+...+C, X" e@(C)dir. ¢(C)’nin R bélim halkasinin ideali
oldugundan

XP(C) = CoX+CX* +...+C, X" +c, X"

=C, , +CX+CX*+...C X"
elemani da ¢(C) de bulunacaktir. Yani (C,,,C,,...,C, ,) €C dir. Bu da gosterir ki C

lineer kodu devirli koddur.

Diger taraftan C devirli kod olsun. ¢(C)’nin R, bolim halkasinin ideali oldugu
gosterilecektir.
i.g(c)=c,+CX+...+4C, X" ve  @gd)=d,+dx+...+d x""egd(C) icin

(¢,C..C,4)(dy,d;,...,d ) eC dir. C lineer oldugundan

(c,—d,,c,—d,,---c,,—d ,)eC oldugu dikkate alinirsa
#(c)—¢(d)=c,—d, +(c,—d)x+...+(c,_,—d )X eg(C) dir.
ii. Herhangi bir #(C)=c, +CX+...+C X" =c(X) polinomu i¢in

c=(c,,C,-..,C,,)eCdir.

XC(X) =C,_, +CX+C X +...C, X"
eleman1 da C devirli oldugundan dolayr ¢(C) nin elemanidir. Benzer mantik ile
x(xc(x)) = x°c(x) de yine ¢(C) ’nin eleman: olacaktir. Bu sekilde devam edilir ise
i>0 icin x'c(X) € #(C) dir. C lineer kod ve ¢(C) lineer doniisiim oldugundan dolay

r(x) eR, i¢in r(x)c(x) e #(C) sonucuna varilir.Sonug olarak (i) ve (ii) den dolay

#(C), R, bdliim halkasinin idealidir.

Teorem 2.3.1°den de anlasilacag: gibi R {izerindeki devirli kodlarin yapisini anlamak
icin R, boliim halkasinin yapisini incelemek gerekecektir. Dinh ve Permouth’un [4]

caligmasindan biliniyor ki eger S sonlu bir zincir halkasi ve S halkasinin karakteristigi
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ile n aralarinda asal ise S, boliim halkasi temel ideal halkasidir. Fakat bu bolimde
calisilan R halkasinin karakteristigi ile n tek tamsayisi aralarinda asal olmasina ragmen
bir zincir halkasi olmadigindan R, bolim halkasi temel ideal halkasi olmak zorunda
degildir. $imdi R, boliim halkasinin temel ideal halkas1 olmadig1 asagidaki teorem ile

ispatlansin.

Teorem 2.3.2. R, boliim halkasi temel ideal halkas1 degildir.

Ispat. Bu teoremin ispatinda Abualrub’un doktora tezinde [23] tanimlamis oldugu

grup halkalar1 kullanilacaktir.

G=(g:g9"=1) grubu mertebesi n olan devirli bir grup olsun. Herhangi bir RG grup

halkasi1 i¢in “arttirma homomorfizmas1”

£RG—>R
E(+rg++r 9" ) =0+ 44T
seklinde tanimlanir. Bu doniisiim 6rten bir halka homomorfizmasidir. Ayrica
&R =R
E( + X4+ X" ) =0+ 4T

olarak da tanimlanabilir.

Simdi R halkasmm | =(2,u) ideali goz éniinde bulundurulsun ve J =&7(1) olsun.
Bir idealin halka homomorfizmasi altindaki ters goriintiisiide ideal olacaginda J , R,

bolim halkasinin bir idealdir. Kabul edilsin ki J ideali temel ideal olsun. | ideali J

idealinin homomorf goriintiisii oldugundan | ideali de temel ideal olmak zorundadir.

Fakat bu ¢eliski olusturur. O halde J ideali R, bdliim halkasinin temel ideal degildir.

Bu sebepten dolay1r R temel ideal halkas1 olamaz. Boylelikle istenen saglanir.

Simdi Cin kalan Teoremi’nden yola ¢ikarak R~ bolim halkasimnim idealleri

aragtirilacaktir. n pozitif tek tamsay1 oldugundan dolayr x" —1 polinomu R {izerinde
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ikiger ikiser aralarinda asal temel indirgenemez polinomlarin ¢arpimi olarak yazilabilir

[5]. Kabul edilsin ki f(x), f,(X),..., f,(X) ikiser ikiser aralarinda asal temel
indirgenemez polinomlar ve x"-1=f,(x)f,(x)--- f,(x) olsun. f;(X)polinomu hari¢
diger tiim polinomlarinin ¢arpimi ﬂ(X) ile gosterilsin. O halde i =1,2,...,Si¢in, ﬂ(x)
ile f,(x) aralarinda asaldir ve

f.(x)a, (x)+ f, ()b (x) =1

olacak sekilde a(x),b.(x) € R[X] polinomlar1 vardur.

e (x) = f.00b. (x)+(x"=1) ve R =e(x)R, olsun. Teorem 1.1.14’den dolayr R,

halkas1
R, =R+R,+-+R
seklinde yazilabilir.
i=12,...,S i¢in
. RI[x]
6 R
| SC ) . |

re)+(f;(0) - (r(x)+x"-D)e(x)

seklinde bir halka izomofizmasi tanimlanirsa

RIX] - RIX] RIX] ... RIx]
/&m®= KON 00T T 00

elde edilir.
Yukarida bahsedilenleden yola ¢ikarak asagidaki sonug elde edilebilir.

Sonu¢ 2.3.1. i=12,...,,si¢cin Riizerinde ikiser ikiser aralarinda asal temel
indirgenemez f,(X) polinomlart i¢in X" -1 in tek tiirlii ¢arpanlara ayriligix" —1=

f,(x)f,(x)--- f,(X) olsun. Bu durumda R, halkasinin herhangi bir ideali i=1,2,...,s

olmak iizere R[)%f‘ X)) "nin ideallerinin toplam1 seklinde yazilir.
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Teorem 2.3.3. x" —1 polinomunun temel indirgenemez ¢arpanlarinin sayis1 S olmak

tizere R tizerindeki devirli kod sayis1 13° dir.

Ispat. Sonug¢ 2.3.1°den dolay1 biliniyor ki R, halkasinin herhangi bir ideali

i=12,...,5 olmak lizere R[)%f_ X)) ‘nin ideallerinin toplami seklinde yazilabiliyor.

Teorem 2.2.2°den dolay1 her i degeri igin R[)%f.(x» halkas1 13 ideale sahiptir.

Dolayistyla i’ nin s tane degeri i¢in 13° tane ideal olacaktir.

Simdi R tiizerindeki devirli kodlarin treteclerinin genel bir formu belirlenecektir.

Bunun i¢in ilk olarak R halkasindan 7Z,+UZ, halkasina bir homomorfizma

tanimlanacaktir. Buhomomorfizma ve 7Z, +UZ, halkasi izerindeki devirli kodlar i¢in

elde edilmis bazi sonuglar kullanilarak R iizerindeki devirli kodlarin iireteglerinin

genel bir formu belirlenmis olacaktir.

R halkasindan 7Z, +UZ, halkasina

Y R - 21, + Uz,
a+ub+u’c — a+ub modu?

seklinde bir doniistim tanimlansim. Va+ub+u®c, X+ uy + u’z eR icin

Y(a+ub+uc+x+uy+u’z)=(a+x)+u(b+y) modu?
=a+ub+x+uy modu?
=¥ (a+ub+u’c)+ ¥ (Xx+uy+u’z)
¥ ((a+ub+u’c).(x+uy +u®z)) = ¥ (ax +u(ay + bx) +u?(az + by +cx))
=ax+u(ay +bx) modu®
= (a+ub).(x+uy) modu?
=¥ (a+ub+u’c). ¥ (x+uy+u’z)

kosullar1 saglandigindan ¥ doniisiimii bir halka homomorfizmasidir.
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Bu homomorfizma polinom halkalarina genisletilirse & € R olmak iizere

.R[X] (Z4 +UZ4)[X]
@R e %x 1)

D(a, +ax+...+a, X" =P(a,)+¥(@)x+...+ P(a, )x"*

seklinde bir halka homomorfizmasi elde edilir.

C lineer kodu R, halkasinda bir devirli kod olsun. @ fonksiyonu C kiimesi iizerine

kisitlanirsa
: (Z,+UZ 4)[)y
d:C—> X" 1)

elde edilir.

C devirli kodunun iirete¢ yapisinin belirlenebilmesi i¢in @ halka homomorfizmasinin
¢ekirdeginden ve goriintiisiinden faydalanilacaktir. Bu sebepten dolayi ilk olarak @

doniisiimiiniin goriintii ve ¢ekirdek kiimeleri sirasiyla asagidaki gibi belirlenebilir.

Teorem 2.3.1°den dolay1 C devirli kodu aslinda R, boliim halkasinin bir ideali idi.

Halka homomorfizmasindan dolayt C kodunun® homomorfizmasi altindaki

goriintiisii de (Zy+ UZ4)[%n 1 boliim halkasinin bir ideali olacaktir. Bu da ®(C)

‘nin 7, +UZ, halkasinda devirli kod olacag: anlamna gelir. Z, +UZ, halkasindaki

devirli kodlarmn yapist Yildiz ve Aydin [20] tarafindan incelendiginden buradaki bazi
sonuglardan yararlanilarak @®(C) devirli kodun iireteg yapisi asagidaki gibi

belirlenebilir. i=1,2 i¢in g,(X) ve &(X) polinomlart a(x)|g;(x)|x" -1 mod 2
sartin1 saglayan 7, tizerindeki polinomlar ve g.(X)+2a.(x) Z, tzerinde devirli bir
kodun iirete¢ polinomu olmak tizere

D(C) =(9,(x) +2a,(x) +ug (x),u(g,(x) +22,(x)))
seklindedir. Eger burada ki g(x) polinomu Z,+UZ, halkas: iizerinde alinirsa
herhangi bir a+ub katsayisi i¢in u(a+ub) =ua olacagindan g(x) polinomunun Z,

halkasi tizerinde alinmasi yeterli olacaktir.



36

Simdi de @ halka homomorfizmasinin ¢ekirdek kiimesi belirlensin. | ={0,1,...,n—1}
indeks kiimesi ve ¢, = p, +ug, +U°r € R olmak iizere ceC kod soziiniin polinom

karsihig1 olan ¢(X)=c, +CX+...+C, X" €R, eleman alinsin. Cekirdek tanimindan
dolayi,

d(c, +CX+...+C, X" =¥(c)+...+ ¥(c, )X
=W¥(p, +uq, +U’r)+...+¥(p,, +uq, , +u’r,_)x""

= (P, +UCg) + (P, +UC, )X +...+ (P, +UQ,_) X"
=0 (mod u?)

elde edilir. Bu da Viel igin p, +ug =0 (modu®) demektir. Yani p;+ug, (u®)

demektir. (u®) idealindeki elemanlara dikkat edilirse p;+uqg, eu’Z, olarak

diisiinmek yanlis olmayacaktir. Dolayistyla ¢(x) polinomu u? Z“[%n 1) izerinde
bir polinomdur. Buradan @ halka homomorfizmasinin ¢ekirdegi

Cekd :{uzj(x): i) GZ“[%” —1>}

olarak belirlenebilir.

J ={ j(x)eZ“[%n_l):uz j(x)eQekqb} kiimesi ele alnsin. iddia edilsin ki J

kiimesi Z“[%n 1) halkasinin idealidir. Simdi bu iddia ispatlanacaktir.

Vi, (%), ,(X) €J  igin  u?j,(x),u*j,(X) € Gekd olup halkanin ¢ekirdegi ideal
oldugundan

u® (5, () = J,(x)) =u’ j,(x—u® j,(x) € Cekd
dir. Buradan da j,(X)—J,(X)€J sarti1 saglanacaktir. Diger taraftan Vj(x)eJ igin
u?j(x) € Cek® dir. Yine Cek®d ’nin halkanmn ideali olmas gerceginden dolay1

vr(x) e Z,[x]/(x"-1) igin

u? j(X)r(x) e Cekd
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dir Buradan da j(x)r(x) eJ elde edilir. Sonug olarak J kiimesinin Z4[%n 1

halkasinin ideali oldugu goriiliir.

Z“[%n 1) halkasinin idealleri Z, iizerinde n uzunlugunda devirli kodlara karsilik

geldigi hatirlatilarak bu asamada asagidaki teoreme ihtiya¢ duyulacaktir.

Teorem 2.3.4. C kodu n uzunlugunda ZJ% 1 _y halkast izerinde devirli bir kod

olsun. Eger n tek ise Z“[%n 1 temel ideal halkasidir ve g(x),a(x) polinomlari

a(x)| g(x)| x" —1 sartin1 saglamak iizere

C =(g(x), 2a() = (g(x) + 2a(x))
dir [24].

J kiimesi Z“[%n_ D halkasinin bir ideali oldugundan devirli kod olarak

diistiniilebilir. Teorem 2.3.4’den yaralanarak J =(Qg,(X)+2a,(X)) olarak yazilabilir.

Yani J kiimesinin her elemant g,(X)+28,(X) polinomunun bir kat1 olarak yazilacaktir.
Buraya kadar elde edilen sonuglar altinda Cek® "nin u® Z“[%n 1) tizerinde devirli

kod olarak diisiinmek yanlis olmayacaktir. Dolayisiyla @ halka homomorfizmasinin
cekirdegi
Cek® = u?(g,(X) +2a,(x))

ile belirlenebilir.

Buraya kadar elde edilen sonuglar kullanilarak R {izerindeki n uzunlugundaki bir C

devirli kodun iirete¢ yapisi asagidaki teorem ile birlikte ortaya konabilir.
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Teorem 2.3.5. C kodu R iizerinde n uzunlugundaki bir devirli kod olsun. i=1,2,3
icin g;(x) ve a(x) polinomlart a(x)|g,(x)|x"—1 mod2 sartim saglayan Z,
tizerindeki polinomlar ve ¢;(X)+2a,(X) polinomlari da Z, tizerinde devirli bir kodun

tirete¢ polinomlar1 olmak tizere C kodu
C =(g,(x) +2a,(x) +ug(x) +uh(x),u(g, (x) +2a,(x)) +ub(x),u*(g5(X) +28,(x)))

ile belirlenir.

Gosterimde kolaylik saglamast i=1,2,3 i¢in f,(X)=0;(X)+2a(x) €Z,[x] olarak
tanimlansin. Bu durumda C 'nin iireteci yeniden diizenlenirse
C = (f,(x) +ug(x) +uh(x), uf, (x) +ub(x),u®f,(x))
elde edilir. C'nin R halkasinin bir ideali oldugu goz éniinde bulundurulursa
u?(f(x)+ug(x)+u’h(x)) =u*f,(x) eC
u(uf, (x) +u’b(x)) =u’f,(x) eC
elde edilir. Dolayisiyla C’deki bu elemanlarin homomorfizma altindaki goriintiisii

d(U*f(x)) =d(U’*f,(x))=0 olacaktir. Bu da u®f(x),u’f,(x) e Cekd anlamia
gelir. Gekd =u?(f,(x)) oldugundan f,(x)| f;(x) ve f,(X)| f,(X) sonucuna ulasilir.
Benzer sekilde [20] ¢alismasindaki homomorfizma kullanilarak f,(X)| f,(x) elde

edilebilir. Sonug olarak f,(x)| f,(x)| f,(X) saglanir.

Lemma 2.3.1. R iizerinde a(x) ve A(x)iki polinom olsun.. Eger £#(Xx) polinomu

regiiler polinom ise

a(x) = BOYS() +1(x) ; d°(x) <d°A(X)

olacak sekilde s(x) ve t(x) polinomlar1 vardir.

ispat. Eger #(x) polinomu regiiler polinom ise R[x] halkasmda f’(x) monik
polinomu ve q(x) birimsel polinomu B(x)= f"(x)q(X) olacak sekilde vardir [5].

f7(x) monik polinom oldugundan bdlme algoritmas1 uygulanirsa
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a(x)= 7 (x)s(x)+t(x) ; d°t(x) <d°f"(x)

elde edilir. Esitligin her iki tarafi q(x) polinomu ile garpilirsa

q(x)er(x) =q(x) £ (x) s(x) +a(x)t(x)
esitligi saglanir ki bu da s(X) = (q(x))™"s'(X) olmak iizere ar(x)= B(x)s(x)+t(x) elde
edilmesi anlamina gelir. f*(X) monik polinom oldugundan

d°B(x) =d°q(x)+d°f (x) >d°f (x)
esitsizligi saglanir. Ayrica d°t(x) <d°f (x) oldugu gercegi de kullanilarak t(x)ve

S(X) polinomlarinin dereceleri arasinda d°t(x) <d°B(x) iliskisinin oldugu goriiliir.

Boylece istenen saglanir

Teorem 2.3.6. C kodu R iizerinde n uzunlugundaki bir devirli kod olsun. Eger
C = (f,(x) +ug(x) +uh(x), uf, (x) +ub(x),u® f,(x)) ve f,(x) = f,(X) ise
C=(f,(x)+ug(x)+u’h(x)y dir. Ayrica  f,(X) regiiler polinom ise
f.(x) +ug(x)+u’h(x) | (x" -1) dir.

Ispat. Kabul edilsin ki f,(x)= f,(x) olsun. f,(X)| f,(X)| f,(X) kosulundan dolay:
f,(x) = f,(x) = f,(x) dir. ©(C)=(f,(x)+ug(x),uf,(x)) kodu Z,+uZ, iizerinde
devirli kod oldugundan ve u(f,(X)+ug(x)) =uf,(x) =uf,(x) esitligi de gbz oniinde
bulundurularak ®(C) =(f,(x)+ug(x)) elde edilir. f,(x)= f,(X) esitligi kullanilarak
u? (f,(x)+ug(x)+u®h(x)) =u®f,(x) =u?f,(x) e { f,(x) +ug(x) +u>h(x))

elde edilir. Dolayistyla C = { f,(x) +ug(x) +uh(x)) dir.

Simdi de  fy(X)=f(X) regiler polinom oldugu kabul edilsin.
f.(xX)+ug(x)+u’h(x)|(x" —1) oldugunun godsterilmesinde bdlme algoritmasindan

yararlanilacaktir. Bolme algoritmasinin kullanilabilmesi i¢in de sifirdan farkh

f,(X)+ug(x)+u’h(x) polinomunun o6ncelikle regiiler oldugu ispatlanmalidir.
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Asagida yapilacak olan islemlerde yazim kolayligi olmasi agisindan herhangi bir a(x)

polinomu a olarak gosterilecektir.

Herhangi bir a+ub+u®c € R[x] polinomu igin
(f,+ug+u”h)(a+ub+u’c)=0
olsun. Yani
af, +u(bf, +ag) +u®(cf, +bg +ah) =0

elde edilir. Buradan

af, =0

bf, +ag =0

cf,+bg+ah=0

sonuglarina varilir. Birinci esitlikte f, polinomu regiiler polinom oldugundan a=0
olmak zorundadir. O halde ikinci esitlik yeniden diizenlenirse bf, =0 olur ve yine f;
polinomu regiiler polinom oldugundan b=0 olmak zorundadir. Ayni sebeplerden

dolay1 iigiincii esitlikten de ¢ =0 elde edilir. Dolayisiyla a+ub+u®c=0 elde edilir.

Yani f,(x)+ug(x)+uh(x) polinomu regiilerdir. O halde Lemma 2.3.1°den dolay
X" —1=(f,(X) +ug(x) +uh(x))s(x) +t(x)
yazilabilir ve t(x)=0 veya d°t(x)<d°(f,(x)+ug(x)+uh(x)) dir. Yukardaki
esitlikte t(x) polinomu yalniz birakilirsa
t(x) = (X" =1) — (f,(x) +ug(x) + u?h(x))s(x) = —s(x)( f,(x) +ug(x) +u*h(x)) e C
elde edilir. Buda f,(x)+ug(x)+u’h(x) polinomunun C’nin iirete¢ polinomu

oldugundan en kiigiik dereceli olmas1 gergegi ile g¢elisecektir. Bu sebepten dolayi

t(x) =0 olmak zorundadir. Buda f,(X)+ug(x)+u’h(x)|(x" —1) oldugunu ispatlar.

Simdi R iizerindeki devirli bir kodun en kiiciik geren kiimesi ve eleman sayisi

belirlensin. Bunun ig¢in ilk olarak agagidaki tanima ihtiyag¢ olacaktir.
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Tamm 2.3.1. R halkasi tek bir M maksimal ideale sahip bir lokal Frobenius halka olsun

ve R" de r,....r elemanlar1 almsmn. Bu durumda F,...,I, elemanlar1 modiiler
bagimsiz olmasi igin gerek ve yeter sart her i=1,...,kigin ¢, € M olacak sekilde

z:Cil’i =0 sartinin saglanmasidir [25] .

Teorem 2.3.7. n pozitif tek tamsay1 ve C kodu R tizerinde n uzunlugundaki bir devirli

kod olsun.

1. R[X] iizerindeki f (X) polinomu regiiler polinom ve f (x) = f,(x)+ug(x) +u®h(x)
polinomunun derecesi d°f(x)=s olmak iizere C={f(x)) ise C kodu n—s

rankina ve
B ={f (x), xf (x),..., X" f (x)}

bazina sahip bir serbest koddur.

2. C =< f,(x)+ug(x)+u’h(x), uf,(x)+u’b(x), u?f,(x) > R iizerinde n uzunlugunda
devirli bir kod olsun. f,(x), f,(x) ve f,(X) polinomlar1 d°f (x)=s, ,d°f,(x)=s, ,
d°f,(x) =s, derecelerine sahip monik polinomlar olsun. Bu durumda C kodu n-s,

rankina sahiptir ve C’yi geren en kii¢lik kiime;

f,(X) +ug (X) +u’h(x), x(f,(x) +ug (x) + u?h(x)),..., x" = (f,(x) +ug (x) + u*h(x)),
T= uf, (x) +u’b(x), x(uf, (X) +uZb(X)),..., x> "= (uf, (X) + u’b(x)),
u? f,(x), X(U? £,(X)),.., X227 (U £,(X))

dir.

ispat.

1. R[x] iizerindeki f (X) polinomu regiiler polinom ve f (x) = f,(x)+ug(x)+u’h(x)
polinomunun derecesi d°f(x) =S olmak iizere C =(f(x)) olsun. Teorem 2.3.6°dan
dolayr f(x)|x"—1 oldugu sdylenebilir. O halde X"—-1= f(x)h(x) olacak sekilde
d°h(x) =n—s olan bir h(x) e R[x] polinomu vardir. ¢(x) ,C kodunun bir elemani
olsun. C=(f(x)) oldugundan c(x)= f(x)k(x) olacak sekilde bir k(x) polinomu

vardir. Eger k(x) polinomunun derecesi n—s—1 ise istenen saglanacagindan ispat
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biter. Aksi halde k(x) polinomunun derecesi n—s—1 den biiyiik ise h(x) polinomu
ile bolme algoritmasi uygulanir ve
k(X) =h(x)s(x) +t(x) ; d°t(x) <n—-s-1
elde edilir.
O halde

c(x) = £ (x)k(x) = () (h(x)s(x) +1(x))
= F()h()s(X) + F ()L(X)
= F()t(x)

saglanir. Sonu¢ olarak B kiimesi C’nin geren kiimesidir. Dikkat edilmelidir ki

yukaridaki islemler R[x] <X” 1> halkasinda gerceklestiginden

f(xX)h(x) =x"-1=0(mod x" —1) dir.

Simdi de B geren kiimesinin baz oldugunu ispatlayabilmek i¢in lineer bagimsiz oldugu

n—s—1
X

gosterilmelidir.  a(x) =a, +ax+---+a, o, polinomu  R[x] iizerinde
a(x) f (x) =0 sartin1 saglayan bir polinom olsun. f(x) regiiler polinom oldugundan
R[X] iizerinde q(x) birimsel polinomu ve f~ . terslenebilen eleman olmak iizere
f7(x)= f, + £ x+---+ " x">" monik polinomu f(x)= f"(x)q(x) olacak sekilde
vardir. Gosterilmesi gerekilen a(x) f~(x)q(x) =0 esitliginin yalnizca a(x) =0 olmasi
ile saglandigidir. a(x) polinomu agilarak yazilirsa
8 f " (0A0)+2, T (NGOOX+-++a, o ()X =0
esitligi elde edilir. Katsay1 karsilagtirmasi yapildiginda bu esitligin saglanmasi ancak

ve ancak her i=12,...,n—-s-1 igin af (x)q(x)=0 olmasidir. g(x) polinomu

birimsel oldugundan a, f“(x) =0 elde edilir. Simdi de f"(X) polinomu agilarak yerine
yazilirsa her 1=1,2,...,n—s—1. igin

af, +af x+-+af x"'=0

n—s-1

elde edilir. En biiyiik dereceli X’in katsayisi karsilastirilirsa a, f._, =0 elde edilir ve

n-s-1

*
fn—s—l

terslenebilen eleman oldugundan her i=12,...,n—s—1 i¢in & =0 elde edilir.

Dolayist ile a(x) =0 kosulu saglanir. Sonug olarak B kiimesi C’nin bir bazidir.
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2. C=<f(x)+ug(x)+u’h(x), uf,(x)+u’b(x), u’f,(x) > kodu R iizerinde n
uzunlugunda devirli bir kod olsun. f (x), f,(x) ve f,(x) polinomlar: d°f (x)=s, ,
d°f,(x)=s, ,d°f,(x)=s, derecelerine sahip monik polinomlar olsun.
f,(x)| £,(x)| f,(x) ve f,(X) polinomlari monik oldugundan s, >s, > s, bagmtisi elde

edilebilir. T kiimesinin C’nin en kii¢iik geren kiimesi oldugu gosterilecektir. Bunun

icin gosterilmesi gereken T kiimesinin

f.(X) +ug (x) +uh(x), x(f,(x) +ug(x) +u>h(x)),..., x> (f,(x) +ug(x) +u’h(x)),
X = uf, () +u?b(x), x(uf, (X) +u’b(x)),..., X" (uf, (x)) +u®b(x)),
u? f,(x), x(U*f,(x)),..., X" (U’ f,(x))

kiimesini ~gerdigi ve T’nin modiiler bagimsiz oldugudur. Ik olarak
X2 % (U*f,(x)) €eSp(T) oldugu gosterilecektir. Kabul edilsin ki x% % f,(X)
polinomunun bas katsayist a, ve f,(x)+ub(x) polinomunun bas katsayis1 da b,
olsun. Bu durumda a,=cyh, olacak sekilde C,€Z, elemani vardir. f,(X) monik

polinom oldugundan f,(x)+ub(X) polinomu regiiler polinomdur. O halde bdlme

algoritmas1 uygulanirsa
u?x*~% f,(x) = u’c, (f,(x) +ub(x)) +u’t(x)
yazilabilir. Burada ki u’t(x) = u®f,(x)a(x) polinomu C de derecesi s, den kiigiik olan
bir polinomdur. C igerisindeki herhangi bir polinomun derecesi d°f,(x)=s, den
bilyiik ya da esit olacagindan s, <d°t(x) <s, elde edilir. O halde
Ut(X) = oy (U* 5 (X)) + X (U* F (X)) -+ o X =7 (U F5(X))

yazilabilir. Sonug olarak x* % (u” f,(x)) € Sp(T) dir. Benzer sekilde x*% %" (u®f,(x)),

X% %72 (2 f,(x),..., X"% 7 (u? f,(x)) € Sp(T) oldugu gosterilebilir.

Simdi de x* % (uf,(x)+u’b(x)) e Sp(T) oldugu gosterilmelidir. Kabul edilsin ki
x* 2 (f,(x)+ub(x)) polinomunun bas katsayist a Ve f(X)+ug(x)+u?h(x)

polinomunun bas katsayis1 da b, olsun. Bu durumda a, =cb, olacak sekilde ¢, €7Z,
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elemani vardir. f,(X)+ug(x)+u’h(x) polinomu regiiler polinom oldugundan Lemma
2.3.1’den dolay1
x*7% (uf,, (x) +u®b(x) = cu( f,(x) +ug(x) +uh(x)) +ur(x)
elde edilir ve d°ur(x) <s, dir. ur(x) e C oldugundan dolay1
ur(x) = A(X)(uf, (x) +ub(x)) + B(x)(u*f,(x))

olarak ifade edilebilir. Burada d°B(x)=s,—s,—1 ve d°A(X)=k dir. d°ur(x)<s,
oldugundan Kk sayist S —S,’den kiigiik olmak zorundadir. Bu da
X% (uf, () +u’b(x)) e Sp(T) olmasin1  gerektirir.  Aym1  yontem  ile

X% (uf, (X) +u?b(X)), ..., X" = (uf, (X) +u’b(x)) € Sp(T) oldugu da gosterilebilir.

Simdi T’nin modiiler bagimsiz oldugu gosterilsin.

f (X) +ug(x) +u’h(x) = g, +glx+~--+gslxSl , E,(X)+ub(x) =D, +b1x+---+b52x52 ve

S, ! S3

fo(X) = fo + fix+--+ f x* monik polinomlar olsun. Yani g, b_, ve f

n-s;-1 )
terslenebilen  elemanlar olsun. Kabul edilsin ki k(x)=Zkix'eR[x],
i=0

s-%-1 %1 .
I(x) = Z l.x' € R[x] ve m(x) = z mX' € Z,[X] polinomlari
i=0 i=0

KO(,(x) +ug (x) +uh(x)) + 1 (X)(uf, (x) +ub(x)) + m(x)(u* f;(x)) = 0

olacak sekilde var olsun. Yukaridaki esitligin her iki tarafindaki X" ’in katsayilari
kargilagtinlirsa k9, =0 oldugu goriilir. g, eleman: terslenebilir oldugundan
kHr1 =0 elde edilir. Eger X" *nin katsayilar karsilastirilirsa
kn_sl_zgSl +kn_51_1gsl_1=0 oldugu goriliir. g eleman1 terslenebilir ve kn_sl_lzo
oldugundan kn_sl_2 =0 elde edilir. Bu sekilde devam edilirse her i=0,1,...,n—s -1
i¢in ki =0 elde edilir. Ayrica u sifir bolen oldugundan her i=0,1,...,5,—S, -1 icin
herhangi bir |, elemanmi igeren X’in katsayilarinin 0 olmasi igin gerek kosul
| e<2,u> olmasidir. Ayni sebepten dolayr j=0,1,...,s,—S,—1i¢inde |, e<2,u>

dir. Tanim 2.3.1°den dolay1 T’nin modiiler bagimsiz oldugu goriiliir.



45

Bu bolim R dzerindeki n uzunlugundaki devirli kodlarin minimum Hamming

agirliklar1 hakkindaki bir teorem ile bitirilsin.

Teorem 2.3.8. C=(f,(x)+ug(x)+uh(x),uf,(x)+u’b(x),u*f,(x)) kodu n
uzunlugunda R {lizerinde devirli kod olsun. Bu durumda w, Hamming agirlig

gostermek tizere W, (C) =w,, (Cekd) dir.

Ispat. Kabul edilsin ki 1y (x),5(x),1,(X) €Z,[x] olmak iizere r(x)= r,(x)+u
L(X)+u? r,(X) eC olsun. u’r(x)= u?r,(x)eC oldugundanw,, (u®r(x)) <w, (r(x))
dir. Yani w,(u*C)<w,(C) dir. Diger taraftan u°C kodu C’nin bir alt kodu

oldugundan w, (C) <w, (U*C) elde edilir. Bu yiizden w, (C) =w,, (u*C) dir.

2.4. Z,Ju] <U3> Halkas1 Uzerindeki Devirli Kodlarin Z, Gériintiileri

Z.,+UZ,+U*Z, halkasindan Z3 halkasina

¢ 7,+UZ,+UZ, —> 7
a+ub+u’c - (a,a+b+c,b)

seklinde bir Gray doniisiim tamimlansin. Bu doniisim R" cebirsel yapisindan Z3'

cebirsel yapisina
2 2
¢(a, +ub, +u-c,,---,a,, +ub, ,+u°c, ,)=(a,,8,+b, +¢,,b,,---,a,,,a,,+b,,+¢c.,,b, ;)

seklinde genisletilebilir.

Teorem 2.4.1. ¢ Gray doniisimii Z, -lineer doniisimdiir.

ispat. Va+ub+u’c,x+uy+u’zeR ve a,B€Z, igin



o(a(a+ub+u’c)+ B(x+uy+u®z)) = p((aa+ LX)+ (ab+ SY)u+ (ac+ Sz)u?)
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=(aa+ pBx,a(@a+b+c)+ f(x+y+2),ab+ py)

=a(a,a+b+c,b)+ B(X,x+y+12,2)
=ap(a+ub+u’c)+ Bp(x+uy +u’z)

oldugundan Z, -lineerdir.

Teorem 2.4.1°den ve Gray doniisiimiin tanimindan dolay1 Z, +UZ, +U°Z, lizerinde n

uzunlugunda lineer bir kodun gériintiisiiniin 7Z, tizerinde 3n uzunlugunda lineer koda

denk gelecegi goriiliir.

Simdi asagida verilecek olan teorem ile Z, +UZ, +U°Z, tizerindeki n uzunlugundaki

bir devirli kodun ¢ altindaki Z,-gériintiisiiniin 3n uzunlugunda 3-yar1 devirli kod

oldugu ortaya konabilir.

Teorem 2.4.2. ¢ Gray donlisim ve 7 devirsel Gteleme operatorii olmak iizere

ot =70 dir.

Ispat. ¢ Gray doniisiim ve 7 devirselsel dteleme operatorii olsun. v, = a, +ub, +u?c,

olmak iizere V = (v,,V,,...,V,) € R" olsun. Bu durumda
(V) =(V,, V..V, )
ve

Q(T(V)) = (an’a'n +bn +Cn’bn’al’ al +b.l. +Cl’bl" s a'n—l’ an—l +bn—1 +Cn—l’bn—l)

elde edilir. Diger taraftan

(V) =(a,a +b +c,b,....a,a,+b, +c.,b))

ve

*(p(V))=(a,,a,+b +c ,b ,a,a +b +c,b,...,a ;,a _+b  +c ;b ) ...

dir. (1) ve (2)’den dolay1 @7 =@ dir.

(1)

)
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Teorem 2.4.3. C kodu R iizerinde n uzunlugunda bir devirli kod olsun. Bu durumda

@(C) de Z, tizerinde 3n uzunlugunda 3-yar1 devirli koddur.

Ispat. C kodu R iizerinde n uzunlugunda bir devirli kod ise 7(C)=C dir. Teorem

2.4.2°den dolay1 7°(¢(C)) = ¢(z(C)) = ¢(C) elde edilir. Yani ¢(C) kodu Z, iizerinde

3n uzunlugunda 3-yar1 devirli koddur.

2.5. Hesaplama Sonuglari

Simdiye kadar elde edilen sonuglardan yararlanarak Z,+UZ, +U°Z, iizerindeki
devirli kodlar i¢in bilgisayar calismasi yapilmistir. Teorem 2.3.6 ’da verilen 6zel

duruma gére Z, +UZ, +U*Z, halkasi lizerinde n tek uzunluktaki devirli kodlar gz
oniinde bulundurulmustur. Yani f polinomu Z, iizerinde n uzunlugunda devirli kodun
tirete¢ polinomu ve g,h polinomlar1 da Z, {izerinde herhangi iki polinom olmak iizere
7., +UZ,+U’Z, iizerindeki iireteg polinomlar (f(x)+ug(x)+uh(x)) formunda
olacaktir. Ayrica Z,+UZ, +U%Z, iizerindeki devirli kodlarin yukarida tanimlanan
doniisiim altindaki Z ,-goriintiileri de incelenmistir. Yapilan arastirmada 7Z, {izerinde
yeni lineer kodlar bulunmustur. Asagidaki tablolar n = 7 uzunlugundaki bazi1 kodlarin
parametresini gostermektedir. Bu sebeple kodlarin Z,- goriintiilerinin uzunlugu 21
dir. Her bir iirete¢ 7, lizerindeki 3 polinom tarafindan belirlidir. Yazim kolaylig
olmast agisindan X in en bilyiikk derecesinden baslayarak azalan bir sekilde sadece
katsayilar yazilmistir. Yani 2x* +3x+1 polinomu 20031 olarak gosterilmistir. Ayrica
arka arkaya n defa tekrar eden bir d katsayis1 varsa buda d" seklinde kisaltilmigtir.
Yani 3x®+3x*+3x+3 polinomu 3* olarak yazilmistir. Asagidaki tablolarda 7Z,

lizerindeki kodlar igin onemli olan Lee ve Oklit agirliklan Z, +UZ, +U°Z,

tizerindeki devirli kodlarin Z,- gériintiileri i¢in bakilmistir. X € Z, olmak iizere X

elemaninin Lee agirhigi W, (X) =min{| X|,|4—X|} olarak tanimlanmigtir. Bu yiizden

0,1,2,3 elemanlarinin Lee agirliklart sirast ile 0,1,2,1 dir. X elemanmin Oklit agirlig:
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ise W, (X) = min{x?, (4—x)*} olarak tanimlanmstir. 7', ’deki bir vektoriin Lee agirligi
bilesenlerinin Lee agirliklarnin toplamina esittir. Z'’deki bir vektoriin Oklit

agirhigida benzer sekilde tamimlanir. Ilk tabloda kodlar Lee agirliklarma gére ikinci

tabloda ise Oklit agirliklarina gére ayrilmistir. 7, iizerindeki lineer kodlar [26]

makalesinde ve online olarak da Z, Codes.info adresinde listelenmistir. Bu ¢alismada

elde edilen yeni lineer kodlarda bu listeye eklenmistir.

Tablo 2.1. 7 uzunlugundaki bazi devirli kodlarin 7 4 - goriintiileri ve Lee agirliklar:

f(x) g(x) h(x) 7. ,-goriintiilerinin parametreleri
1113313 2000222 110300 [21, 42215,4]
22 3131333 221212 [21, 4% 2]
22202 1130120 2120111 [21, 4312 4]
2 1302030 3220121 [21,42% 4]
13 3223011 2202002 [21,452° 4]
11323 202 2031110 [21,4°2% 4]
13 230110 3212323 [21,4°2° 2]
1113133 3210231 101213 [21,4°2° 4]
13 3011032 21322 (21,427 2]
11303 3132322 3122031 [2142° 4]
3231 22020 3313312 [21,42" 6]
1211 1021310 1223110 [21,412° 4]
1321 2133 301302 [21,422° 4]
10113 110023 1033223 [21, 41322,4]
3121 3122301 1101123 [21, 4142014]
31 1320101 3212112 (21,452 4]
11 2120113 3200330 [21,452° 2]

31 3211101 1330033 [21,4°2° 4]




Tablo 2.2. 7 uzunlugundaki bazi devirli kodlarin 7 4 - goriintiileri ve Oklit agirhiklart

f(x) 9(x) h(X) 7 4 -goriintiilerinin parametreleri
1113313 2000222 110300 [21,4%2% 8]
2 3313313 313312 [21,4'2%,4]
20222 2002 233202 [21,4%2° 8]
183 3113111 3113132 [21,4%2% 4]
2 23213 2303332 [21,4%27 3]
1°3 1123003 2101301 [21,4°2 4]
11323 2200202 2223112 [21,4°2%,7]
11323 220 2031110 [21,4°2" 6]
11323 183 1122132 [21,472" 4]
12333 1313113 1123320 [21,4%2%, 4]
3 120213 3011120 [21,4°2°,3]
12313 233301 202121 [21,4°2°,6]
1211 3311113 3232310 [21,4°2" 4]
11303 101332 2001210 [21,4°2° 4]
11323 2312102 3212330 [21,4"2" 3]
3231 22020 3313312 [21,4"2",6]
1211 1303201 3020223 [21,4"2" 4]
11 200 23002 [21,4%2° 4]
10113 110023 1033223 [21,4%2% 4]
10113 2210110 2031121 [21,4%2° 3]
3231 102133 3133202 [21,4%2" 4]
1211 3322310 3332300 [21,4“27,2]
31 3103003 203120 [21,4%2° 4]
11 3100121 203120 [21,4%2° 3]

31 3312122 321201 [21,4°2%,3]




BOLUM 3. F, +VF, UZERINDE SKEW YARI DEVIRLI KODLAR

Literatiirde devirli kodlar iizerinde yapilmis birgok calisma gérmek miimkiindiir. Fakat
bu calismalarin ¢ogu degismeli halkalar iizerindedir. Son zamanlarda yapilan
calismalar da devirli ve yar1 devirli kodlar, degismeli olmayan halkalar {izerinde skew

devirli ve skew yari devirli olarak incelenmistir.

Degismeli olmayan halkalar tizerindeki devirli kodlarin yapisi ilk olarak 2007 yilinda

Boucher ve arkadaslar tarafindan incelendi. Bu galismada [, sonlu bir cisim ve 0,
IF, tizerinde bir otomorfizma olmak tizere [, [x, 6] ile gosterilen skew polinom halkasi

tizerindeki devirli kodlar1 ¢alismislardir. Skew polinom halkasi iizerinde kod
calismanin en 6nemli sebeplerinden biri bu halka {izerindeki polinomlarin birden fazla
carpanlara ayrilmasidir. Bu sebepten dolayr skew polinom halkalar1 ideal sayisi
bakimindan degismeli olan halkalardan daha fazla avantaj saglamaktadir. Bu yilizden
skew polinom halkasi iizerindeki ¢aligmalara bakildiginda literatiirde en iyi bilinen
lineer kodlardan daha iyi Hamming uzakliga sahip yeni kodlar gérmek miimkiindiir
[27, 28]. Abualrub ve ark. [27] sonlu cisim {izerinde skew yari devirli kodlari
calismigtir. Bhaintwal [29] Galois halkasi {izerinde skew yar1i devirli kodlar
calismistir. Ayrica bu calismada Galois halkasi iizerindeki skew devirli kodlarin
serbest olmasi i¢in bir sart verilmistir. Boucher ve ark. [30] sonlu cisim {izerindeki ¢
devirli kodlarin dualleri hakkinda bazi sonuglar ortaya koymustur. Tiim bu ¢alismalar
da skew devirli kodlar kodun uzunlugunun otomorfizmanin mertebesini boldigi
kosulu altinda incelenmistir. Siap ve ark. [31] hic¢bir kosul olmadan herhangi bir
uzunluktaki kod i¢in sonlu cisim tizerinde skew devirli kodlarin yapisini

incelemislerdir. Abualrub ve ark. [32] I, + VI, halkasi iizerindeki skew devirli kodlar

caligmiglardir ve bu halka {izerinde tanimlanan skew devirli kodlarin {ireteg
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polinomlarini vermislerdir. [, +VEF, ve T, +VIF, {zerindeki skew devirli kodlar

sirasiyla [33] ve [34] makalelerinde incelenmistir.

Bu béliimde ilk olarak kullanilacak olan temel tanimlar ve teoremler ele alinmustir.

Daha sonra T, +VEF, izerindeki skew yar devirli kodlarm cebirsel yapisi

incelenmistir. Bir iiretecli serbest skew yar1 devirli kodlar i¢in bir baz verimis ve bu
kodlarin minimum uzaklig i¢in sinir verilmistir. Skew yar1 devirli kodlarin dualleri
tartisilmistir ve farkli bir bakis acisi ile R tizerindeki skew devirli kodlarin dualini
icermesi icin gerek ve yeter sart verilmistir. Bundan yararlanarak skew devirli
kodlardan quantum kod insa edilmistir. MAGMA cebirsel programlama sistemi [35]

kullanilarak bazi quantum kod parametreleri listelenmistir.

3.1. Temel Tanimlar ve Teoremler

IF,, g elemanli sonlu cisim ve m pozitif tam say1 olmak lizere = p™ olsun. Bu boliim

boyunca “R” harfi T, +VIF, ={a+vb| vi=vveabe IF,} halkasini temsil edecektir. R

halkas1 <V > ve <1-v > olmak iizere iki maksimal ideale sahiptir. R tizerindeki halka
otomorfizmasi
o,: F,+VvE, — F +VEF

Xx+vy o xP +wyP
seklinde tanimlansin. S=1 i¢in o, otomorfizmas: Frobenius otomorfizmas: olarak
adlandirilir. o,ve o, otomorfizmalarinin tanimindan dolay1 o, = o; oldugu goriiliir.
R {izerindeki polinomlar kiimesi

RIx,o.]={f(X)=a, +aXx+...+a,,Xx""|aaeR vei=01..n-1}

ile temsil edilsin. Bu kiime polinomlarda bilinen toplama islemi ve «, SR olmak
tizere (ax')(Bx')=a-o!(B)x"! ile tanimlanan garpma islemi altinda bir halkadir. Bu

R[X,o0,] halkasmna skew polinom halkasi denir. Bu halka degismeli olmayan bir

halkadir.
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Tanmim 3.1.1. R" ’nin bir alt kiimesi C olsun. Eger C kiimesi asagidaki sartlar1 sagliyor

C’ye n uzunlugunda skew devirli kod denir.
i. C kiimesi R" ’nin bir R-alt modiiludiir.

ii. 7 skew devir oteleme operatorii olmak tizere €=(C,,C,,...,C,,)€C iken

T(C) = (Gs (Cn—l)’ O-s (CO)1 te Gs (Cn—2)) € C dlr [36]

Tanmm 3.1.2. f(X), g(x) € R[X,0,] polinomlar: i¢in f(x) = p(x)g(x) olacak sekilde
bir p(x) € R[x,o0,] polinomu varsa g(x) polinomu f(x) in bir sag boleni olarak

tanimlanir. Sol bolen tanimi da benzer sekilde yapilabilir.

Tanim 3.1.3. p(X),q(X) € R[x, o,] iki polinom olsun. Eger bir r(x) polinomu i¢in
i. r(x) polinomu p(x) ve q(x) polinomlarinin bir sag béleni ve.
ii. Eger s(x) polinomu p(x) ve q(x) polinomlarinin bagka bir sag béleni ise
s(x) polinomu r(x) polinomunun da bir sag boleni
oluyor ise r(x) polinomuna p(x)ve q(x) polinomlarinin en biiyiik sag ortak bdleni

denir ve ebob,

sag

(p(x),q(x)) =r(x) ile gosterilir. En biiyiik ortak sol bolen de ayni

sekilde tanimlanabilir ve ebob,, (p(x), q(x)) =r(x) ile gosterilir.

Skew devirli kodlar skew yar1 devirli kodlarin aragtirmasinda dnemli bir rol oynadigi

i¢in I, +VEF, tzerindeki skew devirli kodlarin yapisina ihtiyacimiz olacaktir. Giirsoy
ve ark [36]’da Teorem 1.1.14 kullanarak T, + VI, iizerindeki skew devirli kodlarin
yapisini incelemistir ve I, +VEF, tzerindeki skew devirli kodlarn tek bir eleman

tarafindan tiretildigini asagidaki teorem ile ortaya koymuslardir.

Teorem3.1.1. C = (1-Vv)C,+VC, kodu R halkast iizerinde n uzunlugunda bir skew
devirli kod olsun. T, iizerindeki U, (X) ve U,(X) polinomlari sirast ile C, ve C, skew
devirli kodlarin iireteg polinomlari olmak itizere C = <U(X)> = ((L-v)u,(x) +vu,(x))

seklinde tiretilir. Ayrica u(x) polinomu tek ve x" —1’in bir sag bolenidir.
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Dikkat edilmelidir ki u(X) iirete¢ polinomunun monik olmasi gerekmiyor. Bu kosul

kodun serbest olup olmayacagini belirleyecektir. Bunu ispatlamadan once asagidaki

Teorem’e ihtiya¢ olacaktir.

Teorem 3.1.2. [Sag Bolme Algoritmasi]: f(x) ve g(x) polinomlari R[X,o,] skew

halkasinda sifirdan farkli iki polinom ve g(x)polinomunun bas katsayisi birimsel

eleman olsun. Bu durumda q(x) ve r(x) polinomlari

fFO)=a()g(x)+r(x) ; d°r(x)<d°g(x)

olacak sekilde tek tiirlii vardir.

Ispat. f(x)=a,+ax+...+ax" , g(X)=h, +bx+...+b x" € R[X,0,] polinomlar
ve b' R olsun. Tiimevarim yontemi ile derecesi 7 'den kiigiik olan her polinom igin
hipotezin dogru oldugu kabul edilsin a, -7 ™" (b, ")x"™g(x) polinomunun derecesi.
n’den kiigiik ve bas katsayis1 a, dir. Buradan goriiliir ki
f(0 = () -a,-00 "(B;)x" g (%)
polinomunun derecesi de n’den kigiiktiir. Kabuliimiizden dolayr @,(X) ve r(x)
polinomlar1
f,(x) = f(x)—a,-07" (0, )x""g(x) =G, (x)g(x) + r(x)

ve d°r(x) <d°g(x) olacak sekilde mevcuttur. Dolayisiyla

a(x) =, (x) +a,0; " (b, )x" "
olarak alinirsa

f(x)=a, 07" (b, )x""g(x) + 6, (X)g(x) +r(x) = q(X) g (x) + ()

elde edilir.

Simdi q(x) ve r(x) polinomlarinin tek tiirlii oldugunu gosterilsin. Kabul edilsin ki
d°r(x) <d°g(x) ve d°r,(x) <d°g(x) .olacak sekilde

F(X) = (x)g(x)+r(x) ve f(x)=0,(x)g(x)+r,(x)

olsun. Buradan
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0, (X)9(X) +1(X) = 6,(X) 9 (X) + 1, (X) = (6,(X) — 6, (X)) 9(X) =, (X) —1.(X)
elde edilir. Bas katsay1 birimsel eleman oldugundan
d® (0, (x) — 0, (x)) +d°g(x) = d°(r,(x) — 1.(X))
yazilabilir. Ayrica d°(r,(x)—r (X)) = max{d°r,(x),d°r,(x)} <d°g(x) oldugundan
yukaridaki esitligin dogru olmast @, (X) =0,(X) ve r,(x)=r,(X) olmasmi gerektirir.

Buradan tek tiirlii olmasi gerektigi anlagilir.

Simdi skew devirli kodlarin serbest olmasi i¢in gerekli olan sart asagidaki teorem ile

verilebilir.

Teorem 3.1.3. [, +VF, iizerindeki derecesi k olan u(x) polinomu x" —1’in bir sag
boleni olmak tizere C= <u(x)> kodu n uzunlugunda skew devirli kod olsun. Eger

n—k-1,

u(x) bir monik polinom ise C kodu S ={u(x),xu(x),...,X" " u(X)} bazina sahip bir

serbest koddur veboyC =n—k dur.

Ispat. C=<u(x)> skew devirli kod ve x"—1=ov(x)u(x) olsun. u(x) ve x"-1
polinomlar1 monik oldugundan v(x) polinomu da derecesi n—k olan monik polinom
olmak zorundadir. C kodunun herhangi bir c¢(x) elemani ig¢in c¢(X) =k(x)u(x) olacak
sekilde bir K(X) € R[X,0,] elemani vardir. Eger d°k(X) <n—k -1 ise S kiimesi C’yi
gerer. Aksi taktirde Teorem 3.1.2°den dolayr g(x) ve r(x) polinomlari
k(X)=q(Xo(x)+r(x) ; d°r(x)<d’o(x) veya r(x)=0

olacak sekilde mevcuttur. Yukaridaki esitligin her iki tarafi u(x) ile sagdan carpilirsa
k(x)u(x) =g(x)h(x)u(x) + r(x)u(x)c(x) = k(x)u(x) = r(x)u(x) elde edilir. Buradan da

S kiimesinin C’yi gerdigi goriiliir.

Simdi S’nin lineer bagimsiz oldugu gosterilmelidir. a(x) polinomu a(x)u(x)=0
sartin1 saglayan n—Kk—1 derecesine sahip bir polinom olsun. Buda gosterir ki x" —1

polinomu a(x)u(x) ’in bir bdlenidir. x" -1 polinomu monik ve d°(a(x)u(x))<n
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oldugundan a(x) polinomu sifir olmak zorundadir. Bu da S’nin lineer bagimsiz

oldugunu ve C i¢in bir baz oldugunu gosterir.

Tanim 3.1.4. Eger a(X),b(x) € R[x, o] polinomlart

a(x) p(x) +b(x) p,(x) =1
olacak sekilde mevcut ise p,(X), p,(X) € R[X,0,] polinomlarma sagdan aralarinda

asaldir denir. Soldan aralarinda asal tanimi1 da benzer sekilde yapilabilir.

Lemma 3.1.1. C kodu x" —1=0(X)u(x) olacak sekilde u(x) iirete¢ polinomuna sahip
skew devirli kod olsun. C nin herhangi bir iirete¢ polinomu < p(x)u(X) > bigimindedir

ve v(x) ve p(x) sagdan aralarinda asaldir.

Ispat. Kabul edilsin ki v(x) ve p(x) sagdan aralarinda asal olsun ve k(x) polinomu
p(X)u(x) elemanini temsil etsin yani K(X) = p(x)u(x) olsun. v(x)ve p(x) sagdan
aralarinda asal olduklarindan tanim geregi
a,(x) p(x) +&,(x)o(x) =1
olacak sekilde & (X),a,(X) € R[X,o,] polinomlar vardir. Yukaridaki esitligin her iki
tarafi sagdan u(x) polinomu ile ¢arpilirsa
2,(X) pPOu(x) +a, (x)o(x)u(x) = u(x)
elde edilir. Baska bir ifade ile
a, (X) p(x)u(x) = a,(x)k (x) = u(x) mod(x" —1)

dir. Buradan u(x)e(k(x)) oldugu goriiliir. Dolayisiyla (u(x))sol g(k(x))SOI dir.

sol

Diger taraftan k(x) = p(Xx)u(x) oldugundan <k(X)>Sol < (u(x))_ dir. Sonug olarak

sol

(k(x)),, =(u(x),, =C dir. Yani k(x) = p(x)u(x) polinomu C igin bir iireteg olur.
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3.2 Fq + VFq Halkas1 Uzerindeki Skew Yari-Devirli Kodlarin Cebirsel Yapisi

Tamm 3.2.1. o, F, +VF, nin bir otomorfizmasi ve | o, [= m olsun. m|n olacak sekilde

N =n( pozitif tamsay1r olsun. Eger C asagidaki sartlar1 sagliyor ise C koduna N

uzunlugunda indeksi ( olan skew yari devirli kod denir.
i. C, R" nin bir R-alt modiiliidir.
ii.C=(Cogr--1Co11Cuor-1CirgreesCggr--1Coy g ) €C ikeEN
7,(C) = (0'S (Crr0)r--104(Cryr 1)y O(Crng)se s O (CH’H)) eC
dir. Diger bir deyis ile T, +VIF, tizerinde ( indeksli N uzunlugunda skew yar1 devirli
kod 7,doniisiimii altinda sabit kalan bir lineer koddur. F, +VIF, iizerinde skew yar

devirli kod, eger ( =1 olarak alinirsa skew devirli koda, eger o, otomorfizmasi birim

otomorfizma olarak alinirsa bilinen yari-devirli koda doniisiir.

Teorem 3.2.1. | o, |=m olmak {izere eger m|n ise x" —1 elemani R[X,o,] halkasinin

merkezindedir.

Ispat: a(x) =a, +a,x+---+a x" € R[x,o,] olsun. m|n oldugundan dolay1 herhangi bir
aeR icin o] (a)=a dir.
(x"-Da(x)=(x"-1(a, +a,x+---+ax")
=X"a, + X" (ax)+---+x"(a,x")—a(x)

= o7 (8)X" + 07 (a,)
=g, X" +a X"+ +a x

n+1

+--+o, (8, )x"" —a(x)
n+r_a(x)
=(a, +ax+--+ax )x"—a(x)

=a(x)(x" -1

oldugundan x" —1 elemam R[X, o] halkasinin merkezindedir.
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Tamim 3.2.2. R, = R[X%n 1>vea (8.8, 58,,,...,a,,) € R" olsun.

n
a,(x) =Y a;x'"" olmak iizere
=i

@: R™ — R
(au!aiz ai("";an,l""’an,[) = (a(x),a,(x),--- a,(x)) =a(x)

birebir doniisiimii verilsin. Bu donsiim yardimi ile C’deki herbir kod s6z bir polinom

olarak temsil edilebilir.

(
Teorem 3.2.2.R! :(R[X,o% ) 1>} bolim halkast

a(X)(0(X), G (x),-++, 9, (X)) = (@(x) 0, (x), 2(X)q, (X), - -+, 2(X) G, (X))

seklinde tanimlanan ¢arpma islemi altinda sol R, = _RIx %n 1> -modiildiir.

Ispat: Bu ispatta herhangi bir f(x) polinomu kisaca f olarak gosterilecektir.
Va,BeR, ve Vq= (0,0, 0,), P=(Py, Pp.e+ P,) €R, igin

i a(p+a)=a(g+p,d,+p, 0, +P,)
=(aq1+apl,aq2+ap2,-~-,aq(+ap()
=a(ql,q2,~--,q()+a(p1, Py p()
=ap+aq

. (a+ﬁ)p:(ap1+ﬂp1’ap2+:Bp2""’ap[+ﬂpc)
:(apl,apz,---,ap[)+(ﬂpl,,6’p2,---,,Bp()
=ap+pp

iii. a(Bp)=a(Bp,BPyBP,)
=(afp,afp, - afp,)
=af(Py Pyrees P,)
=(af)p

iv. 1, p=p

sartlar saglandigindan R! bir sol R -modiildiir.
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Tanim 3.2.2 ve Teorem 3.2.2 den R iizerinde N =n{ uzunlugundaki skew yar1 devirli
kod R!’nin bir R - sol alt modiiliidiir. Eger R iizerindeki C skew yar1 devirli kodu
u,(X),u,(x),...,u, (x) e R’ gibi k tane eleman tarafindan iiretiliyorsa C’ye k-iiretegli

skew yar1 devirli kod denir. Bundan sonraki boliimlerde bir iiretecli skew yar1 devirli

kodlarin yapisi incelenecektir.

3.3. F, +VF, Halkasi Uzerindeki Bir Uretecli Skew Yar1-Devirli Kodlar

C skew yari devirli kodu k tane u,(x),u,(X),...,u,(x) €R’ elemanlar tarafindan
tiretilir ise C’ye k-tiretegli skew yar1 kod deniyordu. Eger k =1 olarak alinirsa C skew
yar1 devirli kodu u(X) = (u,(x),u,(X),...,u,(X)) gibi tek bir eleman tarafindan tretilir
ve bu C kodu

C ={g(u(x) = g(x)u;(x), g(X)u;(x),...,g()u, (x)) | 9(x) € R}
seklindedir.

C kodu T, +VF, iizerinde N=nl uzunlugunda U(X)= (U (X),U,(X),...,U,(X))

tarafindan {iretilen 1- iretegli skew yari devirli kod olsun. R, halkasindan R
halkasina
1/ R - R,

(.00, $,(¥),.... £.00) = fi(x)
seklinde bir doniisiim tanimlansi. Hem R! hem de R ’nin bir R, modiil oldugu goz
oniinde bulundurularak
V() = (£,0, £, (0,10 £,00), ) = (9,(X), G, (X, 9, (x)) € R Ve r(x) eR, icin

4(F00+9() = (£0)+9,(),.... f,(x) +9.(x)

= fi(0+0;(x)

=4 (F () +4(9(x)
¢(r(x) £(x) =4,(r() f.(x), ... r(x) ,(x))

=r(x) f;(x)

=r(x)¢ (f(x)

sartlar1 saglandigindan bir modiil homomorfizmasidir.
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#(C)=C, olsun. C kodu F, +VF, iizerinde 1- iiretecli skew yar1 devirli kod
oldugundan R' nin bir R, -sol alt modiiliidiir. Homomorfizmadan dolay1 ¢(C)=C,
de R ’nin bir R - sol alt modiiliidiir. Bagka bir deyis ile ¢(C)=C; kodu F, +VF,
lizerinde n uzunlugunda skew devirli koddur. Teorem 3.1.1 den biliyoruz ki x" —1’in
bir sag boleni olan U;(X) tarafindan iretilir yani C, =(u;(x)) ve x"—1=u,(X)u,(X)
dir. Bu durumda v,(x) ve p,(X) aralarinda sagdan asal olmak iizere C’nin herhangi

bir lireteci < p; (X)u, (X)> formundadir. Bu durum asagidaki teorem ile 6zetlenebilir.

Teorem 3.3.1. C kodu F, +VIF, iizerinde N=n{ uzunlugunda 1- iiretegli skew yar1

devirli kod olsun. u.(x) polinomu x" —1’in bir sag béleni ve ebobsag(pi(X), X _1] =1

u; (X)
olmak lizere C’nin herhangi bir ireteci olarak

U() = (P, (U (X), P,0OU,(X),.... P, (X)L, () segilebilir

C kodu F, +VFF, iizerinde indeksi { olan N =n( uzunlugunda 1- liretecli skew yari

devirli kod olmak iizere
u(x) = ebObsol (u(x), X" -1 = ebObsoI ( fl(x)ul(x)’ fz(X)UZ(X), T f[(X)UC(X), X" _1)

olacak sekilde tek bir monik polinomu vardir.

Teorem 3.3.2. C kodu F, +VFF, iizerinde N =n{ uzunlugunda Teorem 3.3.1°deki gibi

tiretilen skew yar1 devirli kod ve u(x) = ebob,, (u(x), x" —1) olsun. Bu durumda C kodu

S ={u(x), Xu(x),..., X" %y (x)} kiimesi tarafindan iiretilir.

Ispat. x" -1 polinomu monik u(x) polinomu tarafindan béliinebilmektedir.
Dolaysiyla X" —1=u(X)u(X) olacak sekilde monik bir v(x) polinomu vardir. Kabul

edilsin ki d°u(x) =t olsun. O halde d°v(x) =n-t elde edilir. C’nin herhangi bir c(x)
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eleman1 K(X) € R, olmak tizere c(x)=k(x)u(x) olarak ifade edilebilir. Sag bdlme
algoritmasindan dolayr q(X), r(X) € R[X, o] polinomlar1
k(X)=q(x)o(x)+r(x) ve 0<d°r(x)<n-t

olacak sekilde vardir. u(x)=-ebob,

sol

(u(x),x"-1) oldugu gbéz Oniinde tutulursa
s(x) e R, polinomu u(x) =u(x)s(x) olacak sekilde mevcuttur. Ayrica X" —1, Teorem
3.2.1’den  dolay1  R[x,o,] halkasinin  merkezinde bulundugu igin
X" —1=u(X)u(X) = v(x)u(x) durumu gegerlidir. Buradan

v(x)u(x) = o(X)u(x)s(x) = u(x)u(x)s(x) =0mod(x" —1)

elde edilir. Bu yiizden

c(x) = (@()o(x) +r(x)u(x)
= g(x)o(x)u(x) +r(x)u(x)
= r(x)u(x) mod(x" —1)

dir.Dikkat edilmelidir ki d°r(xX)<n-t  oldugundan c(x) elemani

{u(x), xu(x),..., x" "%y (x)} elemanlar: tarafindan ifade edilebilir demektir. Bu

sebepten dolay1 S kiimesi C’yi gerer.

Teorem 3.3.2°deki S kiimesi lineer bagimsiz degildir. Baska bir deyisle R ’nin

herhangi bir elemani S ={u(x), xu(x),...,x" ¢4+

u(x)} elemanlarinin farkli lineer
kombinasyonlari ile temsil edilebiliyor. Simdi C kodunun serbest olmasi i¢in gerekli
sart asagidaki Teorem ile verilecektir. Teorem 3.1.3’den biliniyor ki eger iireteg
n—-k-1,

polinom bir monik polinom ise C kodu S ={u(x), xu(x),...,x" " u(x)} bazina sahip
bir serbest koddur veboyC =n—k dir. Bir sonraki teoremde 1- iiretecli skew yari

devirli kodlarin serbest olmasi i¢in gerekli olan sart verilmistir.

Teorem 3.3.3. u;(x) polinomu X" —1in bir monik sag béleni ve ebob,, [pi (9,2 &)1 j -1

olmak iizere C kodu

U(X) = (pl(X)ul(X)’ P, (X)U2 (X),..., p((x)uf(x))
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tarafindan tretilen [, +VIF, tzerinde N =n( uzunlugunda skew yar1 devirli kod

n—d°u(x)-1

olsun. C kodu rank1 n—d°u(x) ve bazi S ={u(x), xu(x),..., x u(x)} olan bir

serbest R-modiildiir.
Ispat. Bir 6nceki teoremde S kiimesinin C’yi gerdigi gosterilmisti. Simdi S kiimesinin
lineer bagimsiz oldugu gosterilmesi gerekecektir. Kabul edilsin ki a(x)u(x) =0 sartini

saglayan bir a(x) =a, +a, (X)X+...+a_ X"

polinomu olsun. Her i =1,2,...0 igin
a(x)p;(x)u;(x) =0 dir. Yani x"—1 polinomu a(x) p, (X)u;(X) ’in bir bolenidir. Ayrica
x" -1 polinomu a(x)(x" —1) *inde bir bdleni oldugundan

X" =1 ebob,, (a(x) p,(X)u,(x),...,a(x) p,(X)u, (x),a(x)(x" —1)) = a(x)u(x)
elde edilir. x"-1 polinomu n. dereceden monik bir polinom ve
d°(a(x)u(x)) =n—1<n oldugundan a(x)=0 olmak zorundadir. Bu sebepten her
i=12,...,n—t-1 icin & =0 dir. Dolayisiyla S kiimesi lineer bagimsizdir ve C i¢in

bir baz olur.

[F, +VIF, tzerinde skew yari devirli kodun minimum uzaklig1 igin bir sinir verilecektir.
Bundan 6nce [, +VEF, tzerindeki skew devirli kodlardaki minimum uzaklhk i¢in

siurin verildigi asagidaki teoreme ihtiyag olacaktir.

Teorem 3.3.4. T, iizerindeki U,(X) ve U,(X) polinomlari sirast ile C, ve C, skew
devirli kodlarm {iirete¢ polinomlart olmak tizere C = (u(x)) = ((1—v)u,(x)+vu, (X))
kodu n uzunlugunda [, +VF, iizerinde skew devirli kod olsun. Eger C, ve C,

kodlarmin minimum uzakliklar1 sirasiyla en az o, ve O, olmak iizere

d(C) > min{s,, 3, }dir [36].

Simdi Teorem 3.3.4 kullamilarak IF, +VIF, tizerindeki skew devirli kodlarin minimum

uzaklig1 i¢in bir sinir verilebilir.
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Teorem 3.3.5. u(x) polinomu X" —1’in bir monik sag bdleni ve ebob,, [fi (%), )l:(;)lj =1

olmak tizere C kodu
U (x) = (f,(x)u(x), f,(xu(x),..., f,(xu(x))

tarafindan tretilen F, +VEF, tzerinde N =n(uzunlugunda skew yari devirli kod olsun.

Bu durumda d(C) = (min{o,, 5, }dir.

Ispat. u(x) polinomu x"—1’in bir monik sag béleni oldugundan X" —1=o(X)u(x)
olsun. Lemma 3.1.1°den dolay1 her i=12,...,¢ i¢in < f(X)u(x)>=<u(x)> elde
edilir. Yani U (X) ’in her bir bilegeni u(x) tarafindan iiretilen bir skew devirli koddur.
c(x) e C kod sozii i¢in

c(x) =k()U (x) = (k(x) f,(Qu(x),. .., k(x) f,(x)u(x))
ve baz1 i =1,2,...,( i¢in K(x) f.(x)u(x) =0 olsun. O halde

k(x) f,()u(x) =0 < x" =1 k(x) f, (x)u(x)

X

"1
S 0100 | k(x) f;(x)

X - X L) dir.

1
sagdan aralarinda asal olduklarindan dolay: )
u(x

dir ve f.(x) ve

Yani v(x)| k(x) dir. Buda k(x) =0 anlamina gelir. Sonug olarak tek bir i degeri i¢in
K(x) f,(X)u(x) =0 olmasinin gerek ve yeter sartt ¢(x) =0 olmasidir. Diger bir degis
ile c(x)#0 olmast igin gerek ve yeter sart tim i=12,...,0 degerleri igin
k(x) f.(x)u(x) #0 olmasidir. Bu sebepten c(x)’in her bir bilegeni u(x) tarafindan
tiretilen sifirdan farkli bir skew devirli koddur. Teorem 3.3.4’den dolay1 bir skew

devirli kodun minimum uzakhg >min{d,0,} seklindedir. Bu  yiizden

d(C) > (min{s,, 8.} dir.
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Ornek 3.3.1. I, +VE, lizerinde n=6 uzunlugunda
U(X) = X° + (V+ W)X + (V+W)X+V+W (ve
U, =X+ WK + WX+ W Uy =X+ WX+ WX+W Uy =X+ WX +WX+W) lireteg

polinomuna sahip skew devirli kod 4° elemanave 3 Lee uzakligina sahiptir. Bu kodun
Gray goriintiisii F, . tizerinde [12,6,3]-kodudur. Teorem 3.3.5’den dolay1 (u,uf) ( f
teoremdeki sartlar1 saglayan bir polinom) formundaki iiretece sahip 2 -yar1 devirli kod

F, +VF, iizerinde [12,6,>6] parametresine sahiptir. Omegin f=x ve
uf =x* + (V+W)X* +(V+W)X* +(V+W)X olmak iizere iiretilen kod 8 minimum

uzakliga sahiptir. Bu sebepten [, iizerinde [24,6,8] kodu elde edilir.
3.4. IFq +V]Fq Halkasi Uzerindeki Skew Yar1 Devirli Kodlarin Duali

Ik olarak IF, + VI, tzerindeki n{ uzunluguna ve ( indeksine sahip skew yari devirli

kodlarin dualinin de yine ayn1 uzunluga ve indekse sahip skew yar1 devirli kod oldugu

gosterilecektir. Bunun i¢in asagida birkag tanim verilecektir.

Tamm 3.4.1. 1<i<n-1 igin a =(8;,8,,....8,y) 0B = (@0 85....8,) R’

olmak iizere a=(a,,a,,...,a,,) ve b=(b,,h,...,b, ;) elemanlarinin Oklid i¢ ¢arpimi

seklinde tanimlanir.

Tanim 3.4.2. Oklid i¢ ¢arprmina gére C kodunun duali de
C'={beR"|a-b=0,vaeC}

olarak tanimlanir.
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Tanmim 3.4.3. o,(a) =(0,(a), o, (ay),--- 7. (8, 1)) olmak lizere
a=(a,,a,...,a,,) € R" eleman i¢in

7 (88,8, 1) =(0(8,4), 04(&), -, 04(&,. )

seklinde tanimlanan 7, operatoriine skew yar1 devirli kodu 6teleme operatorii denir.

Teorem 3.4.1. Skew yar1 devirli kodun duali de skew yar1 devirli koddur.

Ispat. C kodu n¢ uzunluguna ve ( indeksine sahip skew yar1 devirli kod olsun. a € C
Ve b e C* olmak iizere iki eleman olsun. 0, doniisiimiiniin ]Fq +V]Fq lizerinde birim

doniisiim oldugu goz onilinde tutulursa

a-7,(0)= 3.8,-0,(0.02) = 2,0, (07 (@ )b..)

=o,(7,"(a)-b)
=0,(0)
=0
elde edilir. Burada i+n-1 indisleri modn olarak diisiiniilecektir. Sonug¢ olarak

7,(b) e C* oldugu elde edilir. Buda C*’nin n¢ uzunluguna ve ( indeksine sahip skew

yar1 devirli kod oldugunu gosterir.

Tanim 3.2.2°de bahsedilen ¢ doniisiimii R tizerinde n{ uzunluguna ve [ indeksine

sahip skew yar1 devirli kodlar ile Rn tizerinde ([ uzunlugunda lineer kodlar arasinda

birebir bir iliski kurar. Bu doniisiim skew yar1 devirli kodlarin bir polinom gosterimi

olarak diistliniiliirse Hermityen i¢ ¢arpim1 daha uygun olacaktir.

Tamm 34.4. R, iizerinde bir ¢ eslenik donisimi 0<i<n-1 i¢in

p(cx') =o' (c)x"" olarak tanimlansm. R!’nin u(X)=(Uy(x),u(x),...,u,,(X)) ve

U(X) = (U (X),0,(X),...,0, ,(X)) iki elemaninin Hermityen i¢ ¢arpimi

100 *000 = 3 0 ({0 ()

olarak tanimlanir.
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Teorem 3.4.2. a,beR™ ve a(x) , b(x) de bu elemanlarin polinom gosterimi olsun.
0<m<n-1 i¢in z;'(a)-b=0 olmas: igin gerek ve yeter sart a(x)*b(x)=0

olmasidir.

Ispat. a(x)*b(x) =0 olsun.

="

0= _ a; (X)e(b;(x)) aux }o(nibmjxmj
j["Za;(bm,-)x“mj

a|+t j7s (blj )j
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0 i=0

elde edilir. Burada i+t indisleri modn olarak alinacaktir. Her iki tarafin X'

katsayilar1 karsilastirilirsa her bir 0 <t <n-1 igin

LN
LN

(-1 n-

0= al(by) =o'z (a)-b)

|+t j
i

Il
o
I}
o

elde edilir. Bu da gosterir ki her 0<t<n-1 i¢in 7] '(a)-b=0 elde edilir. Bu da

0<m<n-1i¢in 7;"(a)-b=0 demektir.

Sonug 3.4.1. C kodu F, +VF, lizerinde N=nl uzunlugunda skew yar1 devirli kod
olsun. Bu durumda

={b(x) e R’ |a(x)*b(x) =0, Va(x) e C}
dir.

Teorem 3.4.3. C kodu R iizerinde n/ uzunluguna ve [ indeksine sahip skew yari
devirli kod olsun. R™ iizerinde Oklit i¢ ¢arpim ve R! R' iizerinde Hermityen ic

carpim taniml1 olmak iizere #(C)" =¢#(C") dir.
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Ispat. C kodu skew yar1 devirli kod ve aeC olsun. O halde 7["(a) eC dir. Teorem
3.4.2°den z]"(a)-b=0 elde edilir. Bu da gosterir ki beC™* dir. Yani ¢(b) e #(C")
dir. Tekrar Teorem 3.4.2’den z,"(a)-b =0 ise a(x)*b(x) =0 dir. Yani ¢(a)*¢(b) =0

dir. Dolayisiyla ¢(C) < #(C)" dir.

Tersine; b(x)=g(b) e4(C)" olsun. O halde a(x)*b(x)=¢(a)*¢(b)=0 olacak
sekilde ¢(C) da a(x)=¢(a) elemani vardir. Teorem 3.4.2°den z;'(a)-b=0 dir.
acC ve C skew yar devirli kod oldugundan z'(a)eC dir. Buda beC™* yani
#(0) € #(C") oldugunu gosterir. Dolayisiyla ¢(C)" = ¢(C') dir. Sonug olarak,
HC) =@¢(C") elde edilir,

Sonug 3.4.2. C kodu R tizerinde n{ uzunluguna ve ( indeksine sahip skew yar1 devirli
kod olsun. C kodu R iizerinde Oklit i¢ ¢arpimina gore self dual olmas ¢in gerek ve

yeter sart ¢(C) kodu R, iizerinde Hermityen i¢ ¢carpimina gore self dual olmasidir.

3.5. IFq +VIFq Uzerindeki Skew Devirli Kodlardan Kuantum Kodlar Elde Etme

Bu boliimde F, +VEF, tizerindeki skew devirli kodlardan kuantum kod insa edilecektir.
Bunun i¢in [, +VIF, iizerindeki skew devirli kodlarin dualini igermesi igin gerek ve

yeter sart verilecektir.

R’nin herhangi eleman1 a,b € I, olmak lizere a+vbeR seklinde ifade edilebilir. R
halkasindan ]qu halkasina

vw: R - F>

q
a+vb — (a,a+b)

seklinde bir Gray doniisiim tanimlanabilir [36].
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Tanimlanan bu doniisim R" cebirsel yapisindan qu " cebirsel yapisina

(ao +Vb0’ L +Vbn—1) - (a()’ d +bo1 8 g8y +bn—1)
olarak genisletilebilir. Herhangi bir X € R elemaninin Lee agirligi W, (X) =w,, (w(x))
olarak tanimlanir. Herhangi 1ki X,yeR elemanlarn1 1i¢in Lee wuzaklik

d, (X, ¥) =w, (x—Y) ile hesaplanabilir. x=a+vb ve y=c+vd olmak iizere

v(ax+py) =w(aa+ pc+v(ab+ £d))
=(aa+ fpc,a(a+b)+ p(c+d))
=a(a,a+b)+ fg(c,c+d)
=ay(a+vb)+ Sy (c+vd)
=ay(X)+ By (y)

ve

d (xy) =w(x-y)=w((a-c)+v(b—d))
=W, (v ((@a-c)+v(b—d)))
=w, (a—c,a+b—(c+d))
=w, ((a,a+b)—(c,c+d))
=W, (v(a+vb)—-y(c+vd))
=W, (y(x)—w(y))
=d, (w (X, (y))

oldugundan tanimlanan Gray doniisiim (R", Lee uzaklik)’tan (IFZ", Hamming
uzaklik)’a tanimlanan bir lineer izometri oldugu goriiliir. Ayrica C kodu R iizerinde

kendi iizerine ortogonal bir kod iken yani x=a+vbeC ve y=C+Vd € C" olmak

uzere
x-y=ac+v(ad +bc+bd)=0—ac=ad +bc+bd =0
iken
v(X)-w(y)=(a,a+b)-(c,c+d)=ac+ac+ad +bc+bd =0

oldugundan ortogonalligi koruyan bir dontisiimdiir. Yani C kodu R {izerinde kendi

iizerine ortogonal bir kod ise y/(C) de I, iizerinde kendi iizerinde ortogonaldir.
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Teorem 3.5.1. C, ve C, lineer kodlar1 F, iizerinde sirasiyla k; ve k, boyutlarma
ayrica d(C,) ve d(C,) Hamming uzakliklarina sahip olmak tizere C = (1-V)C, +VC,

kodu F, +VF, iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun. Bu durumda w(C) de

GF(q). uzerinde [2n,k; +k,,min{d(C,),d(C,)}] parametresine sahip koddur [36].

F,[x,
Tanim 3.5.1. ol %n 1> halkasinda  u(x) =U, +ux+...+ux" ve

v(X) =v, +oX+...+v, X" iki polinom ve X" -1=0(X)u(x) olmak iizere C kodu
u(x) tarafinda iiretilen skew devirli kod olsun. Bu durumda C skew devirli kodun duali

VR(X) =0, , +o, (U, )X+...+ 00 (U)X ile iiretilir [30] .

Teorem 352. F, {iizerinde C, ve C, skew devirli kodlari sirasiyla
X"=1=uv,(X)u,(x) ve x"—-1=v,(X)u,(x) sartlarin1 saglayan U,(X) ve U,(X) tiretec
polinomlarina sahip olsun. Eger C = (1-V)C,+VC, ise i =1,2 i¢in v(x) polinomu

is v (X) polinomunun resiprosil polinomu olmak iizere C* = ((L—V)uf (X) +Vor (X))

dir [36].

R iizerindeki skew devirli kodlarin duallerini i¢ermesi i¢in gerek ve yeter kosulu

vermeden Once asagidaki teoreme ihtiyag olacaktir. Bu teorem ile F, tizerindeki skew

devirli kodlarin kendi {izerine ortogonal olmasi igin gerekli sart verilecektir.

Teorem 3.5.3. T, iizerinde C = (u(x)) kodu n uzunlugunda skew devirli kod olsun.

C kodunun kendi iizerinde ortogonal olmast igin gerek ve yeter sart v~(X) polinomu

u(x) polinomunun bir sag bolenidir.

Ispat. C kodu IF, tizerinde kendi iizerine ortogonal olan skew devirli kod olsun.
u(x) eC cC* oldugundan u(x)=b(x)o¥(x) olacak sekilde bir b(x) polinomu

vardir. Buradan goriiliir ki 07(x) polinomu u(x) polinomunun bir sag bolenidir.
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Tersine herhangi bir ¢(x) eC eleman igin ¢(x) =a(x)u(x) olacak sekilde bir a(x)
polinomu vardir. u(x) polinomu o%(x) tarafindan sagdan boliindiigiinden
u(x) =b(x)v" (x) yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafi a(x) ile carpilirsa

c(x) =a(x)u(x) = a(x)[bx)o" (x)]
=[a(x)b(x)]v" (x)

elde edilir. Bu da ¢(X)eC" oldugu anlamina gelir. Yani C kendi iizerine

ortogonaldir.

Teorem 3.5.4. T, iizerinde C=<u(x)> kodu n uzunlugunda skew devirli kod ve

otomorfizmanin mertebesi n sayisint boliiyor olsun. C ’nin kendi iizerine ortogonal

olmast i¢in gerek ve yeter sart 0% (X)u(X) *nin X" —1’nin bir sag béleni olmasidir.

Ispat. IF, iizerinde C kodu n uzunlugu ¢ift tamsay1 olan kendi iizerine ortogonal bir

skew devirli kod olsun. Teorem 3.5.3’den v°(X) polinomu u(x) polinomunun bir sag
bolenidir. Dolayisiyla u(x) =b(X)o®(x) olacak sekilde bir b(x) polinomu vardir.
Esitligin her iki tarafi sagdan v(x) polinomu ile ¢arpilirsa
X" =1=u(x)v(x) =[b(x)v" (x)]o(x)
=b(x)[L" (x)v(x)]

elde edilir. Buradan goriiliir ki 0f (X)u(X) *nin X" —1’nin bir sag bélenidir.

Tersine 0" (X)u(X) 'nin X" —1nin bir sag boleni oldugundan

X" =1=a(x)[L" (x)v(x)]

u(x)v(x) =a(x)[L* (o(x)]
elde edilir. Bu da (u(x)—a(x)o®(x))u(x) =0 oldugu anlamma gelir. v(x) sifirdan
farkli  bir polinom oldugundan u(x)—a(x)o"(x)=0 elde edilir. Yani

u(x) =a(x)o®(x) dir.Teorem 3.5.3°den C 'nin kendi iizerine ortogonal oldugu

sOylenebilir.
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Sonu¢ 3.5.1. F,iizerinde C=<u(x)> kodu n uzunlugunda skew devirli kod ve
otomorfizmanin mertebesi n sayisini boliiyor olsun. C’nin duali igermesi i¢in gerek ve

yeter sart X" —1’in 0" (X)u(X) tarafindan sagdan boliinebilir olmasidir.

Simdi R iizerindeki skew devirli kodlarin dualini igermesi i¢in gerek ve yeter sart

asagidaki teorem ile verilebilir.

Teorem 3.5.5. R iizerinde C =({u(x)) =((1—V)u,(X)+vu,(x)) kodu n uzunlugunda

skew devirli kod ve otomorfizmanin mertebesi n sayisin1 boliiyor olsun. C* < C
olmast igin gerek ve yeter sart X" —1’in 0 (X)u,(X) tarafindan sagdan bdliinebilir

olmasidir.

Ispat. x" -1 polinomu of(X)v,(x) ve vf(X)v,(X) tarafindan sagdan béliinebilir
olsun. Sonug 3.5.1°den C;" = C, ve C, < C, elde edilir. Buradan da
(L-Vv)C; = (@1-V)C, ve VC;, < VC,
saglanir. Bu sebepten dolay1
(@=)0i () +vo3 (X)) = (L= V)uy (x) +vu, (X)) >

yazilabilir. Dolayisiyla C* < C dir.

Tersine eger C* < C ise (1-V)C;" +VvC; < (1-V)C, +VC, dir. Ayrica
(l-v)C'=(1-V)C, c(1-Vv)C,=(@1-Vv)C
ve
vC* =VvC; cVvC, =vC
oldugu goriiliir. Bu sebepten dolay1 C;" < C, ve C, < C, dir.Sonug 3.5.1’den X" -1

polinomu v} (X)v, (X) ve vl (X)v,(X) tarafindan sagdan boliinebilir.
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Teorem 3.5.6. C, =(u,(x)) , C, =(u,(x)) ve u(x) =(1—-v)u,(x)+vu,(X) olmak iizere
C =(u(x)) kodu R iizerinde n uzunlugunda bir skew devirli kod olsun.
C'cC & ClcC,veC, cC,

dir.
Teorem 1.2.2.3 ve Teorem 3.5.5 kullanilarak kuantum kod elde edilebilir.

Teorem 3.5.7. If, +VIF, iizerinde n uzunlugunda p*elemana sahip C =(1-Vv)C, +VvC,

skew devirli kodu olsun. Eger C*<C ise [[2n,2k—2n,min{d(C)),d(C,)}]]

parametrelerine sahip bir kuantum kod vardir.

3.6. Hesaplama Sonuclari

Ornek 3.6.1. n=14 igin x -1 polinomu F, iizerinde asagidaki gibi carpanlarina
ayrilir:

(X+W)(X+W) O + X2 + X+ W) (X3 + WK + WX+ W)X + WX+ WX+ W)X+ X+ X+W).
[14,11,3] parametrelerine sahip C, ve C, skew devirli kodlarin iirete¢ polinomlari
strast ile U, (X) = x> +X* +Xx+WwW Ve u,(X) = x> +wx*+w?x+w olsun. Bu durumda C

kodu uzunlugu 14, Lee uzaklig1 3 ve eleman sayisin 4” olan bir koddur. Ayrica bu

kodu F, iizerindeki Gray goriintiisii bir [28,22,3] koddur.
o (X) = X+ X W W+ X+ WX X+ X X W
Of (X) = WX+ X0+ X7+ X%+ wx” + X2+ WX+ WX +x+1
ve
0,(X) = XWX WX WX+ X+ WX WK WK+ WX+ WP,
OF (X) = WX+ WX +Wx® +Wx® +wWx® + X +wx® + WX+ wx+1.
olsun. Burada o (X)v;(x) ve of(X)v,(X) polinomlarmin x* —1"i sagdan boldiigii

kolayca goriilebilir. Sonug 3.5.1°den dolay1 C;” = C, ve C; = C, dir.
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Teorem 3.5.7°den dolay1 C* = C dir. Dolayisiyla [[ 28, 16, 3 ]] parametreli kuantum
kod insa edilebilir.

Ornek 3.6.2. n=6 igin x°—1 polinomu [, iizerinde asagidaki gibi carpanlarina
ayrilir:

X® —1=(X+W°)*(x+W*)*(x+1)(x +2).
[6,5,2] parametrelerine sahip C, ve C, skew devirli kodlarin iirete¢ polinomlari sirasi
ile u(X)=x ve u,(x) =x+w" olsun. Bu durumda C kodu uzunlugu 6, Lee uzakligi 2
ve eleman sayisin 9" olan bir koddur. Ayrica bu kodu F, iizerindeki Gray goriintiisii
bir [12,10,2] koddur.

0, (X) = X° +2x* + X7 +2X° + X+ 2,
OF(X) = 2X° + X* +2X° + X +2x +1,

ve

0,(X) = x> +Wox* + X +WoxZ + X+ WP,

O (X)= WX + X!+ WX+ X+ WX +1.
olsun. Burada off(x)v,(x) ve vf(X)v,(x) polinomlarimin x° —1’i sagdan boldiigi
kolayca goriilebilir. Sonug¢ 3.5.1°den dolay1 C;"=C, ve C, =C, dir. Teorem

3.5.7’den dolay1 C* < C dir. Dolayisiyla [[ 12, 8, 2 ]]. parametreli kuantum kod inga
edilebilir.

F, +VF, ve [ +VEF, iizerindeki skew devirli kodlardan elde edilen kuantum kod
parametreleri sirast ile Tablo 1 ve Tablo 2 de verilmistir. Tablodaki sonuglar

hesaplanirken a€lf, ve b e[, olmak iizere F, ve F, iizerindeki o otomorfizmasi

sirast ile o(a) =a’ ve o(b)=b’ olarak tanimlanmistir. Kolaylik olmasi agisindan
lirete¢ polinomlarin sadece katsayilar X’in azalan derecesine gore yazilmistir. Ornegin;

u,(x) = x* + x>+ x+w polinomu 111w olarak gosterilecektir.
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Tablo 3.1. T, iizerindeki kuantum kod parametreleri

n Uretec polinom [[ n,k,d]]
12 G, =hwOwww 24,4, 4
g, = w2 ow?w?w? [[24. 4,411
16 gy =-wowoL 32,12, 4
g, =10wowl [[32, 12,411
g; =10w? Owlw? 01w
24 5 5 [[48,12,61]]
g, =10wwwwwoww
g; =11w?00w? 0001w?
28 ) [[56, 16, 6 ]]
g, =10www1w0lww
30 9; = g, = Iwww?wiow?ww?w [[60, 20, 6]
30 g; = 9, = Iww ww?Iw?Iw?wwollw [[60, 4,7 1]
g; =1w? + W www?10ww0oow?
40 ) [[80, 32, 41]
g, =lwwiwlliw wwil
60 9; = g, = Iw wwwOlw?w? 001w? Owl0wow [[ 120, 44, 8]]
60 g, = g, = Iw?wow?wwwiwwlww?w? [[120, 64, 6]
g; = 10w lww?ww
70 ; . [[140,112, 4]]
g, =1lw wwlOww
Tablo 3.2. T iizerindeki kuantum kod parametreleri
n Uretec polinom [[ n,k,d]]
18 g; = w2iwAw?ww® (036, 6, 41]
g, = Iww?wIwPwlw’1 Y
18 g, =12wP10wPwwlw? ([ 36, 4, 61]
g, =Iww W Iw*wlw’l Y
o g; =121 wf 2w’ 2w (148, 16,6 1]
g, = wPwAwPww’ w? ow’ T
26 g; = g, =Iwiw’111211w?w22w?wP 2wiwe [[52, 16, 7]
20 g; = Iww?w’ weaw’ we [[60, 32, 41]
g, =IwPw? 2miwAw® o
g; =1Iw’ owPww w1
32 5 6 [[64,36,5]]
g, =122w21w’w
g; = 1w’ 20ww’ ow?ww®
40 [[80, 44, 41]

g, = 1w’ owPw’ wlw? ow?w?




BOLUM 4. F, +VF, + UF, + uvF, UZERINDEKI DEVIRLI

KODLARDAN KUANTUM KODLARIN ELDE
EDILMESI

Kuantum hata diizeltme, kuantum bilesenleri arasindaki uyumun kaybolmasindan
dolay1 meydana gelen hatalar1 diizeltmek i¢in kullanildigindan kuantum
hesaplamalarinda énemli bir rol oynar. Ilk olarak kuantum hata diizelten kodlarin
varhig1 Shor [37] ve ondan bagimsiz olarak Steane [38] tarafindan gosterilmistir. 1998
de Calderbank ve ark klasik hata diizelten kodlar1 kullanarak kuantum kodlarin insasi
igin bir teori gelistirdikleri ¢alisma yayinlamiglardir [13]. Son yillarda literatiirde

kuantum hata diizelten kodlar ile ilgili yapilan c¢alismalarin sayisinda artis
goriilmiistiir. Ornegin Qian tarafindan v’ =v olmak iizere I, +VF, iizerindeki devirli
kodlardan kuantum kod elde ettigi yeni bir metot gelistirmistir [39]. Bunun yanisira
Kai ve Zhu Gray goriintiileri [, tizerinde Hermityen metrik uzayina gore kendi lizerine
ortogonal olan [, +UulF, iizerindeki devirli kodlardan kuantum kod insa etmislerdir
[40]. Yin ve Ma F, +UF, +U°F, iizerindeki devirli kodlardan elde edilen kuantum

kodlarin varlig1 igin gerekli olan sart1 vermislerdir [41]. Ozen ve Giizeltepe tarafindan
Gauss tamsayilart tizerindeki klasik kodlar kullanilarak bazi kuantum kodlar elde

edilmistir [42]. Guenda ve ark. CSS insa yapisini sonlu degismeli Frobenius halkasina
genisletmislerdir [43]. Ayrica Dertli ve ark. [, +UL, +VIF, +UVE, tizerindeki devirli
kodlardan kuantum kod elde etmislerdir [44]. Ashraf ve Mohammad [, +VE,
tizerindeki devirli kodlardan kuantum kod insa etmek i¢in bir yapr ortaya
koymuslardir. Bu halka ise bu béliimde calisilacak olan yeni I, + VI, + U, +UuviF,
halkasini incelemek i¢in motive kaynagi olmustur. Bu halkanin bir avantaji [

tizerinde daha ¢ok kuantum parametresi elde etmeye olanak saglayacaktir.
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Bu boliimde konu ile alakali temel tanim ve teoremler verildikten sonra uzaklig:
koruyan Gray doéniisiimii tanimlanmis ve I, + VI, +Ul, +uvlF; halkas: {izerindeki
lineer kodlarin Gray goriintiileri incelenmistir. Ayrica herhangi bir n uzunlugundaki
devirli kodlarin yapis1 arastirilmistir. Teorem 1.1.14 kullanilarak I, + VI, + Ul +uvlF,

halkasindaki devirli kodlarin iireteg polinomlari bulunmus ve devirli kodlarin temel
olarak tiretildigi gosterilmistir. Elde edilen bu sonuglar kullanilarak, devirli kodun

dualini i¢erme sartt verilmis ve IF,+VIF, +UF, +uvlF, halkas: tizerindeki devirli

kodlardan insa edilen kuantum kod parametreleri belirlenmistir. Son olarak elde edilen
bu teorik sonuglar kullanilarak, MAGMA cebirsel programlama sistemi [35] ile

yazilan bilgisayar programi ile 6rneklendirilmistir.

4.1. Temel Tanimlar ve Teoremler

IF, ={0,1, 2} kiimesi 3 elemanli sonlu cisim ve R’de u* =1,v* =1 ve uv=wu olmak
tzere F,+VE, +UuF, +uvF, ={a+vb+uc+uvd:a,b,c,d €[F,} halkasmi temsil etsin.
Bu halkanin 6zellikleri asagidaki gibidir.

i. 81 elemanli karakteristigi 3 olan birimli ve degismeli bir halkadir.

ii. Birimsel eleman say1s1 16 dir.

iii. 14 tane agikar olmayan ideali vardir.

iv. Maksimal idealleri:

<2+U+2V>,<2+V+UV>,<U+V+2uV >,< 2u+2v+2uv > dir.

v. Temel ideal halkasidir fakat zincir halkasi degildir.

R"’nin bostan farkl bir alt kiimesi C olmak tizere eger C kiimesi R" ’nin bir R-alt
modiilii ise C’ye R iizerinde n uzunlugundaki lineer kod denir. 7 bir devir 6teleme

operatorii olmak tizere eger C lineer kodunun her c¢=(c,,c,...,C,,) eleman i¢in

7(c)=(c,;,Cy---,C, ,) da C nin elemani oluyor ise C lineer koduna R iizerinde bir

devirli kod denir. Bu boliimde de kodun her bir eleman1 polinom halkasinin bir eleman

ile eslestirilecektir.
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R[)y N boliim halkas1 R olmak tizere
(x"-1) "
$R" >R
c=(c,,Cp,..,C, ) =>Cy +CX+...+C X" =¢(X)

seklinde bir doniisiim ile bu ger¢eklestirilebilir.

4.2. [F, +VIF, + UlF, + uvk, Uzerindeki Lineer Kodlar

R’deki herhangi bir eleman a,b,c,d €F, olmak tizere a+vb+uc+uvd eR olarak
yazilabilir. R halkasindan T yapisina
v R>TE
a+vb+uc+uvd - (a+b+c+d,a-b+c—-d,a+b—-c—-d,a—b—-c+d)

seklinde bir Gray doniisiim tanimlansin.

Bu déniisim R"’den F;"’yapisma i=1,--,n igin I, =a +Vvb +uc, +uvd eR ve
o =8 +0+C+d, oy =8 -+ —-d, o =4 +b - —d;, 0, =8 -B - +d,
olmak iizere

(00 1) 2 (O, Qo gy Oy 1 Oy Oy U Oy
seklinde genisletilebilir. x e R elemani igin Lee agirlik W, (X) =W, (w(Xx)) olarak

tanimlanir. Ayrica X,y € R i¢in Lee uzaklikta d, (X, y) =W, (X—Y) ile tanimlidir.

Teorem 4.2.1. Gray doniisim (R", Lee uzaklik)’'tan (F;", Hamming uzaklik)’a

uzaklik koruyan lineer bir doniistimdiir.

Ispat. x,x, eRve A€k, igin w(X +X%,)=w(X)+w(x,) ve w(ix)=Aw(x)
oldugundan y lineerdir. Simdi de y ’nin uzakligi korudugu gosterilsin. Tanimdan
dolay1 asagidaki esitlik elde edilir.
dy (%, %) =W (% —X,) = Wy, (W (%, —X,))
=Wy (W (%) =y (x,))
=dy (W (x) —w ().
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Teorem 4.2.2. Eger C , R iizerinde |C|=3" elemana sahip n uzunlugunda bir lineer

kod ise y/(C) de F, tizerinde [4n,k,d,,] parametrelerine sahip bir ti¢lii lineer koddur.

Ispat. Gray doniisim tamimindan ve Teorem 4.2.1°den dolay1r R iizerindeki n

uzunlugundaki lineer bir kodun goriintiisii IF; iizerinde 4n uzunlugunda lineer kod

olacaktir. Ayrica bu déniisiim birebir olacagindan |y(C)|=3“ olup T, iizerinde k

boyuta sahiptir.

Teorem 4.2.3. C kodu kendi iizerine ortogonal ise w(C) de kendi iizerine

ortogonaldir.

Ispat. C Kkodu kendi izerine ortogonal ve «a=a+Vvb+uc+uvd,
L =X+vy+uz+uvt e C olsun. C kodu kendi iizerine ortogonal oldugundan
a.f =ax+by+cz+dt+v(ay +bx+ct+dz) +u(az+bt +cx+dy)+uv(at+bz+cy+dx) =0
dir. Yani
ax+by+cz+dt =(ay +bx+ct+dz) = (az +bt +cx+dy) = (at+bz+cy+dx) =0

elde edilir. Diger taraftan

y(a)w(B)=(a+b+c+d,a-b+c-d,a+b-c-d,a-b-c+d)(x+y+z+t,x-y+z-t,x+y-z-t,x-y-z+t)=0

dir. Dolayisiyla w(C) de kendi iizerine ortogonaldir.

Simdi R halkasindaki lineer kodlarin yapisi incelenecektir. Bunun igin asagidaki

tanimlara ihtiyag olacaktir.

A, A, A, A lineer kodlar olmak iizere
ADADPADA ={a+a,+a,+3,:a €A;1<i<4}
A®ABABA ={(3,3,8,3,):3 cAilsi<d)

kiimeler tanimlansin.
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Tanim 4.2.1. R iizerindeki bir C lineer kodu i¢in

C,={x+y+z+telF,|x+vy+uz+uvteC}
C,={x-y+z-teF,|x+vy+uz+uvteC}
C,={x+y-z-tel|x+vy+uz+uvteC}
C,={x-y-z+tekF,|x+vy+uz+uvteC}

kiimeleri tanimlanir.

Teorem 4.2.4. C kodu R iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun. Bu durumda

w(C)=C,®C,®C,®C, ve |CIHC,|.|C,]|.|C,].|C, ]dir.

Ispat. Herhangi bir (X,..., X, Yiseves Yos Zise e Zoy b, t) €w(C) igin 1<i < nolmak
tizere C=X+Y, +Z+t+v(X -y, +z —t)+u(x +y,—z —t)+uv(X —y. -z +t.)
olsun.y  birebir ve orten oldugundan c=(c,C,,...,c,)eCdir. C,C,,C,,C,
tanimindan dolay1

(X, % .. X)) €CL(Y Y0 Y,) €C,,(2,2,,...,2,) €C,, (t,8,,.., 1) €C,
elde edilir. Buradan goriliir ki

(Koo s Xy Yiveeos Yoo 2o e 20 8,0 1) €CL®C, ®C, ®C, dir.  Dolayisiyla
v (C)cC, ®C,®C,®C, sonucuna varilir.

Diger taraftan X=(X,%,...,X,)€C,y=(Y,Y,:-.-.¥,) €C,, 2=(2,2,,...,2,) €C,,
t=(t,t,,....,t ) €C, olmak iizere

(Koo Xy Yiseeos Vs 2y oo 20 8,0 1) €CL®C, ®C, ®C,
olsun.  p,q.r,s€F, olmak izere a=(a,a,..,a,), b=(0,b,...,b)

c=(c,c,,...,C,), d=(d,,d,,...,d ) eC elemanlar

a, =X +(1+2v+u+2uv)p,
b =y, +(1+Vv+u+uv)q

C =2 +1+2v+2u+uvr,
d. =t +(L+Vv+2u+2uv)s,

olacak sekilde vardir.
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C lineer oldugundan

c=@Q+v+u+uv)a+(1L+2v+u+2uv)b+(1+Vv+2u+2uv)c+ (1+2v+2u+uv)d
=X+Yy+Z+t+(X—-y+z-t)v+(X+y—-z—-t)u+(X—y—-z+t)uv

esitligi saglanir. Buradan da gorilir ki w(C)=(X,Y,z,t) eyw(C)dir. Dolayisiyla
C,®C,®C,®C, cw(C)dir. Sonug olarak y(C)=C, ®C,®C,®C,elde edilir.
w(C) birebir ve orten oldugundan

ICHW(O)HC,®C, ®C,®C, HC,[.IC, .IC, .1C, |

sonucuna da varilir.

llerleyen béliimlerde 4, A,, A, 4, sembolleri sirasiyla (1+V+U-+uv),

(@+2v+u+2uv), I+v+2u+2uv), (1+2v+2u+uv) elemanlarini temsil edecektir.

Teorem 1.1.14°den dolay1 asagidaki sonug elde edilebilir.

Sonug 4.2.1. Eger y(C) =C,®C, ®C,®C, , ise C=A4C, ®LC, ®ALC,®AC, .

Lemma 4.2.1. i=1,2,3 4i¢in [F,iizerindeki C; lineer kodlarin iirete¢ matrisler G,

olmak tizere R iizerindeki C lineer kodunun lirete¢ matrisi

4G,
4G,
4G;
Z’4G4

dir.

Ispat. F, iizerindeki C, lineer kodlarm iireteg matrisler G, ise

v (C)=C,®C,®C,®C, lineer kodunun iireteg matrisi

(9

0
G

N

o O O

0
0
G

w

o O O

0
0 O

@
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Teorem 4.2.4’den dolay1 C nin lirete¢ matrisi

4G,
4G,
4G;
4G,

oldugu goriiliir.

Lemma 4.2.2. C kodu R tizerinde lineer kod olmak lizere
d, (C)=d (C) =min{d(C,),d(C,),d(C,),d(C,)}
dir.

Ispat. y uzaklik koruyan bir doniisiim oldugundan
d, (C) =d,, ((C)) = d,, (C,®C, ®C, ®C,) =min{d(C,).d(C,).d(C,).d(C,)}
dir.

4.3. [, +VIF, + UlF, + uvk, Uzerindeki Devirli Kodlar

Bu bélimde R halkasi iizerindeki devirli kodlarin yapisi ve iirete¢ polinomlari

belirlenecektir.

Teorem 4.3.1. C=AC ®AC,DA4C,®4,C, kodu R iizerinde n uzunlugunda bir

lineer kod olsun. C’nin R iizerinde n uzunlugunda devirli kod olmasi igin gerek ve
yeter sart 1=1,2,3,4 i¢in C, kodlarmnin [, iizerinde n uzunlugunda devirli kod

olmasidir.

Ispat. j=1...,n i¢in ¢; = X, + 4y, + 4,Z; + 4,t; olmak iizere C=(C,,C,,...,C,) €C
ve X=(%,...X)eC,y=(y,.-.,Y,)€C,,2=(z,...,2,) €C,, t =(t,...,t,) €C,
.olsun. 1=1,2,3,4 i¢in C, kodlar [, iizerinde n uzunlugunda devirli kod oldugundan

7(X) = (Xn’ Xiyeons Xn_l) eC, 7(y) = (ym Yireeo yn—l) eC,, 7(z)= (Zn7zl"“’ Zn—1) eC,,
() =(t.t,...t ) eC,dir.
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Buradan dikkat edilmelidir ki
7(€) = (G Cir- -1 Cpo) = A7(X) + A7(Y) + A7(2) + A4,7(1) € C
elde edilir. Yani bu da C’nin R tizerinde n uzunlugunda devirli kod oldugu anlamina

gelir.

Simdi ise R iizerinde n uzunlugunda devirli kodun lirete¢ polinomu arastirilacaktir.
Bunun i¢in, i=1,2,3,4 olmak iizere C, kodlar1 [, {izerinde n uzunlugunda devirli

kod oldugundan bu kodlarin iirete¢ yapisindan yararlanilacaktir.

Teorem 432. C=A4C,® ALC,®A4C,®4C, kodu R halkasi iizerinde n
uzunlugunda bir devirli kod olsun. I5[X] tizerindeki g,(X) polinomlart C, devirli

kodlarinin iirete¢ polinomlar1 olmak iizere C = <Zlgl(x),Zzgz(x),%gg(x),/lllg 4(X)>
4360 (6, (x)

seklinde tretilir. Ayrica |[C|]=3 = dir.

ispat. C; = (g;(x)) ve C=A4C, ®4C, ®AC,®A,C, olsun.

C={c(X) = 49;S, + 4,9,5, + 4,958, + 4,09,8, | 5; € F[X]}

kiimesi tanimlansin. A¢ikga goriiliir ki

Cc (ﬂlgl(x),ﬂzgz(x),ﬂgga(x),/14g4(x)> --------------- 1)
dir. Diger taraftan d(X)e<ﬂigl(x),ﬂqu(x),ﬂ,&gs(x),/14g4(x)> olsun. 1<i<4 igin
k. (X) e R[X] elemanlar

d (%) = 4,9, 00K, (X) + 2,9, (K, (X) + 4,85 (X)K; (X) + 4,9, (XK, (X)

olacak sekilde vardir. Ayrica A,4,,4;,4, elemanlarinin olusturduklar: idealler

incelenirse 4;s,(X) = 4K (X), 4,5,(X) = 4K, (X) , 48;(X) = AkKs(X), 4,8,(X) = 2,K, (X)

olacak sekilde s;(X) € F,[X] elemanlari bulunabilecegi goriiliir. Buradan da

(40,(0), 48,0, 40;(x), 4,9,(x))=C )
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elde edilir. (1) ve (2)’den C :<Zigl(x),/1292(x),2393(x),/14g4(x)> sonucuna varilir.
Teorem 424’den |C|HC,|.|C,|.|C;|.|C,| oldugu bilindigine  gore

4n724:d°(gi(X)) .
|IC|=3 = oldugu soylenebilir.

Teorem 4.3.3. C kodu R halkasi iizerinde n uzunlugunda bir devirli kod olsun.
g(x) = 4,0,(X) + 4,9, (X) + 4,0,(X) + 4,9,(X) olmak iizere C = (g(x))olacak sekilde

bir g(x) polinomu vardir ve g(x)|x" -1 dir.

Ispat. g(x)=40,(X)+4,9,(X) + 4,0,(X) + 4,9,(X) olsun ve Teorem 4.3.2°den dolay1

C= <ﬂlgl(x), 4,0,(X), 4,95(x), 4,9 4(X)> oldugu bilinmektedir. Buradan agikg¢a goriiliir

ki (g(x)) <C.dir. Diger taraftan Ag(X)=40,(X), 4L9(X)=40,(x),
49(X)=40,(x), 49(X)=49,(X) oldugundan C c=(g(x)).elde edilir ve

C= <g(X)> sonucuna  varthr. 1<i<4 i¢in  g;(X)|x"-1 oldugundan

R[]

r(x) e o1 polinomlar1
X" 1= gl(X)rl(X) = gz(x)rz(x) = g3(x)r3(x) = g4(x)r4(x)
olacak sekilde vardir. Bu esitlikleri kullanarak
94 (X) + 4,1, (X) + A585(X) + 4,1, (X)]
=491 (X) + 4,9(X)r, (X) + 49 ()13 (X) + 4,9 (X)r,(X)
= 49, ()R(X) + 24,9, ()1, (X) + 4,95 () (X) + 4,9, (X)r,(X)
=(X"-DA4+ 4+ A4 +4,)

=x"-1

elde edilir ki buradan da g(x)| x" —1 oldugu gériiliir.

Sonuc 4.3.1. R[X%Xn 2y in her ideli temel idealdir.
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Teorem 4.3.4. y Gray doniisiim 7 devirsel 6teleme operatorii olmak iizere wr = 7'y

dir.

Ispat. i=1--,n icin r=a+vh+uc+uvd, eR ve o, =a+h+c+d,

o =3 -b+¢-d, a5 =8 +b —¢, —d;,a,; =a —b —c;+d; olsun.
z-(ri.’rZ"“rn):(rn’rl’“'rn—l)

olup

(//(T(rl’ r2’ . 'rn)) = l//((rn’ rl’ . 'rn—l)) = (aln ! aZn ! a3n ! a4n U aln—l’ a2n—1’ a3n—l’ a4n—l)

elde edilir.

Diger taraftan

w((r, 0, 1)) = (0, Oy Oy Qg+, Oy Ay Ol )

olup

74(1//(“11 r,-1)) = 2-4(a117a21’a31’a41"”7aln’a2n7a3n7a4n)

= (s Uy s Ay Ay 3 Oy g3 Oy gy g 1 gy 1)

elde edilir. Dolayisiyla ywz =y dir.

Teorem 4.3.5. C kodu R halkasi tizerinde n uzunlugunda bir devirli koddur ancak

ve ancak y(C) , [F,iizerinde 4n uzunlugunda 4-yar1 devirli koddur.

Ispat. C kodu R halkasi iizerinde n uzunlugunda bir devirli kod olsun yani z(C)=C
olsun. Teorem 4.3.4 kullanilarak 7*((C)) = ¢(z(C)) =w(C) elde edilir. Buradan da

goriiliir ki y(C) indeksi 4 olan F, iizerinde yar1 devirli koddur.

Diger taraftan y(C) indeksi 4 olan I, iizerinde yar1 devirli kod olsun yani
*(w(C)) =w(C) olsun. Teorem 4.3.4 kullanilarak (7(C)) =" (w(C)) =w(C) elde
edilir. w doniisimi birebir oldugundan dolayr 7(C)=C olup C’nin devirli kod

oldugu goriiliir.
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4.4. F,+VF, + UF, + uvFF, Halkas1 Uzerindeki Devirli Kodlardan Kuantum Kod

Elde Etme

Teorem 441 C=AC,® ALC,®A4C,®4C, kodu R halkasi iizerinde n
uzunlugunda bir devirli kod olsun. Bu durumda h(x)=x"-1/g,(x) ve
h'(x) = x*M®h (x™) olmak iizere

C* = (AN () + 4,05 (x) + Ah; () + 4,0, (X))

seklindedir. Ayrica |C* |= 3¢ 90040004000+ %09

Asagidaki Lemma ile C devirli kodunun dikini i¢ermesi i¢in gerek ve yeter sarti

verilmigtir.

Lemma 4.4.1. g(x) iirete¢ polinomuna sahip C devirli kodunun dikini icermesi i¢in
gerek ve yeter sart

X" ~1=0(mod g(x)g" (X))
olmasidir [13].

Teorem 4.4.2. C= (40,(X), 4,0,(X), 4,05(x), 4,9,(X)) kodu R halkas: iizerinde n

uzunlugunda bir devirli kod olsun. C* = C kosulunun saglanmasi igin gerek ve yeter

sart i =1,2,3,4 olmak iizere X" —1=0(mod g, (x)g; (X)) olmasidir.

Ispat.  C=(2,0,(x),4,9,(x), 40,(x),4,0,(x)) kodu R halkasi iizerinde n
uzunlugunda bir devirli kod olsun. Lemma 4.4.1°den dolay1 C;" = C, dir. Buradan da
ACH < AC. elde edilir. Dolayisiyla

(A 00 + A1 (X) + 250 00 + A1 (X)) = (4,0, (0, 20, (9, AGa (X), 2484 (X))

olup C* <= C saglanir.



85

Tersine, eger C* < C ise

AC ®A,Cr ®ACL®A,C = AC, ®AC, DAL, ®AC,
AC, =Cmod 4 oldugundan C' = C, dir ve i=123,4.i¢in x"-1=0(modg;q;)
dir.

Sonu¢ 44.1.C=4C ® A4,C,®4C,®4,C, R halkas: lizerinde n uzunlugunda bir
devirli kod olsun. C* = C kosulunun saglanmasi igin gerek ve yeter sart i =1,2,3,4

olmak iizere C,;" = C, olmasidir.

Teorem 1.2.2.3 ve Sonug 4.4.1°den asagidaki Teorem ortaya konabilir.

Teorem 4.4.3. C= 4C, ® A1,C,®AC,®4,C, R halkasi iizerinde n uzunlugunda 3
elemanima ve d, minimum uzakligina sahip bir devirli kod olsun. Eger C* < C ise

[[4n,2k —4n,d, ]] parametresine sahip quantum kod vardir.

Ornek 4.4.1. n=24olmak iizere X" —1’in F, iizerinde garpanlara ayrilist
X 1= (x+1D3(x+2)°(X* +1)°(X* + x+2)3(X* +2x+2)°

seklindedir.

9,(¥) =9,(X) = g5 (X) = 9, (X) = x* + x° +2x° + 2x° + 2x* + 2
polinomlart i¢in

9(x) = 4,0,(X) + 4,9, (X) + 4,0;(X) + 4,9,(X)

olmak tizere C = <g (X)> kodu R iizerinde n uzunlugunda bir devirli kod olsun.
i1=1,2,3,4 igin g;(X) polinomlar1 [, iizerinde [24,16,4] parametresine sahip devirli
kod iiretir. Lemma 4.2.2°den d, (C) =4 ve Teorem 4.3.2°den |C|=3% dir. Ayrica

g, (X) =9,(X) = g5 (X) = g, (X) = 2x° + 2x° + 2x° + 2x°> + X* +1
olmak iizere x** —1 polinomu i=1,2,3,4 igin g,g; ile béliinebilir. Bu yiizden Teorem

4.4.2’den dolay1 C* < C dir. Teorem 4.4.3’den dolay1 [[96,32,4]] kuantum kod

parametresi elde edilebilir.



Tablo 4.1 F3 tizerinde kuantum kod parametreleri
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n Ureteg polinomlar [[n k,d_]]
6 970 =X [124,16.2]]
O3 =04 =X+2
? 01=02=0s =04 =X+2 [[36.28.2]]
_ _ Yo 4 3 2
11 0,=0, =X"+X"+2X" +X° +2 [[44.4.5]]
O3 =0, =X+ 2 +x2 +2x+2
15 01=02=03 =0y =X+2 [[60.52.2]]
18 01=0p =03 =04 =X+2 [[72.64.2]]
21 91702705 = X+2 [[84,76,21]
g, =Xx+1
2 9179270 =G [188.8,7]]
=xxd B+ ax +2x8 2 +xt 23 4 2x% + X+ 2
23 0:=02=03=04 [[92.4.8]]
=X )0 e 208 2x” x4 x3 42
24 0:=0,=03=04 = X2+ %3 +2x+2 [[96,56,3]]
30 % =0, =03 =x+2 [[120,110,2]]
g, =x2+2
35 0:=02=03=04 [[140,44,5]]

=xZ 4 2xt 42X 4 42X x4+ X 1 2x* + X% 41




BOLUMS5. [ (F, +uF,) -DEVIRLI KOD

Kodlama teorisindeki baslangi¢ calismalarin genel olarak cisimler iizerinde oldugu,
son yillarda ise calismalarin cesitli halkalar iizerine genisletildigi daha onceki
boliimlerde bahsedilmisti. Bu g¢alismalarda lineer kodlar elemanlari cisim ya da
halkalardan olan tek bir alfabe kullanilarak elde edilmistir. Ilk olarak Brouwer ve ark.

farkli iki alfabe {izerindeki kodlari incelemis ve bazi simirlar vermislerdir (45) [45].

Daha sonrasinda ise bilesenleri ikili ve dortlii alfabeden olan Z,Z,-toplamsal kod

olarak adlandirilan yeni bir hata diizelten kod siifi Borges ve ark. tarafindan
incelenmistir (46) [46]. Bu toplamsal kod hem ikili lineer kodun hem de dortlii lineer

kodun bir genellestirilmesi olup son yillarda bir¢cok arastirmaci tarafindan iizerinde
calisilan ve ilgi ¢eken bir konu haline gelmistir (47), (48) [47, 48]. Z,Z,-toplamsal
kodlar1 Aydogdu ve ark. tarafindan Z,Z . -toplamsal kodlarina genisletilmistir (49)
[49]. Ayrica Z,Z.,[u] -toplamsal kodlar1 da Aydogdu ve ark. tarafindan ¢aligilmistir

[50]. Bu ¢alismalarin yam sira 7Z,Z,-toplamsal devirli kodlar ve onlarin dualleri

caligilmistir [51, 52].

Bu bolimde ise IF,F,[u] -devirli kodu olarak adlandiracagimiz devirli kodlarin yeni bir

sinifi incelenmistir. Yeni bir Gray doniisiim tamimlanmis ve bazi [FIE[u] -devirli

kodlarin Gray goriintiilerinden elde edilen ikili lineer optimal kod 6rnekleri verilmistir.
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5.1. Temel Tanimlar ve Teoremler

F, +UF, = {x+uy:xyeF, veu’ =1} ={0,1,u,1+u} halkasi R ile gosterilsin. r ve s

pozitif tamsayilar olmak iizere r+s uzunlugundaki C kodun ilk r bileseni K,
alfabesinden, son s bileseni ise R alfabesinden olacak sekilde pargalanabiliyor ise buna
[F,R -kodu denecektir. Simdi bu sekilde tanimlanan kodun aslinda [, x R® ’nin bir R-
alt modiilii olarak tanimlanabildigi gdsterilsin. [lk olarak IF,R halkasi
F,R={(a,b):aeckF, vebeR}
olarak tanimlansin. bu halka bilinen toplama islemine gore kapali olmasina ragmen
ueR skaleri ile ¢arpma iglemine gore kapali degildir. Yani F,R halkas: standart
skaler ile ¢arpma islemine gore R-modiil olamaz. Bu halkayr R-modiil yapmak ve
cebirsel yapisini zenginlestirmek adina asagidaki gibi yeni bir skaler ile ¢arpma iglemi
tanimlanabilir. Bunun i¢in
u:R->TF,
X+Uy = X+Y
dontigtimi  tanimlansin.  Yani  x(0)=x(1+u)=0 ve u@)=x(u)=1 dir.
Ya-+ub,c+ud eR i¢in

u((@a+ub)+(x+uy)) = u((@a+x+u(b+y))
=a+X+b+y

=(@+b)+(x+vy)

= u(a+ub)+ u(x+uy)
u((@a+ub)(x+uy)) = u(ax+hby+u(ay-+bx))

=ax +by +ay +bx

=(a+b)(x+y)

= u(a+ub)u(x+uy)

oldugundan g doniisiimii bir halka homomorfizmasidir. Simdi bu homomorfizma
yardimu ile herhangi bir (a,b) e[F,R ve d e R ig¢in skaler carpim
d *(a,b) =(x(d).a,d.b)

seklinde tanimlanabilir.
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Bugarpim d eR ve c=(a,,8,,---,a,, |b,,b,---,b, ;) € F; xR® olmak iizere

d*c=d *(aO’a:L"”’ar—l|b0’bl"“’bs—l)
= (u(d)-3y, ()., -+, u(d).a, , | dby, Ay, -, db, )

seklinde genisletilebilir.

Lemma 5.1.1. F, xR® yukarida tanimlanan skaler ile ¢arpma islemine gore bir R-

modildir.

ispat. Vo, SR ve V(a|b),(c|d) e Fl xR® igin

. ax*[(alb)+(c|d)]=a*(a+c|b+d)
= (u(a)(@+c)|a(b+d))
= (u(a)a|ab) + (u(a)c| ad)
=ax*(a|b)+a=x(c|d)
ii. (a+p)*(alb)=(u(ax+p)al(a+pB)b)
= (u(a)a+pu(B)alab+ pb)
= (u(a)alab) +(u(B)a| Bb)
=a+(a|b)+B+*(@|b)
iii. a*[B*(alb)]=a*[u(B)alpo)]
= (u(a)u(B)al afb)
= (u(ap)al apb)
=(ap)*(a|b)

iv. 1 *(a|b)=(u(g)alb)=(a|b)
sartlar1 saglandigindan Tanim 1.1.35”den dolay1 F, x R® tanimlanan skaler ile ¢arpma

islemine gore bir R-modiildiir.

Tamim 5.1.1. Eger T, x R® *nin herhangi bir C alt kiimesi [, x R® *nin bir R-alt modiilii

ise C’ye IF,R-lineer kod denir.
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Not. Kolayca goriiliir ki r =0 ise R {izerinde bir lineer kod, s=0 ise F, iizerinde bir
lineer koddur.
Tamim 5.1.2. Herhangi bir c=(ay,a,,---,a, ,|b,,b,,---,b, ;) € F, xR® eleman: i¢in 7
devirsel 6teleme operatorii

7(€)=(a 1,8, a5 |b g, 0p,-00, )
olarak tanimlansin. Eger C, [F,R-lineer kodu z devir operatérii altinda sabit kaliyor

ise yani z(C) =C oluyor ise C’ye I,R-devirli kod denir.

Devirli kod c¢alismalarinda, kod sozleri polinomlar ile temsil ederek koda daha fazla

cebirsel ozellik kazandirmak en genel ve temel yontemdir. Burada da F, xR®

halkasmin elemanlar ile Rr'S =1F2[X] X R[x] < 1> halkasinin elemanlari

<xr —1> *

X —
arasinda yapilacak olan 1-1 esleme
(Bpr-++1 By [y, 3) = (B +aX+ooo 8, X by + B+ +b, X = (a() | B:0)

seklinde verilebilir.

Tamm 5.1.3.d(x) =d, +d,x+---d,x' € R[x] ve (a(x)|b(x)) € R, ; elemanlar1 i¢in

p(d () = za(dg) + pa(d) X+ 1(d, )X € R[X]
olmak iizere
d(x) * (a(x) | b(x)) = (z«(d (x).a(x) [ d (X).b(x))

carpimi tanimlanabilir.

Teorem 5.1.1 R (= F,[x] <Xr 1>>< R[] <XS 1> halkas1 yukarida tanimlanan ¢arpma

islemine gore R[X] -modiildiir.

Ispat. Va(x), B(x) e R[X] ve V(a(x)|b(x)),(c(x)|d(x)) e R, i¢in
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i. ax[(alb)+(c|d)]=a*(a+c|b+d)
=(u(a)(@+c)|a(b+d))
= (u(a)alab) + (u(a)c|ad)
=a=*(alb)+a=(c|d)

il (a+p)*(@lb)=(ula+pal(a+p)b)
= (u(@)a+u(B)alab+ pb)
= (u(a)alab)+(u(p)a| pb)
=ax(a|b)+S=(a|b)

iii. a*[B*(alb)]=a*[u(B)alpo)]
= (u(e)u(B)al afb)
= (u(ap)al apb)
=(ef)*(alb)

iv. 1R[x] *(alb)= (/u(lR[x])a' |b)=(a|b)
sartlar1 saglandigindan Tanim 1.1.35°den dolayr R ; tanimlanan skaler ile ¢arpma

islemine gore bir R[X] -modiildiir. ispat yapilirken yazimda kolaylik olmas1 agisindan

herhangi bir f(x) polinomu f olarak gosterilmistir.

Simdi F,R -devirli kodun polinom olarak tanim1 verilsin.

Tamm 5.1.4. R 'nin bostan farkli bir alt kiimesi C olmak iizere eger C kiimesi R,
‘nin bir alt grubu ve herhangi bir aeR ve her
c(X) =(a, +aXx+---+a_ X" |b+bx+---+b ,x**) eC icin

ax*(a(x)|b(x)) = ax*(a, +ax+---+a,_ X" |b +bx+---+b_x*7)

= (u(@)(@,_, +agx+--+a_, X "), +bx+---+b_,x))
r-1 aO r-2

yine C’nin bir elemani oluyor ise C’ye IF,R -devirli kod denir.

Teorem5.1.2. C < R, kodunun I,R -devirli kod olmast igin gerek ve yeter sart C’nin

R, 'nin bir R[X] - alt modiilii olmasidur.
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Ispat. C,F,R-devirli kod ve c(x) =(a(x)|b(x)) €C olsun. C, R ’nin bir alt grubu
oldugundan ¢, (X),c,(x) e Cicin ¢,(X)—C,(X) €C oldugu agiktir. C, F,R -devirli kod
oldugundan x*c(x) e C dir. Aym sebepten dolayr X*(x*c(x)) = x> *c(x) e C dir. Bu
sekilde devam edilirse i>0 igin X *¢(X)eC olacag agiktir. C kodunun
lineerliginden dolay1 Vr(x) e R[x] i¢in de r(x)*c(x) eC elde edilir. Dolayisiyla C
kodu R, nin bir R[X] - alt modiiliidiir. Tersine C kodu R, *nin bir R[X] - alt modiilii
olsun. Alt modiil sartlarindan dolayr C, R ,’nin bir alt grubudur ve c(x)eC ve

x € R[] i¢in X*c(X) € C olacagindan C kodu I,R -devirli koddur.
5.2. F,(F, +UF,) - Devirli Kodun Urete¢ Polinomu ve En Kiiciik Geren Kiimesi

Bu bolimde ,R -devirli kodun iiretecleri hakkinda bilgi verilecektir. Boliim boyunca

C kodu I,R-devirli kodu olarak diisiiniilecektir. IF,R -devirli kodun iirete¢ polinomu

bulunurken asagidaki teoreme ihtiya¢ duyulacaktir.

Teorem 5.2.1. Ckodu R, = IFZ[U][X]<X“ 1> de n uzunlugunda devirli bir kod olsun.

i. Eger n tek ise R temel ideal halkasi ve g(x),a(x) polinomlar1 a(x)|g(x)|x" -1

sartin1  saglayan ikili alfabe {izerindeki polinomlar olmak iizere
C =(g(x)+(@+u)a(x)) dir.
il. Eger n ¢ift ise
a. Eger g(x)=a(x) ise g(x), p(x) polinomlar1 g(x)|x"—1 mod2 ve
g(X)+(@+u)p(x)| X" —1 sartim saglayan ikili alfabe iizerindeki polinomlar

olmak iizere C =(g(x)+ (1+u)p(x)) dir.

b. g(x),a(x), p(x) polinomlar: a(x)| g(x)| x"—1 mod2, a(x)| p(x)

x"-1

ve
9(x)
d°g(x) >d°a(x) >d°p(x) sartim1 saglayan ikili alfabe iizerindeki polinomlar

olmak iizere C =(g(x)+ (L+u) p(x), X+u)a(x)) dir [53].
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Hem C kodu hem de R[X] 1 halkast R_, nin bir R[X] - alt modiili oldugundan

I C — R[x]/(xS —1>
(fg(x))—>  g(x)
seklinde bir R[x]-modiil homomorfizmasi tanimlanabilir. Burada 7 homomorfizma-

sinin ¢ekirdek kiimesi
Cekr = {(f (x)]0)eC: f(X) e FZ[X]<Xr _1>}

olup C’nin bir alt modiiliidiir.

| = { f(x) e FZ[X]<X, Ly (f(x)]0) e Qekﬂ}
seklinde tanimlanan | kiimesi F, %r 1> halkasinin bir idealidir. Bagka bir deyis ile

F,[x] <xr 1> halkasinda devirli kod olup Teorem 1.2.2.2°den dolay1 f(X)| <Xr —1>

olacak sekilde 1=(f(x)) dir. Yani herhangi bir (k(x)|0)eCekz eleman: igin
k(x) el oldugundan k(x)=m(x)f (x) olacak sekilde m(x) e F2[X] e -y polinomu
vardir. Dolayisiyla

k() 10) =(m(x) f (x)|0) =m(x) *(f(x)[0)
olup Cekz =((f(x)|0)) elde edilir.

R[]

Diger taraftan Imz de <XS 1 ’nin bir alt modiilii oldugundan F, +UFF, {izerinde

devirli koddur ve Teorem 5.2.1 dikkate alinarak s’nin tek ya da ¢ift olmasina gore I,R

-devirli kodun iirete¢ polinomlar belirlenecektir.

Uyan 5.2.1. Yazimda kolaylik olmasi agisindan herhangi bir f(X) polinomu kisaca

f olarak gosterilecektir.
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Durum 1: stek ve a|g|x° —1 olmak iizere Imz =(g +(1+u)a) ve Cekz =((f |0))

olsun.

Teorem 5.2.2. C kodu F,R -devirli kod olmak {izere C = <(f [0),(I|g+(1+ u)a)> dir.

Ispat. Kabul edilsin ki C kodu F,R -devirli kod ve Imzx =(g+(1+u)a)olsun. Yani
7((I|g+@+u)a)) =g+ (1+u)a olacak sekilde bir (I|g+(l+u)a)eC elemani
vardir. Simdi herhangi bir (a(x)|b(x))=(a|b)eC elemaninn (f|0) ve
(Il g +(@+u)a) elemanlar tarafindan tiretildigi gosterilsin.
z((alb))=b=d,(g+1+u)a)

R[x]

olacak sekilde d, € <XS 1> vardir.

(@lb)—d, *(I]g+(1+u)a)=(a—x(d)!0) e Cekz

oldugundan (a—(d)1[0)=d,(f|0) olacak sckilde d, <ol -y vardir.

Yukaridaki esitlik kullanilarak
(alb)=d,*(I|g+(@+u)a)+(a—u(d,)l0)
=d *(I]g+@+u)a)+d,(f |0)

olup C =((f [0),(I| g +(+u)a)) elde edilir. Tersine C o ((f |0), (1| g+ (L+u)a)) de

oldugundan C = ((f [0),(I|g+(1+ u)a)> sonucuna varilir.

Lemma5.2.1. Bger C =((f |0),(1| g +(1+u)a)) kodu FF,R-devirli kod ise d°l <d°f

olarak kabul edilebilir.

ispat. Kabul edilsin ki d°l)>d°f olsun. f ve | polinomlar1 cisim iizerinde
olduklarindan b6lme algoritmasi uygulanabilir. Dolayisiyla

I=fqg+r ; 0<d’r<d°f
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olacak sekilde q,r eFZ[X] < r polinomlar1 vardir. Buradan iirete¢ polinom
X

yeniden yazilirsa,

((110),(11g+@+u)a))=((f10),(fa+r|g+(L+u)a))
=((f10),(r|g+(@+u)a))

oldugu goriiliir. Yani d°l <d°f olarak kabul edilebilir.

Lemma 5.2.2. Eger C=((f|0),(I|g+(@+u)a)) kodu I,R-devirli kod ise

f12=

! I mod(1+u) dir.

ispat. ~—Lx (1| g +(1+u)a) =(/{XS ‘1j| XL g u)a)J =(;{Xs ‘1} |o}
a a a a

oldugu g6z dniinde bulundurulursa

)

s_1 S _
" jl |0 |eCekzr = C oldugundan f | X 1| mod(1+u)
a

X

elde edilir ve (,u[

sonucuna varilir.

Teorem 523. C=((f|0),(I/g+(@+u)a)) kodu IF,R-devirli kod olsun. Bu

durumda

_,
|
o
=)
—

-1

{x'%(f]0)}

-1

{X'+(1]g+(1+u)a)}

a-1

S, = {X'*(u(n)l| (L+u)ah)}

.
Il
1

w

N

Il
o w
) |
< TS
L © «

o

olsun. Bu durumda S =S, US, US, kiimesi C kodunu geren en kiigiik kiimedir.

Ayrica C kodu 27%°745°9°029°99"2 ane kod sdze sahiptir.
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Ispat. C=((f|0),(I|g+(@+u)a)) ve c(x)eC herhangi bir kod sz olsun. Bu
durumda d, e F,[X] ve d, € R[X] polinomlari

c(x)=d,(f|0)+d,*(1|g+(1+u)a)
olacak sekilde mevcuttur. Eger d°d, <r—d°f -1 ise d,(f |0) e Span(S,) dir. Aksi

taktirde bolme algoritmasi uygulanirsa @, I, € I, [X] polinomlari

d1=Xf_ q+r ; 0<d°r<r—d°f-1

olacak sekilde vardir. d; yerine yazilirsa

r

X_

d1<f|0)={71q1+r1j(f|0)

X" -1
:%[ f f |Oj+r1(f |O)

=n(f10)

elde edilir. Yani d,(f |0) € Span(S,) oldugu goriiliir.

Eger d°d, <s—d°g-1 ise d,*(I|g+(1+u)a) e Span(S,) dir. Aksi taktirde bolme

algoritmasi uygulanirsa Q,,r, € ,[X] polinomlari

S

dzzxg q,+r,=hg,+r, ; 0<d’r,<s-d°g-1

olacak sekilde vardir. d, yerine yazilirsa

dy*(1g+@+u)a) = (ha, + 1) * (I g +{1+u)a)
=0, (u(lhg +(A+u)ha) +r, (1| g +(1+u)a)
=0, (u(Ml|A+u)ha)+r, (1] g +(1+u)a)

elde edilir. 0<d°r, <s—d°g -1 oldugundan r,(l| g +(1+u)a) € Span(S,) dir.

Simdi @, (¢(h)l| (@+u)ha) e Span(S) oldugu gosterilsin. Dikkat edilmelidir ki
alg|x"—1 oldugundan g =ak olacak sekilde k € R[x] vardir ve X’ —1=gh=akh
dir. Eger d°q, <d°g—d°a-1 ise q,(u(h)l|(+u)ha)e Span(S,)dir. Aksi taktirde

bolme algoritmasi uygulanirsa 0, I, € F,[X] polinomlar:
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x* -1
ha

q, = 0, +r, ; 0<d°rp<d°g-d°a-1

olacak sekilde vardir. g, yerine yazilirsa

S

0 ()1 L+ wha) {Xh—al% + rsJ(ﬂ(hﬂ |@+u)ha)

= q{xs _1ﬂ(h)| | x _1(1+ U)haj+ r(u(h)! | @+u)ha)
ha ha

- qz[x;;lﬂ(h)l |0j+ () @+ u)ha)

elde edilir. 0<d°r,<d°g—d®a-1 oldugundan r,(x(h)l|(@+u)ha)e Span(S,)dir.

x* -1

Ayrica Lemma 5.2.2 den dolay1 | = fm oldugu g6z 6niinde bulundurulursa

0; ( thl,u(hﬂ | Oj e Span(S,) dir. Sonug olarak S =S, US, US, kiimesi C kodu igin

geren kiimedir. Ayrica S kiimesindeki diger elemanlar ile lineer bagimli olacak sekilde
bir eleman olmadigindan S’ye C i¢in en kiigiik geren kiimesi denilebilir. Bu sebepten

dolay1 C’de 2"~%"74579°929°99" tane kod sdz vardir.

Durum 2: s gift ve g|x’-1mod2, g+@+u)p|x*—1 olmak iizere

Imz =(g+(@+u)p) ve Gekz =((f|0)) olsun.
Teorem 5.2.4. C kodu [,R -devirli kod olmak iizere C = <(f [0),(I|g+(1+u) p)> dir.
Ispat. Teorem 5.2.2 deki ispatta a = p alinarak istenen saglanir.

Lemma5.2.3. Eger C =((f |0),(1| g +(@+u)p)) kodu F,R-devirli kod ise d°l <d°f

olarak kabul edilebilir.

Ispat. Lemma 5.2.1 deki ispat aynen saglanr.
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Lemma 524 Eger C=((f[0),(I|g+@+u)p)) kodu TF,R-devirli kod ise

F1—=Y | mod@+u) d.
g+@+u)p
ispat.
x* -1 x* -1 x* -1
A 1 = I 1+u)a
ar@iu)p (Hg+@+u)p) (g+(1+u)p |g+(1+u)p(g+( +U) )j

Z(LHOJ
g+@+u)p

oldugu g6z dniinde bulundurulursa

LAl x=1 10]]=0
g+1+u)p
- x* -1 5
elde edilir ve [—I | Oj eCekz cC oldugundan

g+@+u)p

X—_ll mod(1+u) sonucuna varilir.

g+@+u)p

Teorem5.25 C=((f[0),(I|g+(@+u)p)) kodu IF,R -devirli kod olsun. Bu durumda
r-d°f-1

S, = Lj{w*u|m}

s,d:‘)(ng(lHJ) R
s U {X'*(||g+(l+u)p)}

i=0

olsun. Bu durumda S =S, US, kiimesi C kodunu geren en kiiciik kiimedir.

Ispat. C=((f|0),(I|g+(@+u)p)) ve c(x)eC herhangi bir kod séz olsun. Bu
durumda d, € E,[X] ve d, € R[X] polinomlari

c(x) =dy(f[0)+d,*(I|g+(1+u)p)
olacak sekilde mevcuttur. Eger d°d, <r—d°f -1 ise d,(f |0) e Span(S,) dir. Aksi

taktirde bolme algoritmasi uygulanirsa @, I, € IF,[X] polinomlar:



99

r

dlsz_qﬁr1 ; 0<dr<r-d°f-1

olacak sekilde vardir. d; yerine yazilirsa

r

X_

d1<f|0)=(71q1+r1}(f|0)

x" -1
:ql{ f f|0]+r1(f|0)

=n(710)

elde edilir. Yani d,(f |0) € Span(S,) oldugu goriliir.

Eger d°d, <s—-d°(g+@+u)p)-1 ise d,*(I|g+(@+u)p)eSpan(S,) dir. Aksi
taktirde bolme algoritmasi uygulanirsa d,, 1, € F,[X] polinomlari

x> -1

= r,=h rr ;. 0<d°r, <s—-d°(@+(@+u)p)-1
2 g+(1+u)pq2+2 q2+2 2 (g( )p)

olacak sekilde vardir. d, yerine yazilirsa

d,*(1 g +@+u)p)=(ha, +r,)=(1]g+(1+u)p)
=0 (u(MIh(g +A+u)p)) +r,(1{ g +(1+u)p)
=0 (u(MI0) + 1, (11 g+ (XL+u)p)

=qz(ﬂ(ijl |0]+ r([g+@+u)p)
g+@+u)p

elde edilir. 0<d’r,<s—-d°(@+(1+u)p)-1 oldugundan
r,(I|g+@+u)p) e Span(S,) dir.  Ayrica Lemma  52.4’den  dolayi
LI mod(1+u) = fk oldugundan @, Ly[ijl | OJ e Span(s,)
g+@+u)p g+@+u)p

olup S=S,US, kiimesi C kodu i¢in geren kiimedir. Ayrica S kiimesindeki diger

elemanlar ile lineer bagimli olacak sekilde bir eleman olmadigindan S’ye C igin en

kiigiik geren kiimesi denilebilir.
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x" -1 .
ve olmak tizere

Durum 3: n gift ve a|g|x"-1mod2, a|p

Imz =(g+(1+u)p,(1+u)a) ve Cekz ={((f|0)) olsun.

Teorem 5.2.6. C kodu F,R -devirli kod olmak tizere

C= <(f 10),(l,|g+@+u)p),(l, | X+ u)a)> dir.

Ispat. Kabul edilsin ki C kodu F,R -devirli kod ve Imz = (g + (1+u) p, (1+u)a)olsun.
Yani g+@+u)p,l+u)aeimz oldugundan 7z((l,|g+@+u)p))=g+1+u)p ve
z((l,]@+u)a)) =(1+u)a  olacak  sekilde  (I,|g+(@+u)p),(l,|@+u)a)eC
elemanlar1 vardir. Simdi herhangi bir (a(x)|b(x)) =(a|b) e C elemanmin (f |0) ve

(] g+@+u)p) ve (I,|(@+u)a) elemanlar: tarafindan tiretildigi gosterilsin.
z((alb)) =b=k (g +(1+u)p)+k,((1+u)a)

olacak sekilde k;,k, € R[X%XS 1> vardir.

(@[b)—=(k *(l, | g +@+u)p) +k, *(I, | A+ u)a)) = (@—(ulk)l + p(k;)l) | 0) € Cek

oldugundan (a—(u(k)l, + (k,)l, |0) =k, (f |0) olacak sekilde kger[X] (1)

vardir. Yukaridaki esitlik kullanilarak

(alb) =k *(l, | g+@+u)p)+k,*(l, [ X+u)a) +(@—(uk)l + u(k,)l,) | 0)
=k *(l |g+@+u)p)+k, *(I,|Q+u)a)+ks(f |0)

olup C ¢ <(f [0),(,|g+@+u)p), (1, | A+ u)a)> elde edilir.
Tersine Co <(f [0),(,|g+@+u)p), (1, | @A+ u)a)) de oldugundan

C= <(f 10),(, | g+@+u)p),(,| @+ u)a)) sonucuna ulasilir.

Lemma5.2.5. Eger C =((f|0),(I,| g+ (@+u)p),(I,|@+u)a)) kodu F,R -devirli kod

ise d°l, <d®f ve d°l, <d°f olarak kabul edilebilir.
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Ispat. Lemma 5.2.1 deki ispat aynen saglanir.

Lemma5.2.6. Eger C =((f |0),(I,| g+ (@+u)p),(l, | (1+u)a)) kodu F,R -devirli kod

ise
i £ 1L mod(+u) dir
ii. xX’-1=gh ve ebob(hp,x*-1)=m olmak ilzere mm,=x°"-1 se
f [hlm, mod(1+u) dir.
Ispat.

1. Lemma 5.2.2 deki ispat aynen saglanir.

2. ebob(hp,x* —1) =m, ise mm, =hp olacak sekilde m, € R[X] vardir. Dolayisiyla

hpm, =mm,m, =x* ~1 dir. R[’%(s 2 halkasindahpm, =hg = x* ~1=0 oldugu

dikkate alinirsa
m,h* (1, | g +@+u)p) = (u(m,h)l, | m,hg + (1+u)m,hp)
= (u(m,h)l, [0)
elde edilir. Bu esitlik g6z 6niinde bulundurularak
(((m;hl})[0))=0
elde edilir ve (x(m,hl,)|0) e Cekz = C oldugundan f |hlm, mod(l+u) sonucuna

varilir.

Teorem 5.2.7. C:((f|O),(Il|g+(1+u)p),(I2|(1+u)a)) kodu I,R-devirli kod

olsun. Bu durumda
r-d°f-1
s, = U {x=(f10)}
i=0

s-d°g-1

S,= U ¥+ 1g+@+up)f
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s=d°m-1
Ss= U {x'* (el | @+ u)ph)}
S, = Sdoa’l{x‘ #(l,| (L+u)a)]

i=0

olsun. Budurumda S =S, US, US,US, kiimesi C kodunu geren en kiigiik kiimedir.

Ispat. C=((f]0),(l,|g+@+u)p).(I,]g+(@+u)a)) ve c(x)eC herhangi bir kod

s0z olsun. Bu durumda d, e IF,[x] ve d,,d, € R[X] polinomlar:
c(x)=d,(f|0)+d,=(1|g+@+u)a)+d,*(l, | (L+u)a)

olacak sekilde mevcuttur. Eger d°d, <r—d°f -1 ise d,(f |0) e Span(S,) dir. Aksi

taktirde bélme algoritmasi uygulanirsa g, 1, € F,[X] polinomlar:

dl:XT_lqu1 ; 0<d°r<r-—d°f-1

olacak sekilde vardir. d; yerine yazilirsa
x' -1
f
x' -1
qu( — |0}+f1(f 10)

=n(7]0)

dl(f|0)=[ q1+f1j(f|0)

elde edilir. Yani d,(f |0) € Span(S,) oldugu goriiliir.

Eger d°d, <s—d°g-1ise d,*(l,| g+(1+u)p) e Span(S,) dir. Aksi taktirde bolme
algoritmasi uygulanirsa @,,r, € [F,[X] polinomlart

(;|2:X_1q2+r2=hq2+r2 ;, 0<d°’r,<s-d°g-1
g

olacak sekilde vardir. d, yerine yazilirsa

d, *(l,| g+ @+u)p)=(ha, +1r,)*(l, | g+ (1L+u)p)
=0, (u(h)l; [hg + @+ u)hp) +1,(l; [ g + (L +Uu) p)
=, (u(h)l, [ @+ u)hp) + 1, (I, [ g + (L +u) p)

elde edilir. 0<d°r, <s—d°g—1 oldugundan K,(l, | g +(1+u)p) € Span(S,) dir.
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Simdi @, ((h)l, | X+u)hp) e Span(S) oldugu gosterilsin. Dikkat edilmelidir Ki
alg|x"—1 oldugundan g =ak olacak sekilde k € R[x] vardir ve X’ —1=gh=akh
dir. Eger d°q, <d°g—d°a-1 ise q,(x(h)l, | (1+u)hp) e Span(S;) dir. Aksi taktirde
hpm, =mm,m, =x* -1 oldugundan m, ile bolme algoritmasi uygulanirsa
s, I; € E[X] polinomlar:

g, =mg,+r, ; 0<d’r,<d’m,-1=s-d°m -1
olacak sekilde vardir. q, yerine yazilirsa

A, (M), | @+ u)hp) = (m, g, + 1, ) (e(h)l, | (L+u)hp)
=0, (mz,u(h)ll | L+ u)mzhp) + 1 (u(M)1 | X+ u)hp)
= s (myze(M)ly 10)+ 15 (ue()); | (L+u)hp)

elde edilir. 0<d°r,<s—d’m,—1 oldugundan r,(x(h)l,|(@+u)hp) e Span(S,) dir.
Ayrica Lemma 5.2.6 (ii) den dolay1 fm=hm,], mod(1+u) oldugu géz oniinde
bulundurulursa g, (m,z(h)I |0) € Span(S,) dir. Yani

d,*(l,| g+ (@+u)p) e Span(S, S, US,) dir.

Son olarak d, *(l, | (1+u)a) € Span(S,) oldugu gosterilsin. Eger d°d, <s—d°a—1 ise
d;*(l,| @+u)a) e Span(S,) dir. Aksi taktirde bolme algoritmasi uygulanirsa

a,, 1, €K [X] polinomlart

S

d,=——=q,+r, ; 0<d°r, <s-d°a-1
a

olacak sekilde vardir. d, yerine yazilirsa

x* -1

dy *(l;|d+u)a) =[ g, + EJ* (I,|d+u)a)

=0, (ﬂ(xs _1j|2 I X aq U)J+ ry=(l, | L+u)a)
a a

=q, [ﬂ( Xsa_ljlz | OJ"' r,*(l, [ (L+u)a)
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elde edilir. 0<d°r, <s—d°a—1 oldugundan r, *(l,|(1+u)a) e Span(S,) dir. Ayrica

S

Lemma 5.2.6. (i)’den dolay1 fk:X _1|1 mod(l+u) oldugu gbéz Oniinde

x* -1

bulundurulursa d, [;{ jlz |0]eSpan(Sl) dir. Yani

d, *(l, | (L1+u)a) e Span(S, US,) dir. Sonug olarak S=S, LS, US, kiimesi C kodu
icin geren kiimedir. Ayrica S kiimesindeki diger elemanlar ile lineer bagimli olacak

sekilde bir eleman olmadigindan S’ye C i¢in en kiiciik geren kiimesi denilebilir.

5.3. F,(F, +UuF,) - Devirli Kodun Gray Goriintiisii

Bu bolimde IF,Ryapisindan FF; yapisina bir Gray doniisiim tanimlanacaktir. Bunun

oncesinde asagidaki Gray doniisiimiine ihtiyag olacaktir.

R yapisindan I} yapisina tanimlanan Gray doniisiim

¢$: R — F;
a+ub — (ab)

seklindedir. Tanimlanan bu déniisiim R"’den F/"’e

(@ +ub,---,a +ub ) —>(a,b,---,a,,b)
seklinde genisletilebilir. Herhangi bir a€R eleman1 i¢in Lee agirlik

W, (@) =W, (¢#(a)) olarak tanimlanir. Ayrica «,f€R  igin Lee uzaklikta
d (o, B)=wW_ (a—p) iletammhidir. x=a+ub ve y=c+ud olmak iizere
v(ax+py) =w(aa+ pc+u(ab+ pd))
=(aa+ pc,ab+ pd)
=a(a,b)+ p(c,d)
=ay(a+ub)+ Sy (c+ud)
=ay(X)+ By (y)

ve
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d.(xy) =w.(x-y)=w((a-c)+u(b-d))
=w, (v ((@a-c)+u(b-d))
=w, (a—-c,b—d)

=wy ((a,b)-(c,d))
=W, (w(a+ub)-y(c+ud))

=Wy (¥ () —w ()
=dy (w(x),y(y))

sartlar1 saglandigindan tanimlanan bu Gray déniisim (R" ,Lee uzaklik)’tan (F?"

,Hamming uzaklik)’a tanimlanan uzaklig1 koruyan lineer bir doniistimdiir.

Bu tamim yardimi ile [F,R yapisindan F; yapisina tamimlanacak olan Gray déniisiim
p: FER — F
(alb) — (alg(b)
seklindedir. Bu doniisiim de
(@2, 8 by, B0 ) = (8, 8 | 4(), 4(1By), -+ (b, 1))
olarak TFjR®’den [F}™**’e genisletilebilir. Herhangi bir (a|b) e F;R® elemaninin Lee
agirlig
w, ((@|b)) =w, (a) +w_(b)
=w, (a) +w, (¢(b))

olarak tamimlanabilir.

Ornek 5.3.1. R, = ]FZ[X]<X3 _1>>< R[X%X3 _1> tizerinde C, IF,R -devirli kodu olsun.

f=01=x*, g =x?+X+1 ve a=1 olmak iizere C kodu

C =<(x2 | X2 +x+u)>
formunda olsun. Tablo 5.1°de C koduna ait kod sozler ve bu kod sozlerin agirliklar
verilmisti. Bu kodun Gray goriintiisii F, {izerinde [9, 4, 4] parametresine sahip optimal

lineer koddur. Kodun optimalligi [54]’de verilen veri tabanindan kontrol edilebilir.
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Tablo 5.1. Ry lizerindeki C = <(X2 | X2+ X+ u)> koduna ait kod sozler ve agirliklari

Kod soz Kod soziin Kod sbz Kod sbziin
Agirhin Agirhin
(0.0) 0 (3 +x (u+Dx) 4
(2w +ux+1) 4 (35 +x+u) >
(®+1u+2) 4 (>® +x+L e +ux-+u) 6
(x+Lu+1) 4 (@ + x4+ +x+1) 6
(x,ux2+x+1) 4 (0,(u+1)x +(u+1)x+u+1) 6
(16 +ux+1) 4 (X* +1 (u+Dx+u+1) 6
(x,x2+ux+u) 4 (x+1 (U+1)x2 +(u+1)x) 6
(1,ux2+x+u) 4 (x2+x(u+1)x +u+1) 6

Polinom gosterimi olan bu kodsozler vektorlere dontstiiriiliir ise her bir

(a,,8,,8;|b;,b,,b,) €C kod sozii igin (ay,8,,8, |b;,b,b,) € C oldugu goriilecektir.

Tablo 5.2°de listelenmis olan parametreler I,R -devirli kodlarin Gray gériintiilerinden
elde edilen F, iizerindeki optimal kodlarin parametreleridir. Bu tablo olusturulurken

Teorem 5.2.3’den yararlanilmistir.
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r ve s uzunluklari

Ureteg polinomlari

Gray goriintiileri

r=5ves=3

r=3ves=5

r=7ves=3

r=5ves=5

r=3ves=17

r=5ves=7

r=5ves=17

r=7ves=17

r=7ves=17

I=x*+x3+x+1
f=x*+x3+x®+x+1
g=x*+x+1,a=1
l=x%+x+1
g=a=x*+x3+x%+x+1
I=x% +x3+x+1
g=x>+x+1 a=1
[=x*+x°
f=x*+x3+xZ+x+1
g=a=x+1
l=x?+x+1
g=x"+x*+x+1 a=1
I=x*+x
g=xt+x®+x* +x3+x% +x+1
a=x+x°+1
I=x*+x%+1
g=x*+x?+x+1
a=x+1
I=x3+x+1
g=xt+x>+x* +x3+x% +x+1
a=x2+x+1
I=x®+x°+x* +x
g=a=x"+x>+x+1

[11,5, 4]

[13,2,8]

[13, 4, 6]

[15,9, 4]

[17, 10, 4]

[19,5, 8]

[19,9, 6]

[21, 5, 10]

(21,6, 8]




BOLUM 6. SONUC VE ONERILER

Cebirsel yapisindan dolay1 kodlama teorisinde 6nemli bir yere sahip olan devirli kod aileleri

hem degismeli olan hem de degismeli olmayan skew polinom halkalari tizerinde ¢aligilmugtir.

Z“[u% s\ halkasi tizerindeki devirli kodlarin Gray goriintiilerinin Z, tizerinde lineer kod
u

oldugu bulunmustur. Bu halka tizerindeki devirli kodlarin Gray goriintiileri alinip hem Lee
hem de Oklit minimum uzaklik kullanilarak literatiire yeni Z, -lineer kodlar kazandirilmustir.

Elde edilen bu kodlar online veri tabanina eklenmistir.

Devirli kodlarin bir genellemesi olan yar1 devirli kodlar, uzunlugu biiyiik olan kodlar i¢in
elverisli olup genelde degismeli olan halkalar iizerinde bakilmistir. Bu calisma da ise

degismeli olmayan I, +VIF, dan katsayili skew polinom halkasi lizerinde incelenmistir.

Ayrica bu halkadaki skew devirli kodlardan kuantum kod elde edilmesi i¢in gerekli sart

verilmistir.

IF, + UL, halkas: genellestirilerek yeni bir I, + VI, + UL, + UV, halkas: ortaya konmustur.

Bu halkanin cebirsel yapisi incelenmis ve iizerinde lineer kod, devirli kod ve kuantum kod

bakilmistir.

Ayn1 uzunluga ve boyuta sahip kodlar arasindan en yiiksek minimum uzakliga sahip kod
optimal olarak adlandirilir. Bu ¢alismada da devirli kodlarin yeni bir sinifi olan ve [,F,[u] -

devirli kod olarak adlandirilan yapilardan yararlanarak optimal kodlar bulunmustur.
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