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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

= (ank) : Sonsuz matris

: Kompleks sayilar kiimesi

ca >

: Kompleks terimli yakinsak diziler uzay1

~

: Reel veya kompleks sayilarin bir cismi

: Kompleks terimli sinirlt diziler uzay1

: Dogal sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

= B Z

: Kompleks terimli diziler uzay1



OZET

Anahtar kelimeler: Riesz dizi uzay1, @, 8 Duali, () Ozelligi, Matris doniisiimleri.

Ug boliim olarak hazirlanan bu tezin birinci béliimiinde daha sonraki béliimlerde
kullanilacak olan bazi temel tanim ve teoremler verildi.

Ikinci béliimde, Riesz ve B™ matrisi yardimiyla tanimlanan r¢ ( P, Bm) dizi uzay1

tanimlandi. Tanimlanan bu dizi uzaymin tam paranormlu lineer metrik uzay oldugu
ve I(p) uzay1 ile lineer izomorfik oldugu gosterildi. r* ( p, Bm) dizi uzaymin

Schauder baz1 ve a,f dualleri bulundu. Ayrica () geometrik 6zelligi incelendi.

Ucgiincii boliimde r! ( p,B" ) ! ( P, Bm) ve I ( P, Bm) dizi uzaylar1 tanimlandi.

Tanimlanan bu dizi uzaylarinin tam paranormlu lineer metrik uzay oldugu ve
sirastyla 1 (p) , c(p)ve ¢,(p) uzaylarina lineer izomorfik oldugu gosterildi.

r ( p,B" ) r ( P, Bm) ve I ( P, Bm) dizi uzaylarmin «,f,y dualleri bulundu.

r ( P, Bm) ve I ( P, Bm) uzaylariin Schauder bazlari verildi.
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SOME TOPOLOGICAL AND GEOMETRIC PROPERTIES OF
GENERALIZED RIESZ DIFFERENCE SEQUENCE SPACES

SUMMARY

Key Words: Riesz sequence space, «,f Duals, (f) Property, Matrix
transformations.

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, some fundamental
definitions and theorems will be used in the later chapters were given.

In the second chapter rq(p, Bm) sequence space defined by Riesz matrix and B™

was introduced. It was shown that this sequence space was total paranormed linear
metric space and linear isomorphic to I(p). Schauder base and «,f duals of

r“(p, Bm) sequence space were defined. Besides, (,b’) geometric property of this
sequence space was examined.

In the third chapter roj(p,Bm),qu(p,Bm) and roq(p,B”‘) sequence spaces were

defined. It was shown that these sequence spaces were total paranormed linear metric
spaces and linear isomorphic to I_(p) , c(p) and c,(p), respectively. «,f,y

duals of r?(p,B"),r?(p,B") and r}'(p,B") sequence spaces were investigated.

Also Schauder bases of r(p,B™) and ry'( p,B" ) sequence spaces were given.
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BOLUM 1. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

1.1. Temel Kavramlar ve Teoremler

Bu boliimde, diger boliimlerde kullanilacak olan tanimlar ve teoremler verilecektir.
Tanim 1.1.1.[1] X #J ve K=R veya K =C olmak iizere

+: X xX > X JKxX 5 X

(X, y) > xX+Yy (e, X) = ax

ikili islemleri Va,f e K ve VX, y,ze X igin

1) X+y=y+X

2) (X+y)+z=x+(y+2)

3) Vxe X igin X+e=e+ X =X olacak sekilde bir e € X vardir.

4) Vx e X igin x+(—-x)=(-x)+x olacak sekilde bir —x € X vardir.
5) 1.x=x

6) a(x+Yy)=ax+ay

7) (a+ f)x=ax+ px

8) a(px)=(ap)x

sartlarin1 sagliyorsa (X,+,.) ticliisiine, K tiizerinde bir lineer uzay(vektor uzayi)

denir.



Tamm 1.1.2.[1] Bos olmayan bir X kiimesi ve bir

d: X xX o> R*
(x,y)—>d(xy)

doniistimii verilsin. Eger bu d doniistimii VX, Y,z € X igin

M1)d(x,y)=0x=y

(M2) d(x,y)=d(y,x)

(M3) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) (iiggen esitsizligi)

ozelliklerini sagliyorsa X {iizerinde uzaklik fonksiyonu ya da metrik adin1 alir ve bu

durumda (X,d) ikilisine bir metrik uzay denir.

Tamm 1.1.3.[1] Bir (X ,d ) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi X ig¢inde bir limite

sahipse, bu (X ,d ) metrik uzayina tam metrik uzay denir.

Tanim 1.1.4.[1] X,K cismi (K =R veya K =C ) iizerinde bir lineer uzay olsun.

I|: X > R*

x =¥

donilisimii VX,y e X ve Va € K igin

(NI) [x|=0=x=6
(N2) [lex]| = e x|

(N3) |[x+y||<|x]|+]y| (tggen esitsizligi)



ozelliklerini sagliyorsa X {iizerinde norm adini alir ve bu durumda (X ol ) ikilisine

bir normlu vektdr uzay ad1 verilir.

Tamm 1.1.5.[1] Bir (X,

. ) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi X i¢inde bir

limite sahipse, bu (X ol ) normlu uzayina tam normlu uzay veya Banach uzay1 denir.

X bir Banach uzay1 olmak iizere,
B(X)={xe X [|<1]

kiimesine X uzaymin kapali birim yuvar,
() ={xe X [x|=1)

kiimesine ise, X uzaymin birim kiiresi denir.

Tamm 1.1.6.[1] A: X — Y lineer operatorii verilsin.
CekA={xe X : Ax=0}

kiimesine A operatdriiniin sifir uzay1 veya ¢ekirdegi denir.

Teorem 1.1.7.[1] A lineer operatdriiniin bire-bir olmasi igin gerek yeter sart

CekA= {0} olmasidir.

Tanim 1.1.8.[1] X bir lineer uzay, g: X — R bir fonksiyon olsun.

(P1) g(6)=0
(P2) g(x)=g(-x)
(P3) g(x+y)<g(x)+g(y)

(P4) A >4, X=X, igcin AX = 4 )X,

ise g ye bir paranorm denir. Paranormlu bir (X,g) uzay1 g paranormu ile bilikte bir

lineer uzaydir.



Tamm 1.1.9.[1] Bir (X,g) paranormlu uzayinda alinan her Cauchy dizisi bu uzayin

bir noktasina yakinsiyorsa (X,g) uzayina tam paranormlu uzay denir.
Tanim 1.1.10.[1] Ayni skaler cisim iizerinde tanimlanan iki lineer uzay arasindaki f
fonksiyonu eger bijektif(birebir ve orten) ve lineer bir doniisiim ise f fonksiyonuna

1zomorfizm denir.

Iki lineer uzay arasinda bir izomorfizm varsa bu iki lineer uzay izomorfiktir(veya

lineer olarak izomorfiktir) denir.

Tamm 1.1.11.[1] Uzerinde d metrigi tanimlanmis X lineer uzayinda toplama ve

skalerle ¢arpma islemleri siirekli iseler bu durumda X lineer metrik uzaydir denir.

Burada toplama isleminin sirekliligi f:XxX > X , (x,y)—> f(X,y)=x+y

seklinde tanimlanmis f fonksiyonunun X x X tizerinde siirekli olmasi demektir. Ayni

sekilde  skaler ile c¢arpma isleminin  siirekliligi f:KxX—>X ,
(a,X) — f (a,x) =ax seklinde tanimlanmis f fonksiyonunun K x X {izerinde

surekli olmasi1 demektir.

1.2. Dizi Uzaylar1 ve Matris Doniisiimleri

Tanim 1.2.1.[1] K=R veya K =C olmak iizere
w={x=(x)ew:x:N->Kk—x =(x)]

kiimesine biitiin dizilerin kiimesi denir. w kiimesi,

((%).(v)) = (% +¥) ve (4.(x)) = (A%,)



ikili iglemleri ile K iizerinde bir vektor uzayidir. w’ nin herhangi bir alt vektor

uzayina bir dizi uzay1 denir.

Ornek 1.2.2.

L, ={x=(%)eW:sup|x| <o},

C:{X:(Xk)eW:Pka Var},

—>0

coz{x:(xk)eW:limxk :0},

—®©
n
Zxk <0,
N k=0

bS:{Xz(Xk)eW:sup

uzaylar1 birer dizi uzayidirlar.

Tammm 1.2.3.[2] Ave p iki dizi uzay1 ve A=(a,) (n,k=0,1,2,..) reel ya da
kompleks sayilarin  bir sonsuz  matrisi olsun. Her bir neNigin

A (x)=> a,x yakisak ise Ax=(A (x)) yazr. Eger x=(x) iken
k

AX = (A] (X)) € u ise o zaman A’ ya A dizi uzaymdan u dizi uzaymna bir matris
doniisiimiidiir denir ve bu durum A: A — u olarak gosterilir. AXx dizisine de X’ in
A-doniisiimii denir.

(A:p) ile A: 24— p seklindeki biitiin A matrislerinin kiimesi, (A:x:p) ile de
limit ya da toplami koruyan A:A — u seklindeki biitiin A matrislerinin kiimesi

gosterilecektir. (A:4:p)c(A:u) oldugu agiktir,



Tamm 1.24.[12] A= (ank) reel ya da kompleks sayilarin bir sonsuz matrisi olsun.

vn=0,1,2,.. igin A ()= a,X, mevcut(yakinsak) ve lim A (x)=1eC isc
K n—oo

X = (Xk) dizisine | say1sina A-toplanabilirdir denir. Bu durum X * in A-limiti I’ dir diye

ifade edilir ve A—lim X, = olarak gosterilir.

n—oo

Tammm 1.2.5.[2] A=(a,) reel ya da kompleks sayilarin bir sonsuz matrisi olsun.
k>n olan Vn,keN i¢in a, =0 ise A=(a, ) matrisine liggensel matris denir.

A=(a, ) ti¢gensel matrisinde Yn e N i¢in a,, # 0 ise A’ ya normal matris denir.

Teorem 1.2.6.[2] VA€ (C, C) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(i) sup > [a | <o

neN k—g

(ii) Baz1 a € C ler igin mZaﬂkxk —a
k

(iii) Her bir k e N igin lima,, = ¢,

n—oo

olmasidir.

Tanim1.2.7.]2] Teorem 1.2.6. daki sartlari saglayan bir matrise koruyucu

(conservative) matris denir.

Teorem 1.2.8.[2] Ae(c,c,p) olmasi igin gerek ve yeter sart

(1) sup Z|ank| <o

neN kg

(ii) Her bir k e N i¢in lima,, =0

n—oo
(iii) lim D a, =1
k

olmasidir.



Tamm 1.2.9.[2] Teorem 1.2.8. deki sartlar1 saglayan bir matrise Toeplitz matrisi

veya regiiler matris denir. Bu tip matrisler kisaca T-matrisi olarak gosterilirler.

Tamm 1.2.10.[2] q=(q,) pozitif reel sayilarm bir dizisi ve Q, =Y q,, (neN)

k=0

olsun. O zaman Vn,k e N igin

Je (0<k<n)
ran= Qn
0, (k>n)

seklinde tanimlanan R® = (ran) matrisine Riesz matrisi denir.

R = (ran) matrisinin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart N — oo iken Q, —

olmasidir.

Tanmm 1.2.11.[2] Vn,k e N i¢in

dm¥_u“, (n—1<k<n)

o, (0<k<nveyak>n)

veE

dm_{(n”h (n<k<n+1)

“lo,  (0<ks<nveyak>n+1)

seklinde tanimlanan A" =(§,,) ve A' =(d,, ) matrislerine sirastyla geri ve ileri fark

matrisleri denir.

Tamm 1.2.12.[2] Herhangi bir sabit me N ve Vn,k e N i¢in



(_l)nk(nm—kj’ (max{0,n-m}<k<n)

0, (OSk<max{0,n—m}veyak>n)
seklinde tanimlanan A™ = (Aer) = (5, ) matrisine m. mertebeden fark matrisi denir.

Tammm 1.2.13.[1,3] 4 bir normlu dizi uzay: olsun ve (b,) dizisi verilsin. Vx e A
igin

lim X — (@b, + 4, +...+ a0,

n—oo

2

olacak sekilde bir tek (o) skalerler dizisi varsa (b,)’ ¢ A dizi uzaymmn bir

Schauder bazi(kisaca bazi) denir ve bu durumda X = Zak b, yazilir.
k

Tanim 1.2.14.[3] A bir dizi uzay1 olmak {izere bir A sonsuz matrisinin 4 uzayindaki

matris bolgesi(domain) olan A, kiimesi
Ay ={x=(x)ew: Axe |

olarak tanimlanir.

Bir A matrisinin A dizi uzayma kisitlanmasiyla elde edilen A, yeni dizi uzayi,

genelde orijinal 4 uzaymin genislemesi ya da daralmasi olmasina ragmen bazi

durumlarda bu uzaylar ortiismezler.

Tanim 1.2.15.[3] A ve u dizi uzaylari i¢in S(A, 1) kiimesi
S(A.u)={z=(z,)ew:Vxed,xz=(Xz2,)e u}

olarak tanimlansin. Bu S(A, ) kiimesi yardimi ile 4 uzaymnin «, f ve y -dualleri
olan 1,17 ve 7 kiimeleri,

2% =5(A,1)), ¥ =S(A,cs)ve I =S(4,bs)

olarak tanimlanair.



Ornek 1.2.16. bv, =bv ¢, olmak iizere
cs=bv* =bv; =bs” =1

cs” =bv,bv” = cs,bv/ = bs,bs” = by,

cs” =bv,bv” =cs,bv] =bs,bs” =bv

dir.

Teorem 1.2.17.[3] A ve u iki dizi uzay1 ve ne{a,f,y} olsun. O zaman

A cAPc A ve Ac uise A7 o y" dir.



BOLUM 2. r(p,B") DIZI UZAYININ BAZI TOPOLOJIK VE

GEOMETRIK OZELLIiKLERI

2.1. rt ( P, Bm) Dizi Uzay

(q,) pozitif reel sayilarin dizisi ve Q, = qu (neN)olsun. R = (rn‘l) Riesz
k=0

licgensel matrisi

S (0<k<n)
rn(Il: Qn
0, (k>n)

seklindedir. Bu matris kullanilarak Riesz dizi uzay1 Altay ve Basar[4] tarafindan

Pk
< o0

seklinde tanimlanmistir. (Burada w tiim diziler uzayr ve 0<p, <H =supp, <o
k

Kk

1
I g.X.
ijZO 177

k=0

rq(p)—{x—(xk)ew:i

dir.) Bu dizi uzay1 A fark matrisi kulanilarak M. Basarir and M. Oztiirk[5] tarafindan
Riesz fark dizi uzayma genisletilmistir. A fark matrisinin genellestirilmis sekli olan

B = (b, ) matrisi Altay ve Basar[4] tarafindan

r, (k=n)
b,=4s, (k=n-1)
0, (0<k<n-1) veya(k>n)
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olarak tanimlanda.

Buna bagli olarak genellestirilmis B™ matrisi kullanilarak

dizi uzay1 tanimlanip, bu uzayin bazi topolojik ve geometrik 6zellikleri bu boliimde

arastinlacaktir. Burada her k,ne N,r,s,me N —{0} i¢in B" = (b:l‘() matrisi

o (nm k] s, (max{0,n—m}<k <n)
hk = -

0, (0£k<max{0,n—m}) veya (k >n)

vE

seklindedir.

Burada r=1,5=—lalinmasi durumunda B" = (b:‘k) matrisi A" = (A?k ) matrisine,

ayrica m =1 olmasi durumunda yukaridaki dizi uzay1

P«

0 1 k-1
ri(p,B)= x:(xk)eW:ZQ—[Z(quqjﬂs)xj +qerk} <
k=0 [~k | j=

dizi uzayima doniisiir.
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B" =(br'$<) matrisinin toplanabilme bolgesi i¢in elde edecegimiz sonuglar
A" = (Anmk) matrisinin toplanabilme boélgesi icin elde edilmis sonucglara gére daha

genel olacaktir.

Bu bolimdeki amacimiz r( p) dizi uzaymdaki dizilerin B™ matrisi altindaki

doniigim dizileri olan, r° ( P, Bm) Riesz fark dizi uzayinin bu uzaydaki paranorma

gore bazi geometrik ve topolojik 6zelliklerini incelemek olacaktir.

Simdi de teoremlerimizi ispatlamak i¢in gerekli olan lemmalar1 verelim.

Lemma2.1.1.[6] (i) Her keN i¢in 1<p,<H <o olsun. Bu durumda
Ae (I (p) : |1) olmasi igin gerek ve yeter sart

sup i D a, K™

KeF k=0 |neK

Pk
< o0

olacak sekilde K >1 tamsayisinin olmasidir.

(i) Her keN i¢in 0< p, <1 olsun. Bu durumda Ae(l(p) : |1) olmasi igin

gerek ve yeter sart

Pk
sup sup < 0
KeF keN

zank

nekK

olmasidir.

Lemma2.1.2.[7] (i) Her keN i¢in 1<p,<H <o olsun. Bu durumda
Ae (I (p) : IOO) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

P
<o

supil‘ankK‘l

neN (—o
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olacak sekilde K >1 tamsayisinin olmasidir.

(i) Her keN i¢in 0< p, <1 olsun. Bu durumda Ae(l(p) : Iw) olmasi i¢in
gerek ve yeter sart
|pk

sup |ank < oo

n,keN

olmasidir.

Lemma2.1.3.[7] Her keN igin 1<p <H <o olsun. Bu durumda
Ae (I ( p) : c) olmasi i¢in gerek ve yeter sart Lemma2.1.2 nin (i) ve (ii) sartlarinin

saglanmasi ve her k € N i¢in lima,, = £, olmasidir.

nN—oo

2.2, r¢ ( p, Bm) Dizi Uzayimin Bazi1 Topolojik Ozellikleri

Teorem2.2.1. r* ( p,Bm) uzay1

1

1 k& Mg P M
_ L m—i+jSi—jin_ + Ky
ZQ Z“;[Z(I_J J} Q ‘
paranormu  ile tam  paranormlu  lineer  metrik  uzaydir.  Burada

M = max(l, H =sup pkj dir.
k

Ispat: rq(p,Bm) uzaymin skaler ile carpmaya ve koordinat toplamina gore

lineerligi, u,ve r* ( p, Bm) icin saglanan asagidaki esitsizliklerden elde edilir.

1

(R'B")

(g (R'B"w) +(RB") | j& s(ki; u), pkjm
(ro)" |

0 Pe M
+(z v), j
k=0

ve herbir ¢ € R igin



|0(|pk < max{l, al } dir.

Agiktir ki her uer? ( P, Bm) icin g(6)=0 ve g(-u)=

U,V € rq(p,Bm) olsun,

=
N
2

|_.
MT
-
I M=
T QO
I 3
N
N
=
3
e
U)_
o
—_
N—
| I
+
3
Olg
<
[
=

Yukaridaki esitsizlikler g nin alt toplamsalligini ve g (au) < max {1,

oldugunu gosterir.

re ( P, Bm) uzaymin elemanlarinin herhangi bir {X“} dizisi

g(x"-x)—>0

14

g(u) dir

fg(u)

olacak sekilde alalim ve A, — A olacak sekilde herhangi bir skalerler dizisi (4,)

olsun. Bu durumda

g(x")<g(x)+g(x"-x)

esitsizliginden g nin alt toplamsalligi elde edilir. {g (X” )} dizisi smirli oldugundan

g(4.X"—Ax)=

s

k

LS s M pm-itigici n r"qg .
Q, L 0{ J(I_ J 's'"q, (/1an —/lxj)}+ o : (/lnxk —ixk)

1
pk]M
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1 k-1 k m L ] rmq
— rm g (X7 ) [+ — X
a BT el [ g

1 & m m—i+joi=j n | " n
J_o[z[l J]r s (6 ‘Xi)_+ rqu(Xk - %)
)+

s|/1n—/1|{k§
-0

W 2l

k=0

i=]

<A =2 (x")+ 2|9 (x" - )

ifadesi n — oo iken sifira gider. Bu da skaler ile carpimin stirekli oldugunu gosterir.
Boylece g nin r® ( p, Bm) uzayinda bir paranorm oldugu gosterilmis olur.

Simdi de rq(p,Bm) uzaymin tamligini ispatlayalim. {Xi} dizisi rq(p,Bm)
uzayinda herhangi bir Cauchy dizisi olsun. Burada X' = {XL} er’ ( P, Bm) dir. Bu
durumda verilen >0 ic¢in bir ny(e&) pozitif tamsayist vardir dyleki her

i,j>n, (&) icin

g(x'-x)<e

dir.

g nin tanimini kullanarak se¢ilmis her bir ke N ve i, j>n, (5) igin

(R, (RoB)

‘(Rquxi)k—(Rquxj)k‘g{g X' = X . pk}M<g

elde edilir ve bu durumda se¢ilmis her bir k e N i¢in
{(R'B"X) ,(RB™X), ...

dizisi bir Cauchy dizisidir. R tam oldugundan, bu dizi yakinsar, dyleyse i — o iken
(Rquxi )k — (Rqux)k yazilabilir. Boylece (RquX)o’(RquX)l ,... , bu sonsuz

cokluktaki limitleri kullanarak {( RIB™x )0 , ( RIB™x )1 ,.. } dizisini tanimlayabiliriz.

Her i, j 2 n,(¢) i¢in
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p
2

k=0

s[g(x‘ —xj)]M <&M

(RqB(r,s)(m) x‘) —(RqB(r,s)(m)xj)

k

esitsizligi her bir p € N i¢in saglanir.

Herhangi bir i>n,(¢&) alalim ve yukaridaki esitsizlikte j— oo a sonrada p —

a gotiirtirsek @ (Xi - X) < ¢ elde edilir. Sonolarak &=1 alirsak i>n,(1) olur.

Her bir p € N i¢in Minkowski esitsizliginden

P
k=0

elde edilir. Bu da xer® ( P, Bm) demektir. Her  i>n,(¢) igin g (Xi - X) <g

L

(Rquxi)k‘pk}M <g(x'—x)+g(x')<1+g(x)

oldugundan i— o iken X' — x dir. Bdylece rq(p,Bm) uzaymin tam oldugu

gosterilmis olur.

< (m i .
Teorem2.2.2. z . [r™s™g. £ 0 olmak {izere rq(p,Bm> fark dizi uzayi
-]

i=]j

I(p) uzayi ile lineer izomorfiktir. Burada 0 < p, <H <o dir.

Ispat: Teoremin ispati i¢in 0 < p, < H < ooigin r* ( p, Bm) ve I(p) uzaylar arasinda

lineer bijeksiyon oldugunu gostermeliyiz.

1 ktf k m o rm
=—2X| 2. . |r"s"igx |[+—q.x
S} ,-_OL_,(._J W o,

notasyonu yardimi ile r° ( P, Bm) uzaymdan |(p) uzaymna T déniisimii X — y =Tx

olacak sekilde tanimlansin. T lineer bir doniisimdiir, dahasi; agikardir ki
TXx =6 oldugunda X =6 dir ve buradan T nin birebir oldugu bulunmus olur.

yel(p) olsunve x =(x,) dizisi
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“1] ns1 sk k—i—1
xkzkz{Z(—l)k rs—k(m | ]%Qnyn} Y. (keN)

n=0| i=n k —i rmqk

olacak sekilde tanimlansin. O zaman

Pk }M

|1 k1l k( m o m
g(x)= ZQ_szo{z( .)rmlﬂsquixj:|+é_quk

k=0 =i\ I—] k

P« JM

= kalpkj =g,(y)<»
0

k=

k
2. 64,
j=0

Il
M s

=~
Il

0

burada
Lk=]j
Oy = )
0,k # |
dir ve g,(y), I(p) uzaymnda bir paranormdur. Boylece xer* ( P, Bm) elde edilir.

Sonug olarak, T Ortendir ve paranorm korunur. Boylece, T lineer bijeksiyondur.
Buda r° ( P, Bm) ve |(p)uzaylariimn lineer izomorfik oldugunu gosterir.

re ( P, Bm) uzayimin Schauder bazi ile ilgili asagidaki teoremi verebiliriz.

ok 8" (m+n—i-1
—Zk(_l) rm+n—i [n_i j’ (n < k)
Teorem2.2.3. b (q)= rga , (n=k)  olmak iizere
k
0 , (k>n)

o (@),

x=> u (a)“(q) gosterilisi tek tirlii belirlidir. Burada her keN ve

k=0

dizisi rq(p,Bm) uzay1 i¢in Schauder bazidir ve X e rq(p,Bm) icin

eN

0< p, <H <o igin 4 (q)=(RB"x),_ dir.

Ispat: Ispat [5, teorem5] ten elde edilebilir.
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re ( P, Bm) uzaymin « ve £ dualleri asagidaki teoremlerde tanimlanir.

Teorem2.2.4. (i) Her birkeN i¢in 1<p,<H<owo olmak iizere

[rq ( p,B" )]a =Q,(p) dir. Burada

K>1

sup i

NeF k=g

[

< 0

2

neN

{kzﬂl(_l)nk fq:_. (m +-n B ljiaan +:‘—an:| K™

i=k I" n - I qi r qn

dir.

(ii) Her birk e N igin 0< p, <1 olmak iizere [rq (p. Bm)]“ —Q,(p) dir. Burada

P
<o

Qz(p)=U{a=(ak)eW:

K>1

Z[i—l)“k A QJK“

bl [ r n—i q r"a, r'a,

Sup sup
NeF keN

dir.

Ispat: (i) a=(a,) e wolsun.

1 <1 X m L 1
= r"Is g x. |[+—aq.x
"o %[E[i_jj ! } Q

ve her k,n € Nigin

kel nk s [(MAN=i-1

Ek(_l) e [ i jqiiaan, (0<k<n-1)
unk= E:nm(s: , (k:n)

0 , (k>n)

seklinde tamimlanan U =(u,, )matrisi i¢in y=(y,)el(p) olmak iizere Uyel
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olmast igin gerek ve yeter sart X = (X) € r(p,B™) olmak iizere ax=(a,x,)el,

olmasidir. Lemma?2.1.1 den

[ (rE")] =Q(p)

bulunur.

(i) Buispat () nin ispatina benzer sekilde elde edilir.

Teorem2.2.5. (i) Her bir keN i¢cin 1<p <H<ow olmak iizere

[rq ( p, Bm)]ﬂ =Q,(p)(cs dir. Burada

P

< 00

a K+l nk ST (m4n-—
s g e S o e
dir.
(ii) Her bir keN igin 0<p, <1 olmak iizere [rq(p,Bm)T =Q,(p)cs dir.
Burada

Q. (p)=Ufa=(a)ew:

K>1

a, k+1 ek sn—i (m +n—i— j J
+ > (-1 . a
[ XCIR= T

Pk

sup <o

keN

dir.

Ispat: (i) Eger k,n e Nigin

.
kel i [ m+n—i-1 n

a2 D" . Y a |Q. 0<k<n)
tnk:< qk n—I j=k+1

0 , (k>n)

olacak sekilde T =(t,) matrisini alirsak; Xx=(x,)er" ( P, Bm) olmak {izere
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ax =(a,x,)ecs olmasi i¢in  gerek ve yeter sart y=(y,)el(p) olmak

iizere Ty € ¢ olmasidir. Boylece Lemma2.1.3 ten

K _l)n K im.(mm_.l_lji Z aj]Qk}K‘
n-—iI qi j=k+1

elde edilir ve lim t limitleri var oldugundan

Pk

©

2

k=0

[rq( )] =Q,(p)cs

dir.

(ii) Bu ispat (i) nin ispatina benzer sekilde Lemma2.1.2 ve Lemma?2.1.3 iin ikinci

kisimlarindan elde edilir.

rq(p,Bm) uzayindan |, smirh diziler uzayma matris doniisiimlerini g6zoniine

alalim. Bu teorem, [4] deki Teorem6 gibi ispatlanabilir.

Teorem2.2.6. (i) Her ke N i¢in 1< p, <H <o olmak iizere Ae (rq ( P, Bm) : Iw)

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

[Argor & g ae)e

ve {a, |, €Cs olacak sekilde K>1 tamsayis1 olmasidir.

P

<0

Q(K) —supz

neN y—o

(ii) Her k e N i¢in 0< p, <1 olmak iizere A€ (rq ( p,B" ); Iw) olmasi igin gerek ve

yeter sart her bir n € N igin

a, &, o s™ [m+n j
+§ -1 . E a.
|:(rmqk i:k( ) rmei q 5 nj k

olmasidir.

P

<o ve {a,},_, €CS

sup
n,keN
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2.3. r%(p,B") Dizi Uzaymn () Ozelligi

Onceki boliimde r* ( p,Bm) dizi uzaymin tam paranormlu uzay oldugu gosterildi.

Buradaki paranorm her X =(x,)er* ( p, Bm) icin ve M = max {1, H =sup pk; olmak
k

uzere

1
Pk \M

_ LH m m-itj qi- | r"a,
g(x)= szng[i—er Is ’qixj} 3 X,

dir. g(x)=0 iken x=0 oluyorsa g paranormuna total paranorm denir ve her total
paranormlu uzay d(X,y)=g(x—y) metrigi ile lineer metrik uzay olur. Agiktir ki

re ( P, Bm) uzay1 total paranormlu uzaydir.

Bu béliimde, rq(p,Bm) uzaymin bazi topolojik oOzellikleri arastirilacaktir. Bir

paranormlu uzayda ( p ) 0zelliginin tanimin1 verip ispatlayacagiz.

Burada ieN ve x=(x,)er?(p,B") icin x =(x(1),x(2),...x(i),0,0,...) ve
i = (0,0,...,O, X (i + 1), X (i + 2),...) notasyonlarini kullanacagiz.

Simdi bir lineer metrik uzayda (3) 6zelliginin tanimm verelim.

Tammm2.3.1. Eger her bir £¢>0 ve r>0 i¢cin ¢ >0 vardir 6yleki her bir

xeB(0,r) eclemam ve B(0,r) daki her bir (x,) dizisi ve m=#n icin

n>"'m

d(X,,X,)>¢ olmak iizere d (XZA,O) <r—& olacak sekilde k indeksi varsa (X,d)

lineer metrik uzay1 () 6zelligine sahiptir denir.
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Lemma2.3.2. Eger liminf, , p, >0 ise o zaman her L>0 ve £>0 igin

§=56(e,L)>0 vardir dyleki d™ (u,0)<L ve d"(v,0)<& olmak iizere

—e<d" (u+v,0)+d" (u,0)<e ve d" (u+v,0)<d" (u,0)+e

dir.

Ispat: £>0 ve L>0 verilsin. 0< g, <liminf|

k—o0

P, ve o, <1 olsun her k >k,
icin 0<¢,<p, olacak sekilde k, e N vardir. a= min{ P, k=12,...Kk;; ao}
olsun. Her k € Nigin @ = Pk dir. Her ue r® ( P, Bm) icin

d" (2u,0) < K,d" (u,0)

1
a

olacak sekilde K, =2 sayisivardir. f = ( )7 diyelim. Her uer?’ (p,Bm) icin

2
d"| =u,0 |<Kd"(u,0
(ﬂ“ ] (10)

olacak sekilde K, > K, vardir. &= (52 ] diyelim. Kabul edelimki d" (u,0)<L

Ky

ve d"(v,0)<& olsun.

X, = (x(1),x(2),-x(i),0,...) ve X =(0,0,.,0,x(i+1),x(i +2),...)
notasyonlartyla A={keN-i: p,<1} ve C={keN-i: p >1} olsun.
Her p,>1 igin f(t |t|pk fonksiyonunun konveksligi kullanilarak p, <1 ve

0<p™ < B i¢in (a+ b)pk <a™+b™ oldugundan (burada B e(0,1) and keN
dir)

d" (u+v,0)=d"[(1-B)u+p(u+pB7v),0]

=3

i=0

RB"[ (1= B)u(i)+ B(u(i)+ 5 v(D)) |

S|RB"[(1- B)u(i)]+RB"[ A(u(i)+ £ v(D)) ]

=2

ieA

RIB"[(1-B)u ]+R“Bm[ﬂ(u(i)+ﬂ‘lv(i))]pi+
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+2

eC

R'B"[(1-A)u(i)]+ R'8"[ () + V()|

<(1-p)ZIREnu()f + ZR8"A[u(i)+ 5 ()]

+(1—,Zi)iEZC‘R“Bmu(i)‘pi +i§c‘Rquﬂ[u(i)+ﬂ71V(i)] P
<yl e gres v )]

FZ[RBru) e g RE [ A
s YR gy IRE (v v

<d"(w0)+ 3 (2r%" [u(i) + ()]

<d" (u,0)+5°2,

2 om0 )

+ﬂaz pi

ieC

2 (28 u(i) s ()

<d"(u,0)+5°),

ieA

> (o) o

+,6’“Z

ieC

2! [ (2R*B"u(i))+(2R°B"4 v (1)) |
<d" (u0)+p T2 [2RE7 ()] +p7 T [2R7E" (i)
+(%ﬂja;‘2Rquu(i)‘pi +(%ﬁja§‘2Rquﬂ‘lv(i)‘pi

<Y (u,0)+( ﬂ]ag‘ZRquu(i)‘p‘ {%ﬂj"’g‘mwﬂlv(i)‘m

N | =

1
dM 2 0 - adM 2 -1 O
(2u,0)+—4d" (257v,0)
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<d" (u,0)+£+Lﬂ"’K1 2 ¢
2 2° 25°K,

=d" (u+v,0)<d" (u,0)+¢
elde edilir.

Lemma 2.3.3. Eger liminf p, >1ise o zaman her bir Xxer® ( p, Bm) icin k, eN

vardir ve e (0,1) oyleki k >k, olmak iizere her k € N i¢in

2

dM[i&iﬁJS(l_H)dM(MMWO)

dir.

Ispat: 1<a<liminf p, olacak sekilde « bir reel say1 olsun. Bu durumda

n—o0

k, €N vardir 8yleki her k >k, i¢inar < p,dir. (1)” <52 olacak sekilde & (0,1)

bir reel say1 olsun. Bu durumda her bir x e r* ( P, Bm) ve k >k, i¢in
me 7=\ |Pi
RIB"x(i)

X ©
d“| X o=
( 2’ i:%-l 2

1) =
S(aj x,
(1-9) ¢

2 i:%fl

R'B"x(i)|"

IN

R'B"x(i)|"

zglégldM(ﬁwwo)

olur.

Teorem2.3.4. Eger p, >1 ise, o zaman r° ( P, Bm) uzay1 () 6zelligine sahiptir.

Ispat: m=#n i¢in d(x,,X,)>¢ olmak iizere £>0 ve (x,)<=B(0,r) olsun.
0<eg,<&" alam. &" -8 2> ¢, olacak sekilde >0 vardir. X € B(0,r) olsun. Her
bir jeN igin (Xn ( J))L dizisi sinirl oldugundan diagonal yontemi kullanarak her

bir qeN ig¢in (Xn)dizisinin bir (Xn.)alt dizisini 1< j <q olmak iizere her jeN

igin X, (j) yakimsak olacak sekilde bulabiliriz. Her 1< j<q igin (Xn,(i)) bir
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Cauchy dizisi oldugundan her n_,n, >t i¢in

P« q
=2

k=0

55 Pk < é;

k=0

(R'B"x,, (k))~-(RB"x, (k))

Rqu(Xna(k)_an(k))

olacak sekilde t, €N vardir.

Bu durumda

2|

e<d (xna,xnb ) = [é RIB" (xna (k)= x, (k))

)

g m P X m P
& < X|R'B (% (k) =%, (K) +2 |R'B (x,, (K)=x, (k)
g gméﬂ RIB" (x, (k) - x, (k)"

oldugu gortiliir.

Bu yiizden her bir g € N i¢in t, € N vardir yleki her n,,n, >t, i¢in
d M (Xna\N—q’ an‘N*q) 2 gM - 5 2 80
olur.

Boylece, o, < 0, <...olmak lizere (O'q )::1 pozitif say1 dizisi vardir dyleki her g e N
igin

aM (quN_q,O) =2

k=g+1

s

R'B"(x,, (k)

olur. Lemma2.3.3 den g, € N ved (0,1) vardir dyleki her u e r* ( P, Bm) ve >0,

igin

4" [UN—Q ,ojs (1—‘9)dM (U‘N_q,O)

2 2

olur. 6, Lemma?2.3.2 e karsilik gelen bir reel say1,

&,

08
42

ve L=r" olsun. Yani d" (u,0)<r"ve d"(v,0)<&, olmak iizere
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0 ¢
d" 0)<d" (u,0)+—.=
(u+v,0)<d™(u, )+4 5

olsun. x € B(0,r) oldugundan d" (x,0)<r"olur. q=q, olsun 8yleki
d" (X‘N_q,O) <8,

saglansi. U = X g V& V= Xy yazalim. Bu durumda
q

X ©
dM E’o —gV ﬂ,o —
[2 j ( 2 k:zq:+1

veE

Px
<M

RIB" (x,, (k)

0

Pk

m(V M . m
d (E,OJ—d (x‘qu,o)_k:%+l RIB"x (k)™ <6,
olsun. Buradan
Py
dM(U+V Oj: i R"B (ng(k)-f-X(k))
’ k=g+1 2 ‘
. gpm qpm Pk
<3 R'B"x,, (k)+R*B"x(k)
k=g+1 2 ‘
sd%io}gﬁ
2 4 2
s(l;e)d“"(u,o)+ %
1—0) ® Pk 0 ¢
" M0)=(— RB"x (k)" +Z.%
( 2 2 k:zq:+l X"q() +4 2

olur. Son ifadeden ve f (t)=|t|* fonksiyonunun konveksliginden k € N olmak

lizere baz1 6 >0 igin

Pk

=
(=4

X + X » |[RIB™(x_ (k)+x(k
dM[ Uq,o]:Z (Uq( ) ( ))
: |
R'B"x, (k)+R*B"x(K)|"
: |

=3

F
f=}
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Py

IRB"x,, (K)+RB"x(K)

Pk m m
p IRB"x,, (K)+RB"x(K)
k:O‘ 2

+ 3
| 2 |

k=g+1

p Py

1 & anm
SEEO\RQB x (k)
(1-0) ¢

5 2

k=g+1

+_
2 k=0

RB"x,, (k)

n 0 ¢
+—.=2

+
4 2

R'B"x, (k)

P Pk

L3 1Ragm LS |gagm
szgo\RBx(k) +2 XR'B"x,, (k)

elde edilir. Buradan d" (X+2X”°' , )S (rM —%.%ﬂ)ﬁ bulunur. Béylece

u [ XX,
d 3 L0|<r-6

elde edilir. Boylece r* ( P, Bm) dizi uzaymnn () ozelligine sahip oldugu goriiliir.



BOLUM 3. r?(p,B"),r’(p,B") VE 17 (p,B") DIZI UZAYLARI

Bu bolimde ikinci bolimde tanimlanan

doniigimi yardimiyla r? ( p,B" ) I ( p, Bm) ve r! ( P, Bm) dizi uzaylar1 tanimlanip,

bu dizi uzaylariin bazi topolojik 6zellikleri incelenecektir.

3.1. r;‘(p,Bm),rcq(p,Bm) ve roq(p,B”‘) Dizi Uzaylar1

rj(p,B"‘):{x=(xj)eW:yk(q)elw(p)},
rcq(p,B”):{x:(xj)eW:yk(q)ec(p)},

roq(paBm):{XZ(Xi)EW:yk(q)eco(p)}'

Burada m =1 olmasi durumunda yukaridaki dizi uzaylar sirasiyla

1 k-1 ]
roj(p,B):{x:(xj)eW:Q— (qu+qj+ls)xj+qerk elw(p)},

MR |

1 [ k-1 7
r’(p,B)= X=(Xj)eW:Q— (a;r+a5.,8)x; +arx [ec(p)f,

k [ i=0 _

1 [ k-1 ]
r?(p,B)= X=(Xj)eW:Q— (a;r+05,.8)X; +qrx, | €c,(p)

« L 750 |

dizi uzaylarma doniisiir.
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Bu bolimde r.* ( P, Bm) , e ( P, Bm) ve r° ( P, Bm) dizi uzaylarinin topolojik

oOzellikleri arastirilacaktir.

3.2. r?(p.B"),r?(p.B") ve ;' (p,B") Dizi Uzaylarmn Ozellikleri

Teorem3.2.1. r! ( p,B" ) I ( p,B" ) ve I ( P, Bm) uzaylari g, paranormu ile tam

lineer metrik uzaylardir. Burada

1 k-1 k m o rmq
- rm |+]S| J X k X
Q ,E,{E-(i_,-) b ‘} Q "

dir. g, .inf p, >0 olmak iizere r(p,B")=r(B") ve r?(p,B")=r?(B") dir ve

Pk
M

gg(X) =sup

keN

rs(p,B™) ve rd(p,B™) uzaylarti i¢in bir paranormdur.

Ispat: rf ( P, Bm) uzayl i¢in ispat yapilacaktir. I ( P, Bm) uzayinin skaler ile
carpmaya ve koordinat toplamina gore lineerligi, her u,ver ( p, Bm) i¢in saglanan

asagidaki esitsizliklerden elde edilir.

Q%{JZO{%(I Ter_iJeri_jqi (uj +VJ)}+ rQ?k (U +V, )}

k-1 Kk m o m 7
< sup 1 Z(_ _]rm'“s"qiuj}+ rqu U,
Zli

ke |Qy | 0| =1 3

LY
M

sup
keN

keN Qk =0 i=] K

k-1 Kk m o m ™
+supL Z(_ _]rm'“s"qivj}r r Y v,
| Q
ve her ¢ eR igin
M
o'}

dir. Her uer(p,B") igin g5(0)=0 ve gg(-X)=0,(X) dir. Bu iki esitsizlikten

|0{k|pk < maX{l,

Je nin alt toplamsallig1 ve

o]} (u)

gs (au) < max {1,

elde edilir. g, (X“ - X) — 0 olacak sekilde r; ( P, Bm) uzaymin elemanlarinin bir
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dizisi {X"} ve 4, — A olacak sekilde (4,) skalerler dizisi olsun. Bu durumda
0s (X") < 95 (X) + 95 (X" —X)

esitsizliginden ¢, nin alt toplamsallig1 elde edilir. {gB (X”)} sinirlidir ve N — o

iken

s
M

k-1 K o .
QLk|:j_0 |:IZI(I m . rm*uls"qu (ﬂan? —ixj)}Jeri(}tnx: —ﬂ,)(k )i|

k

P

1 k1 [ m L r"q !
<|A, — Alsup|— . rmHsH g X! |+ —%x]
| |klele le:j_o_i_j(|_J q Jj| Q, k:|
1 & m\ g i
2’ P m—i+]al—] ) n_ ) k n_
+| |Sku§ Q {,Z_;‘{Ej(i—jjr s"Ig (] XJ)}r 3 (x; xk)}

<|4, —/1|gB(x”)+|/1|gB(x” —x)

olur.Son ifade sifira gider. Skaler ile ¢arpimin siirekliligi gosterilmis olur. Ayrica
gg nin I} ( P, Bm) uzay1 i¢in bir paranorm oldugu gorliir.

Iy ( P, Bm) uzaymin tamhigmni ispatliyalim. {Xi} dizisi 1) ( P, Bm) uzaymda bir
Cauchy dizisi olsun (burada X' = {XL} = {X(i), X[, X;,...} er, ( P, Bm) dir). Bu durumda

verilen £ >0 igin n, (&) sayist vardir dyleki her i, j > n, (&) i¢in

g (X' —x')<e

olur. Eger 9B nin tanimini kullanirsak segilen her bir k € N i¢in asagidaki sonucu
elde ederiz. i, j > n, (&) i¢in

Pk

‘(RquXi)k _(RquXj)k‘ < sup (RquXi)k _(RQBij)k C<e

keN

dir. Buradan seg¢ilen her bir k e N i¢in
{(RB™) ,(R'B"X') ,(RTB"X’) .}

dizisi elemanlar reel sayilar olan bir Cauchy dizisi olur. R tam oldugundan bu dizi
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yakinsar ve i — o iken (RquXi )k — (RquX)k yazilabilir. Sonsuz ¢okluktaki bu

limitlerden
{(RqB”‘x)o (R%B") .(R'B"X), }

dizisi tanimlanir. Esitsizlikte j — oo iken secilen her k e N ve i >n, (g) i¢in
(ReB™'), —(R*B"X),|<<
k kKI™ 2

dir. x'={x"}er7(p,B") oldugundan herk € N igin

Pk

‘(RC‘B"‘X‘) N

k

&
< —_
2
olur. Buradan her i > n,(¢) i¢in

Pk Pk Pk

" S‘(RqB”‘x)k ~(RB"X'),

! +‘(Rquxi )k

M

‘(Rqux)k <&

elde edilir. Bu da R'B™xin Co(p) uzayina ait oldugunu gosterir. {Xi} keyfi bir
Cauchy dizisi oldugundan r; ( P, Bm) tamdir.

Teorem3.2.2. rq; #sq;,, olsun. Bu durumda r, ( P, Bm), re ( P, Bm)ve r, ( P, Bm)

dizi uzaylari sirasiyla |, (p) , c(p)ve c¢,(p) uzaylarna lineer izomorfiktir. Burada

0<p, <H <o dir.

Ispat: r’ ( P, Bm) uzayin ele alalim. Teoremi ispatlamak igin r? ( P, Bm) ve 1_(p)

uzaylar1 arasinda lineer, birebir ve orten bir tasvir oldugunu gostermeliyiz.

_LM M) niekik ﬂ

ifadesi I’ ( p,B" )uzaylndan |.(p) uzayma bir T doniisimii X > y =Tx olarak

tanimlansin. T lineer bir donlisimdiir ve {stelik Tx=6 oldugunda x=46
oldugundan T birebirdir. y=(y,)el, (p) olsun ve x=(x,) dizisi her k e N

igin

~t] ns1 L k—i—1
Xk:kz|:z(_l)k %[m-’_ | ]éQnyn:|+&yk

i=n r k—i ra,
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olacak sekilde tanimlansin. Bu durumda

1 k1| k m L rmq W
— r"sHlgx, [+ —2x
Q JZO{ZL—J] % '} Q

Pk

M

Jg(X) =sup

keN

=Ssup
keN

k
D54V,
i=0

=suply,[* =g, (y) <o
keN

dir. Burada

dir. Boylece xer! ( P, Bm) bulunur. Sonug olarak T oOrtendir ve paranormu korur.

Boylece T lineer, birebir ve ortendir. r! ( p,Bm) ve | (p) uzaylarmn lineer

izomorfik oldugu gosterilmis olur.

Teorem3.2.3. R, (p).R,(p).R,(p).R,(p).Rs(p) ve R (p) uzaylart su sekilde

tanimlansin:

K™ <o ve (ﬁK’ij € Co}’
r.d,

K < ove {(v(k,q);:;laian} c Iw},

<OO],

(V(k,q) Zn:aiij

i=k+1

R (7)-f)fa=(a)ew: ¥

(V(k q Zaj

i=k+1

n— n—-k-1 n—k -1
R,(p)=U {a_(ak)ew : SUPZK;[(_I) k[r:—qu 1 rnsk+1 ]Qka +anqn }ka

NeF n
<oo}

-k Sn—k—l sn k Q a
-1 n*n
Zk;{( ) [rn|<qk+1 + g, JQka - [ }

veE
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R,(p)= U{a=(ak)ew 53

(V(k,q) Zn:ai]Qk

i=k+1

K"kl<oo}.

Burada

n—-k-1

a k[ S gk
V(k,Q): . +(_1) ( n-k + n—k+1 j
r P

r'qk qk+1 r

dir. Bu durumda

(r:(p.8")f =R (p) {r2(n.B")" =Ru(p) {r(p.B")f =R,(p).

{rd(p,BM)}* = Ry(p) NRs(p) {rd(p,B™)}’ =Re(p)Ncs {rd(p,B")}” = Re(p) NB™s,

{roq ( p,Bm)}a =R,(p) {roq (p. B”‘)}ﬁ = {roq (p. B”‘)}7 ~R,(p)

dir.

Ispat: rj(p,Bm) uzayl igin ispat verecegiz. a=(a,)ew olsun. Bu durumda

k,neN igin

ket
Vi = é[Z(qj.H Qje1.S)Xj + qk.r.xk]

j=0

n-1 n—k Sn—k—l Sn—k
anxn = (_l) [ n-k + n—k+]q a Qkyk + nrQ yn

qk+1 k “~n
n

= DUy Yy =

k=0

dir. Burada U = (u,, ) su sekilde tanimlanmstir:



(1) (s + 2., . (0<k<n-1)
Uy = % , (k = n)
0 , (k>n)
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Boylece x =(x,)er! ( P, Bm) olmak iizere ax =(a,X,) €, olmasi igin gerek ve yeter

sart Y =(y,)el,(p) olmak iizere Uy €|, olmasidir. Lemma2.1.1 den istenen yani

[rq ( P, Bm)]a =R (p) elde edilir.

Asagidaki denklemi géz Oniine alalim;

n n-1 n
S a - 2<v<k,q> )3 ai)Qkyk - aQu
k=0

k=0 i=k+1

= (Vy),,(n € N);

burada V = (v, ) her k,neN ig¢in

(V(k,q)zn:ai]Qk . (0<k<n-1)

i=k+1

a,Q
r.Oy

0 , (k>n)

—~~
=~
|

Vnk =

seklindedir. Bdylece X = (X, )er! ( P, Bm) olmak iizere ax =(a,X,)ecs olmasi i¢in

gerek ve yeter sart y=(y,)el (p) olmak iizere Vy ec olmasidir. Bu yiizden

Lemma2.1.3 ten

Z K < oo

k

(V(k: q) Z ai)Qk

i=k+1

Ve
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Qg L
I}ljlog r.qk Kpe =0

oldugundan [rq ( p,B" )]ﬁ =R, (p) dir.

Diger taraftan, X = (X)) € r(p,B™) olmak iizere ax = (a,%) € bs olmast i¢in gerek
ve yeter sart y=(y,)el, (p) olmak iizere Vyel, olmasidir. Lemma2.1.2 den

[ri(p,B™)]” = R3(P) bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.
ro(P.B™) ve rd(p,BM) uzaylarinin bazlarini verelim.

Teorem3.2.4. Her ke N ve 0< p, <H <o igin g (t)= (Rqux)k olsun. Segilen

her keN icin Fo(P.B™) uzayinmn elemanlarindan olusan b(k)(q):{b(k)(q)} .

dizisini
g 1 n—k Sn—k—l Sn—k 0 < < k 1
-1) (r”*an * r”*”qk)Qk , X0=n<k-1)
k) _
@ =9 & L k=n)
0 , (n>k-1)
.

seklinde tanimlayalim. Bu durumda

(a) {b(k)(q)} _ dizisi ro(.B™) uzayi icin bir bazdir ve herhangi bir
X € rg(P,B™) nin x =3 4 (q)b% (q)
k

seklinde tek tiirlii bir gosterilisi vardir.

(b) {e,b(k)(q)} kiimesi rcq(p,Bm) uzayl igin bir bazdir ve herhangi bir

X € I’g(p,Bm) in X=|€+Z‘luk (q)—l‘b(k)(q)
K



36

seklindeki gosterilisi tek tiirlii belirlidir. Burada | = lim Rqux)k dir.

k—o0

Ispat: 0<p, <H <o i¢in R'B"™ (q)=e" ec,(p), (keNigin) oldugundan
{b(k) (q)} cr ( p, Bm) dir. Burada €% k inci terimi 1 diger terimleri sifir olan bir

dizidir.
q m . . . .
X € 1y(p,B™) verilmis olsun. Negatif olmayan her m icin

K= 5 1 (0)b" (0)

yazabiliriz. Sonra,

m m
RIB"x[M = 3 1 (@)RIB™b®(q) = D (RIB™),e®
k=0 k=0

veE

0 ., (0<i<m)

(R"(x=x)), = {(R“Bmx)

olur. £ >0 verilsin. Bu durumda m, tamsayis1 vardir dyleki her m > m, i¢in

’ (i>m) ;(i,m EN)

Pk
sup|(RIB™X), [ < £

i>m

\S)

dir. Buradan her m > m, i¢in

Pk P
gs(x —x[M) = sup|(RIB™x), | ™ < sup|(RIB™X); | ™ < £ <¢

i>m i>m 2

olur. Buda xer ( P, Bm) oldugu ispatlanmis olur.

Gosterimin tekligini gostermek i¢in kabul edelim ki

x=22(a)b" (a)
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seklinde gosterilsin. T, roq(p,Bm) uzayindan Co(p) uzayma lineer doniisiim

oldugundan siireklidir ve

(R'B™X), = X A(@4RIB™DO (@)} = X A(@)el’ = 2n(@); n € N
k k

olur. Bu ise her neN i¢in (RquX)n = 14,(q) ile celigir. Buradan X € ro(0.B™) in

gosteriminin tek tiirlii oldugu gosterilmis olur. Teoremin (a) kismi ispatlanmis olur.

(b) {b(k) (q)} cr ( P, Bm) ve eeC oldugundan {e, p*) (q)} cr! ( P, Bm) kapsama
bagintist dogrudur. X er! ( p, Bm) olsun. O zaman Teorem3.2.4 (b) yi saglayan | tek

tiirlii belirlidir. u = x —le segilmis olmak tizere U € I ( p, Bm) dir. X in gosteriminin

Teorem3.2.4 (a) da verilen temsil teoreminin yardimiyla tek tiirli belirli oldugu

gosterilmis olur. Bu da teoremin (b) kismini ispatlar.

Simdi de r? ( p,B" ), re ( P, Bm) ve I ( P, Bm) uzaylarindan |_vec uzaylarina matris

doniisiimlerini karakterize edelim. Bu teoremler [15] teki Teorem4.4 ve Teorem4.5

gibi ispatlanabilir.

Teorem3.2.5.
(i) Ae (rof ( P, Bm) : IOO) olmasi igin gerek ve yeter sart

lim 2. QM ™ = 0,(vn,M e N) (3.2.1)

k—o0 qk

veE

sup Z
k

QM ™ <oo,(¥M eN) (32.2)

V(k,q) Zn:ani

neN i=k+1

olmasidir.

(i) Ae (rcq ( P, Bm) : Iw) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.2.1),

M™ =0,(3M eN) (3.2.3)

sup Z
k

neN

[v(k,q) iaquk

i=k+1

\%
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<o (3.2.4)

neN

sup Z
k

(v(k,q) iaijk

i=k+1

olmasidir.

(i) Ae (roq ( P, Bm) : Iw) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.2.1) ve (3.2.3) iin

saglanmasidir.

Teorem3.2.6. (i) Ae (r(j ( P, Bm) : C) olmast i¢in gerek ve yeter sart (3.2.1) ,

supZ(V(k,q) Zaquk M™ <o,(VM eN) (3.2.5)

neN g i=k+1

ve

3( e, ) = R such that lim{z (V(k,q) Zaijk —a M } =0, (3.2.6)
el i=kt1

(YM eN) olmasidir.

(i) Ae (rcq ( P, Bm) : c) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.2.1),(3.2.3),

Ja € R such that lim

n—owo

=0, (3.2.7)

(V(k,q) Zn:ani)Qk ~a

i=k+1

3(er,) R such that lim (V(k,q) iaquk |- 0,(vkeN) (3.2.8)
B o

3(a) <R such that supLy’ (V(k,q) Zn:aijk —a|M* <o, (3.2.9)
(VL,3M eN) k - olmastdr.

(iii) Ae (roq ( P, Bm) : C) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.2.1),(3.2.3),(3.2.8)

ve (3.2.9) un saglanmasidir.



BOLUM 4. SONUCLAR VE ONERILER

Ikinci boliimde Riesz matrisi yardimiyla tamimlanan r¢ ( P, Bm) fark dizi uzayi

tanimlandi. Tanimlanan bu dizi uzaymin tam paranormlu lineer metrik uzay oldugu
ve I(p) uzay1 ile lineer izomorfik oldugu gosterildi. r* ( P, Bm) dizi uzaymin

Schauder bazi ve &, £ dualleri bulundu. Ayrica (/) geometrik 6zelligi incelendi.

Ucgiincii béliimde r? ( p,B" ) A ( P, Bm) ve ( P, Bm) dizi uzaylar1 tamimlandi.

Tanimlanan bu dizi uzaylarinin tam paranormlu lineer metrik uzay oldugu ve
srrastyla 1 (p) , c(p)ve ¢,(p) uzaylarina lineer izomorfik oldugu gdsterildi.

r ( p,B" ) o ( P, Bm) ve I ( P, Bm) dizi uzaylarmin «,f,y dualleri bulundu.

ry ( P, Bm) ve ( P, Bm) uzaylarmin Schauder bazlar verildi.

Ikinci ve iigiincii boliimlerde B™ = (b:,l) fark matrisi yardimiyla tanimlanan Riesz
dizi uzaylarinin baz1 geometrik ve topolojik 6zellikleri incelenerek daha once elde
edilmis sonuglar genellestirilmistir. Boylece B"™ = (br:‘;) matrisinin indirgenmesi ile

olusan ve daha Once ¢alisilmis Riesz dizi uzaylarinin daha iyi anlasilmasina katkida

bulunulmustur.

Bundan sonraki arastirmalarda; tamimlanan r¢ ( p,B" ) , r? ( p,B" ) , rd ( P, Bm) ve

c

Iy ( p, Bm) dizi uzaylarimin diger 6zellikleri ¢alisilabilecek problemlerdir.
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SOME TOPOLOGICAL AND GEOMETRIC PROPERTIES OF
GENERALIZED RIESZ DIFFERENCE SEQUENCE SPACES

Mustafa KAYIKCI

SUMMARY

Key Words: Riesz sequence space, «,f Duals, (f) Property, Matrix
transformations.

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, some fundamental
definitions and theorems will be used in the later chapters were given.

In the second chapter rq(p, Bm) sequence space defined by Riesz matrix and B™

was introduced. It was shown that this sequence space was total paranormed linear
metric space and linear isomorphic to I(p). Schauder base and «,f duals of

rq(p, Bm) sequence space were defined. Besides, (/) geometric property of this
sequence space was examined.

In the third chapter rf(p,B"),r'(p,B") and ri(p,B") sequence spaces were

defined. It was shown that these sequence spaces were total paranormed linear metric
space and linear isomorphic to I (p) , c(p) and c,(p), respectively. «, 3,y duals

of r!(p,B"),r?(p,B") and r(p,B") sequence spaces were investigated. Also

Schauder bases of r(p,B") and ;' (p, B™)sequence spaces were given.



GENELLESTIRILMIiS RIESZ FARK DiZi UZAYLARININ BAZI
TOPOLOJIK VE GEOMETRIK OZELLIKLERI

Mustafa KAYIKCI

OZET

Anahtar kelimeler: Riesz dizi uzayi, «, f Duali, ( p ) Ozelligi, Matris doniisiimleri.

Uc boliim olarak hazirlanan bu tezin birinci bdliimiinde daha sonraki boliimlerde
kullanilacak olan bazi temel tanim ve teoremler verildi.

Ikinci boliimde Riesz ve B™ matrisi yardimiyla tanimlanan r® ( p,Bm) dizi uzay1

tanimlandi. Tanimlanan bu dizi uzaymin tam paranormlu lineer metrik uzay oldugu
ve I(p) uzay: ile lineer izomorfik oldugu gosterildi. r* ( P, Bm) dizi uzayinin

Schauder baz1 ve a,f dualleri bulundu. Ayrica (S ) geometrik 6zelligi incelendi.

Uciincii boliimde rof(p,Bm),rcq(p,Bm) ve roq(p,Bm) dizi uzaylar1 tanimlandi.
Tanimlanan bu dizi uzaylarinin tam paranormlu lineer metrik uzay oldugu ve
sirastyla 1 (p) , c(p)ve ¢,(p) uzaylarina lineer izomorfik oldugu gosterildi.

r?(p.B"),r7(p.B") ve r}(p.B") dizi uzaylarmn a,f,y dualleri bulundu,

r, ( P, Bm) ve I ( P, Bm) uzaylarmin Schauder bazlari verildi.
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