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Resumen

Consideramos en el espacio de parejas de tensores tensién y deformacién la relacion
de equivalencia que se corresponde con cambios de base ortonormales. Identificandolas
con parejas de matrices cuadradas, podemos utilizar la técnica de las deformaciones
miniversales para averiguar, dada una pareja de tensores cualquiera, cudles son las
parejas de tensores que se pueden obtener al perturbar ligeramente la dada, puesto
que las clases de equivalencia se pueden identificar con las érbitas que resultan al actuar
un grupo de Lie sobre la variedad diferenciable de las parejas de matrices simétricas y
son, por lo tanto, variedades diferenciables. Presentamos también las dimensiones que
son posibles para dichas érbitas.

Introduccién

El objetivo del presente trabajo es obtener deformaciones miniversales de parejas de

tensores tensién y deformacién (de segundo orden).

Los tensores tensién y deformacion se utilizan, tanto en fisica como en ingenieria, para

estudiar ciertas propiedades mecédnicas de los materiales. Se pueden representar por medio

de

matrices simétricas y, a su vez, estan relacionados por la llamada ecuacion constitutiva

del material.

Las deformaciones miniversales han sido ampliamente estudiadas en los tltimos anos,

puesto que dan solucién al problema de encontrar una forma candnica local sencilla a la cual
se puede reducir una familia arbitraria que depende diferenciablemente de los parametros,
a la que se puede reducir la familia original a través de una aplicacién que también depende
diferenciablemente de los pardmetros. Ademas, de ellas se pueden deducir las dimensiones

de

cada clase de equivalencia.
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El trabajo esta dividido en las siguientes secciones.

En la seccion 2, se recuerda brevemente la definiciéon de los tensores tensién y defor-
macién y su representaciéon mediante matrices cuadradas simétricas.

En la seccion 3, se considera la subvariedad diferenciable formada por las parejas de
matrices simétricas de orden tres y las relaciones de equivalencia que consisten en identifi-
car aquellas parejas de matrices que se obtienen al efectuar un mismo cambio de base en las
dos matrices, bien sea aceptando solamente bases ortonormales, o bien bases cualesquiera.
En ambos casos se observa que estas relaciones de equivalencia pueden interpretarse como
las inducidas por las acciones de ciertos grupos de Lie sobre la subvariedad formada por
las parejas de matrices simétricas, por lo que las clases de equivalencia son subvariedades
diferenciables. Se puede entonces realizar un estudio geométrico-diferencial, obteniendo la
descripcién de las parejas de matrices que constituyen los espacios normales a las érbitas
en un punto dado del espacio y se pone de manifiesto la relacién existente entre los espacios
normales obtenidos al considerar las dos acciones.

La seccién 4 estd dedicada a la obtencion de deformaciones miniversales o formas
canonicas diferenciables para parejas de matrices simétricas que representan los tensores
tension y deformacion. La identificacion del concepto de versalidad con el de transversali-
dad (y el de miniversalidad con el de minitransversalidad) permite utilizar los resultados
hallados en el apartado anterior (concretamente, la descripcién del espacio normal) para
obtener una deformacién miniversal de una pareja de matrices simétricas asociadas a una
pareja de tensores tensién-deformacién dada. Asi, se dan estas deformaciones miniversales
explicitamente y, como consecuencia, se pueden obtener las dimensiones de las distintas
orbitas o clases de equivalencia. Las deformaciones miniversales pueden aplicarse al estudio
de las perturbaciones locales.

2. Tensor tensién y tensor deformacion

En mecénica de medios continuos, el estado de tensidon-deformacion viene caracterizado
por dos campos tensoriales simétricos, llamados respectivamente tensor tension y tensor
deformacidn: el primero de los cuales describe la distribucién de esfuerzos y el segundo
caracteriza el cambio de forma y volumen del cuerpo. A su vez, estdn relacionados por
la llamada ecuacién constitutiva del material. Por consiguiente, si examinamos un pun-
to cualquiera del sélido y consideramos un sistema de referencia ortonormal con origen
en dicho punto, el estado de tensién-deformacion viene caracterizado por una pareja de
matrices simétricas, asociadas respectivamente al tensor tensién y al tensor deformacién:

Or Txy Tzxz
Toyz= | Tyz Oy Ty
Tzx Tzy Oz

donde o; representan tensiones normales o perpendiculares al plano, que podran ser de
traccién (o; > 0) o de compresién (o; < 0), y 7;; tensiones de cizalla o tangenciales.
Asimismo,

Ex Exy Exz
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donde ¢; representan alargamientos (; > 0) o acortamientos (g; < 0) en la direccién i y
€;5 variaciones del angulo formado por los ejes i y j.

Puesto que estas dos matrices son simétricas, diagonalizan en una base ortonormal
de vectores propios que se denominan direcciones principales de tensién y deformacién
respectivamente. A los valores propios se les llama tensiones y deformaciones principales
(resultando en este caso nulas las tensiones tangenciales y las distorsiones angulares).

3. Estudio geométrico

Como se ha visto en el apartado anterior, los tensores tensién y deformacion que corres-
ponden al estado de tensién-deformacién en un punto de un sdlido pueden representarse
por una pareja de matrices simétricas.

La descomposicién del espacio en suma directa de los espacios tangente y normal,
objetos de estudio de este apartado, permite la obtencién de deformaciones miniversales.
Para calcularlos utilizaremos las técnicas usuales de geometria diferencial.

Consideremos la variedad diferenciable M = M3(R) x M3(R) y la subvariedad X =
Syms(R) x Syms(R) (de dimensiones 18 y 12, respectivamente).

Una pareja formada por los tensores tensién y deformacién se puede representar, en
las distintas bases ortonormales de R3, por parejas de matrices simétricas, que forman una
clase de equivalencia respecto a la siguiente relacién de equivalencia definida en X:

(A,B) ~ (A, B') si y s6lo si existe S € O3(R) tal que A’ = S'AS, B’ = S'BS

Las clases de equivalencia por esta relacién coinciden con las orbitas por la accion del
grupo de Lie O3(R) que actiia sobre X, a través de

[0 Og(R) XX — X
(S,(A,B)) — (S'AS, S!BS)

Se verifican las condiciones del Lema de la érbita cerrada, lo que nos permite afirmar
que es una subvariedad diferenciable localmente cerrada de X y su frontera es reunién de
orbitas de dimensién inferior. En particular, las 6rbitas de dimensién minima son cerradas.
Proposicién 1. El espacio tangente a la drbita (respecto de la accion «) de una pareja

(A,B) € X en (A, B) es:
T(4,5)Oa(A, B) = {(AS — SA,BS — SB) | S € Ant3(R)} C X

donde Ant3(R) = T1O3(R) representa el conjunto de las matrices antisimétricas de orden
8 con coeficientes reales.

Demostracion. El espacio tangente a la 6rbita (A, B) consiste en las parejas de matrices
(AS —SA,BS — SB), con S € Ant3(R) puesto que

(I 4eS)A(I+eS),(I+eS)'B(I+¢eS)) = (A, B)+¢e(AS+ S'A,BS + S'B) + O(e?)
= (A,B) +¢(AS - SA,BS — SB) +0(¢?) O
Observemos que no es facil, a pesar de esta descripcién, determinar explicitamente el

espacio tangente. Es mas facil determinar el espacio normal con respecto a un producto
escalar euclideo cualquiera. Concretamente, utilizaremos el producto escalar en M:

< (A,B),(X,Y) >= tr(AX") + tr(BY")
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Al contrario de lo que ocurria con los espacios tangentes a las érbitas, sus ortogonales
no estan incluidos en X. De ellos se puede obtener la siguiente caracterizacion.
Proposicion 2. Considerando el producto escalar euclideo en M definido anteriormente,
el espacio normal a la drbita de una pareja de matrices (A, B) € X, con respecto a la
accion «, es:

Tap)OalA,B)f NX ={(X,Y) € X|AX - XA+ BY —YB =0}

Demostracién. Por definicién de complementario ortogonal, (X,Y) € M pertenece a
T(4,8)OalA, B)* siy sélo si

< (AS—-SA,BS—SB),(X,Y) >=0 para toda S € Ant3(R)
Equivalentemente, si
tr ((AS — SA)X") +tr (BS — SB)Y") =tr (X'A - AX' +Y'B - BY")S) =0
para toda S € Ant3(R). Es decir, si y sélo si
tr(X'A—-AX"+Y'B-BY")S)=0 i=1,2,3

siendo

0 10
Si=| -100 |, S=
0 00

Puede comprobarse directamente, realizando el cédlculo correspondiente, que esta tltima
condicién, para una pareja de matrices (X,Y) € X es equivalente a

AX - XA+BY -YB=0

de donde se deduce el resultado. [J
Consideremos ahora la siguiente accién del grupo de Lie Gl3(R) sobre M:

B:GI3(R) x M — M
(S,(A,B)) — (S'AS,S-'BS)

Asi como las érbitas de una pareja de matrices de (A, B) € X que representan los
tensores tensién y deformacion por la accién « estdn formadas por las parejas de matrices
(StAS,S'BS), S € O3(R), que representan dichos tensores en las distintas bases ortonor-
males de R3, si no nos restringimos a bases ortonormales, podemos considerar las clases
de equivalencia por la relacién:

(A, B) ~5 (A", B) si y sdlo si existe S € Gl3(R) tal que A’ = S™1AS, B’ = S™'BS

que coinciden con las drbitas por la accién 8. También en este caso se verifican las hipdtesis
del Lema de la Orbita cerrada y las clases de equivalencia son subvariedades diferenciables.
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Veamos, para finalizar este apartado, la relacién que existe entre los espacios normales
obtenidos para una pareja de matrices (A, B) € X con respecto a las acciones a 'y f3.
Proposicion 3. Considerando el producto escalar definido en M, la relacion entre el
espacio normal a la orbita de una pareja de matrices (A, B) € X, con respecto a la accion
a y el espacio normal a la orbita con respecto a la accion 3 es:

Tiap)OalA,B)X N X =T 4 p)Os(A,B)- N X

Demostracion. El espacio tangente a la drbita (respecto de la accién ) de una pareja
(A,B) en (A, B) es:

TiaOp(A, B) = {(AS — SA, BS — SB)| § € Ms(R)}
Entonces (X,Y’) € M pertenece a T(4 5yOp(4, B)* si y sélo si
< (AS —SA,BS — SB),(X,Y) >= 0 para toda S € M3(R)
Equivalentemente, si
tr ((AS — SA)X") +tr ((BS — SB)Y") =tr (X'"A— AX' +Y'B - BY")S) =0
para toda S € M3(R). Es decir, si X,Y satisfacen la ecuacién
AX' - X'A+BY'-Y'B=0

Teniendo en cuenta la descripcién de T4 p)Oa(4, B)t N X dada en la Proposicién 2, se
deduce la igualdad del enunciado. O

4. Deformaciones miniversales de parejas de tensores

Las deformaciones versales dan solucién al problema de encontrar una forma candnica
sencilla para una familia arbitraria de matrices, que depende diferenciablemente de los
parametros. Recordemos que, dada una familia diferenciable de parejas de matrices, la
familia de las formas reducidas de Jordan no tiene por qué ser una familia diferenciable.

Las definiciones y resultados bésicos sobre deformaciones y versalidad se pueden encon-
trar en [1] y [4]. Aqui los recordamos brevemente, adaptandolos a nuestro caso particular.
Definicién. Una deformacion de (A, B) € X es una aplicacién diferenciable ¢ : U — X,
con U un entorno abierto del origen de R?, tal que ¢(0) = (4, B).

Una deformaciéon ¢ : U — X de (A, B) se llama wversal en 0 si para toda otra
deformacién de (A, B), ¢ : V — X, existe un abierto V! C V con 0 € V', una aplicacién
diferenciable v : V/ — U con v(0) = 0 y una deformacién de la identidad I € Gi3(R),
0: V' — GI3(R), tal que (u) = a(8(u), p(v(1))) para todo p € V.

Una deformacién versal con el minimo niimero de parametros d se llama deformacion
miniversal.

En nuestro caso, tenemos la siguiente descripcién de deformacién miniversal de una
pareja de X, consecuencia de la descripcién del espacio normal dada en la Proposicién 2.
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Teorema 1. Sea {V1,...,Vy} una base del espacio vectorial formado con las soluciones del
sistema AX — X A+BY =Y B = 0. La aplicacion o(n1,...,nq) — (A, B)+mVi+---+n4Vy
es una deformacion miniversal de la pareja (A, B).
Demostracion. El enunciado es vélido en general como consecuencia del lema en [1], seccién
2.3, y su generalizacién en [4], p. 66: una aplicacién ¢ : R? — X es versal en un punto
x € R? siy sélo si o es transversal a la 6rbita de ¢(x) en . g

Este resultado permite calcular explicitamente una deformacién miniversal de cualquier
pareja de matrices (A, B) € X. Observemos que podemos elegir un representante en cada
una de las clases de equivalencia con la primera matriz de la pareja en forma diagonal.
Para estos representantes, se obtienen las siguientes deformaciones miniversales.

Si la pareja de matrices es de la forma (AI, /), una deformacién miniversal es:

o(u1, ug, ug, ug, us, Ue, Uz, Ug, U, U10, U11, U12) =

A+ up Ug U3 W+ uy Uus Ug
uy  Atug us ; ug  ptulg Ul
u3 us A+ ug Uy U1 i+ ugo

Si la pareja de matrices pertenece a la misma clase de equivalencia que una pareja de
la forma (A1, diag(u1, 1, 2)), con uy # pa, una deformacién miniversal es:
@(Ul, u2,u3, U4, Us, Ug, U7, Ug, U9, ulﬂ) -

A+ uy U ug 1+ uy ug 0
U Aug  us ; ug p1 + ug 0
us us A+ Ue 0 0 125 + U190

Si la pareja de matrices pertenece a la misma clase de equivalencia que una pareja de
la forma (diag(A1, A1, A2), ul), con A # A2, una deformacién miniversal es:
p(u1, uz, uz, ug, us, Ug, U, Us, Uy, U1p) =

A+ Us 0 ptus U uz
Uz A1+ us 0 ; ug  ptug Uy
0 0 Ao + uy Uy Ug um—+ uip

Si la pareja de matrices pertenece a la misma clase de equivalencia que una pareja de
la forma (diag(A1, A1, A2), S~ diag(pu1, p1, p2)S), con Ay # Ao y 1 # e, una deformacion
miniversal es:

(1, uz, uz, ug, Us, U, U7, Ug, Ug, U10) =
Al—Aa

A1+ U U9 us w1+ uy us Ij\Q_I}fl u3
Uz A1+ uy us ;S ug p1 g o=rRus S
u u Ao+ u A1 Ao A1 =22
3 b 2T e o= U3 pg—py U5 H2 T U0

Sila pareja de matrices pertenece a la misma clase de equivalencia que (diag(\1, A2, A3), ul),
con A1, Ao, A3 distintos, una deformacién miniversal es:

o(ur, ug, ug, ug, us, Ug, Uz, ug, Uy) =

A1+ uy 0 0 W+ Uy Us Ug
0 A2 + ug 0 , Uus u—+ uy us
0 0 A3 + us Ug us o+ ug

Si la pareja de matrices pertenece a la misma clase de equivalencia que
(A, diag(p1, p2, 113)), con uy, po, ps distintos, una deformacién miniversal es:
QO(’LLl, U2, U3, Uq, Us, Ug, U7, US, Ug) =

A4 uy U2 U3 p1 + uy 0 0
ug  Atug up ; 0 p2 + ug 0
us Uus A+ ug 0 0 U3 + ug
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Si la pareja de matrices pertenece a la misma clase de equivalencia que
(diag(A1, A1, A2), S~idiag(p1, 2, 13)S), con A1 # Xa y p1, po, p3 distintos, una deformacién
miniversal es:

gp(ul, Uug, U3, Uq,Us, Ug, U7, U, UQ) =

A1—A
A1+ up U9 us M1+ ur 0 M;—M? U
A1—A _
U9 A1+ ug us , S 0 Lo + usg 7;1;—;; us | 971
u u Ao+ u A1—Ag A1—Ag
3 5 2T e pa—p U3 g—ps U5 M3 T U9

Si la pareja de matrices pertenece a la misma clase de equivalencia que
(diag(A1, A2, A3), S~tdiag(p1, 1, 12)S), con A1, Aa, Az distintos, y pu1 # p2 una deformacion
miniversal es:

gp(ul, Uug, U3, Uq,Us, Ug, U7, U, UQ) =

A=A
A1+ up 0 U9 M1 + U ur M;—M? U2
0 Ao + ug Uy , S U7 11+ us ﬁm S—1
Uz Uy A3+ us A=Az Ae= A, 4o

p2—pi p2—p
Si la pareja de matrices pertenece a la misma clase de equivalencia que

(diag(A1, A2, A3), S~ tdiag(p1, 2, 13)S), con A1, A2, Az distintos y pi1, 2, 13 también distin-
tos, una deformacion miniversal es:
o(u1, ug, ug, U, Us, Ug, U7, Ug, UY) =

A=A A=A
At u u2 ug f\” —)'\_ LT Ka—p us
up A+ us us S| Tamnu2 p2tus  GA=Rus S
ug us A+ ug A=Az, AemAag, 4 g

H3—p H3—p2
A partir de las deformaciones miniversales anteriores, pueden deducirse las de cualquier

pareja de matrices de X', utilizando el siguiente resultado.

Proposicién 4. Si A’ = S'AS, B' = S*BS con S € O3(R), entonces: (X,Y) € Tar pryOalA’, BHYtn
X siy sdlo si (SXS',SYSY) € Tg p)Oal(A, B NX.

Demostracién. Puede comprobarse facilmente que la condicién

AX XA +BY-YB =0
es equivalente a
A(SXS") — (SXSYA+ B(SYS') — (SYSH)B =0

de donde se deduce el enunciado. O

Como consecuencia del Teorema 1, también podemos determinar las dimensiones de
las distintas érbitas, ya que las codimensiones de las érbitas coinciden con la dimensién
de las deformaciones miniversales.

Corolario 1. El valor de las codimensiones de las distintas orbitas (o clases de equiva-
lencia) por la accion o viene dado en la Tabla 1.

Como aplicacion de los resultados obtenidos podemos efectuar un estudio de los efec-
tos de pequeiias perturbaciones en los coeficientes de las matrices que representan los
tensores tension y deformacién. Por ejemplo, puesto que al efectuar tales perturbaciones
es méas probable pasar de una érbita de codimension dada a otra dérbita de codimensién
menor, la Tabla 1 nos indica cudles son las clases de equivalencia a las que hay una mayor
probabilidad de acceder.
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Codimensién de la

Representante de la clase de equivalencia . .
clase de equivalencia

Ol 12

(AL, diag(p, p, p2)) 10
(diag(A1, A1, A2), pl) 10
(diag(A1, A1, Ao), S~ diag(p1, pu1, p2)S) 10

(diag(Al,)\g,)\g),pI) 9

()‘Iv diag(:ula H2, /~L3)) 9
(diag()‘la)\lvAQ)vsildiag(M17M27ﬂ3)S) 9
9

9

(diag(A1, A2, Ag), S~ diag(p1, 1, p2)S)
(diag(A1, A2, Ag), S~ diag(pi1, p2, 13)S)

Tabla 1: Codimensiones de las clases de equivalencia.
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