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1. RESUMEN

En el presente reporte se deriva la cinematica directa
e inversa, asi como el Jacobiano de la interfase haptica
PHANToMry Premium 1.5/6DOF.

2. CINEMATICA

La configuracion inicial del manipulador y la
nomenclatura utilizada se muestran en la figura 1.
Dado que los ejes de rotacion de las tres ultimas
articulaciones se interceptan en un mismo punto, el
manipulador es de tipo “wrist-partitioned”. Esto es, las
tres primeras articulaciones se encargan del
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posicionamiento del elemento terminal, y las tres
ultimas de su orientacion.

El problema cinematico de este tipo de manipulador
se puede descomponer en dos problemas
independientes, los de obtener el mapa directo e
inverso entre:

- Los angulos 0y, 6,, 0; vy la posicion del elemento
terminal, medida con respecto al sistema base.

- Los angulos 04, 05,0 y la orientacion del
elemento terminal, medida con respecto al sistema
base.

Las transformaciones de cuerpo rigido y calculos
cinematicos siguen la notacion de [2].
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Figura 1. Configuracion inicial del manipulador y nomenclatura utilizada
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Figura 2. Sistemas de coordenadas en la configuracién inicial
sin(05) cos(65) 0 0
2.1.  Cinematica Directa . 0 0 1 0
5T = . (5)
cos(05) —sin(65) 0 0
Los sistemas de coordenadas asociados a cada 0 0 01
articulacion y el sistema base se muestran en la
figura 2 . —sin(05) —cos(65) 0 0
) ) s 0 0 1 0
Las transformaciones homogéneas entre el sistema ol = . (6)
. . . . —cos(96) sm(96) 00
{i} y el sistema {i-1}, para i € {1,..,6} son 0 0 0 1

[sin(6,) cos(6,) 0 ©
0 0 11
im= cos(6,) —sin(6,) 0 Il] M
0 0 0 1
_cos(ez ) - sin(e2 ) 0 0
T 0 0 -1 O] 2
: sin(0,) cos(6,) 0 0
| 0 0 0 1
cos(0;-0,) —sin(0;-6,) 0 1,
o sin(63—62) 005(63—62) 0 0 3)
0 0 10
0 0 0 1
cos(94) —sin(94) 0 0
0 0 -1 -1,
iT_ sin(04) cos(64) 0 0 @
0 0 0 1

La transformacion homogénea entre el sistema {6}
y el sistema {0} se obtiene a partir de la composicion
07 _OT I 21 31 4T 5
6T:1T 2T 3T 4T 5T 6T .
i N N3 Px

o 1 Mo T Py 6 R 6d )

O]

1 M I P,
0 0 0 1 0O 0 0 1

Por razones de simplicidad y brevedad, se adoptara
en lo que resta de documento la notacién sin(;)=s;

y cos(ei):ci s para las posiciones de las
articulaciones y sin(a)=s, y cos(a)=c, para los

demas angulos.



f1 = —5,C5C,S5S; — §;5;C5S¢ + 5,C55,C4 (9)
+C,;S,SS; +C,C,Cq
fi, = —5,C;C,S5C¢ — §;5;C5C¢ — 5,C58, S
(10)
+C,;S,S,C; —C,C,S,
M3 =351C3C4C5 = 55385 —C154Cs )
I = —53C4S5C6 — S35456 + C3CsCq (13)
r,, =—-C,C,C,S,S, —C,S,C,S, + C,C,S,Cy (15)
—5,5,5:S; —S,C,Cq
I, =—C,C;C,S:C5 — C;S;C5C¢ — C,C5S,Sg
(16)
—§,5,5,C, +S,C,S,
33 =C1C3C4C5 —CS355 +5154Cs 17)
Py =5,(1,cy +1555) (18)
p, =hs, +1,(1-¢5) (19)
p, =l (c,cy —1)+1,(c;s5) (20)

Posicién

La posicion del elemento terminal en coordenadas
del sistema base p,, Py, P, Viene dada

directamente por los parametros del vector 2 d
(ecuaciones (18), (19) y (20) respectivamente).

Orientacion

La orientacion del elemento terminal esta expresada
en términos de los angulos de Euler YXZ. Estos
corresponden a las siguientes rotaciones sucesivas:

- Rotacion y alrededor del eje z
— Rotacién B alrededor del eje x
- Rotaciéon o alrededor del eje y

La matriz de rotacion asociada a estos angulos es

SaSS, +CuCy SuSpC, —CuSy 4Gy
Re = CpS, CgC, =S5 | (21)
CoSpSy —SuCy  CuSpCy +54S,  Culp

Los angulos a, B, y se obtienen igualando (21) y la
matriz de rotacion contenida en (8)

Re=¢R. (22)
{3 se calcula a partir de

B =—asin(ry; ). (23)

En el intervalo (~/2,7/2) la solucién de (23) tiene la

forma

B= atan2(— () B ) . (24)
Si B {~n/2,m/2}
o= atan2[r13 , %J (25)
¢ Cp
Y= a‘tanZ[r21 ,bj . (26)
Cp Cp

Enp = {— /2, n/Z} , (25) y (26) no estan definidas.
Evaluando (21) en B =-mx/2

Ca+y - Sa+y 0
Re=| 0 0 1 27)
- Sa+y - Ca+y 0
oa+y= atan2(— r,,—T3 ) . (28)

Dado que (28) tiene infinitas soluciones para o y v,
se impone la restriccion adicional y =0 y se obtiene

o =atan2(—r,,~ry, ). (29)
Andlogamente, evaluando (21) en B = /2

Comy Sqy O
Re=| O 0 -1 (30)

=Sqy Coqy O
a—y :atan2(r12,r32) (€28

Imponiendo la restriccion adicional y =0

o =atan2(r;,, 13, ) (32)

2.2.  Cinematica Inversa

Posicién

La metodologia descrita en este apartado sigue el
esquema propuesto por [1].

A partir de la vista superior del manipulador
mostrada en la figura 3 se obtiene 0,

0, =atan2(pX0, Pz, +|1). (33)



0,

Figura 3: Vistas lateral y superior del manipulador en una posicion genérica

Para calcular 6, y 0; se tiene, segun las
figuras 3y 4

R :\/(pzo +h )2 + pXo2 (34)
r=/(py, -1, F +R? (35)
(;:atanZ(pyO —|2,R). (36)

A partir del teorema del coseno del triangulo
superior de la figura 4 se obtienen los angulos ¢ y v

2 2
® =acos M (37)
21,1,
2 (2, .2
v = acos(llzlirﬂ} (38)
1

Dado que los angulos ¢ y v son siempre positivos
en el espacio de trabajo del manipulador, 6, y 05 se
pueden expresar como

0, =y+C (39)
0,=0,+p—m/2. (40)

Orientacion

Para que el elemento terminal esté orientado segun
los angulos de Euler YXZ se debe satisfacer (22)

gR:RE
3R (R=Re
dR=JR' R
¢R=5R" Re

(41)
(42)
(43)
(44)

pyO' I2

Figura 4: Diagrama utilizado en el calculo de la cinematica

inversa



donde

—C4S55¢ +5,C5 —C4S5C5 —S4S5 C4Cs
¢R= CsSe CsC Ss | (45)
—5,85Sg —C4Cs —S,455C¢ +C4S¢  S4Cs
a ap a3
JRTRz =|a, ay ay (46)
a3 a3y asy

3, =6, (c,S,8, —5,C, ) “
+5103(sasﬁsy +cacy)+530ﬂsy “n
a,, =G, (C,5,C, +5,5, ) i
+5,65(5,5,C, —C,S, ) +5,¢,C, 4o
a;3 =C;C3C,Cp +5,C35,Cp —S35p (49)
a, =5, (C,S,8, —5,C, ) %
—5,5,(5,5,8, +C,C, ) +C,Cy8, 0
a,, =—C5,(C,S,C, + sasy) s
-5, (sasﬂcy —casy)+c3cﬁcy
@y3 =—C;S3C,Cp —SS35,Cp —C3Sp (52)
a3 =S (cmsBsy —smcy)—cl(sqsﬁsy +cucy) (53)
azy =9 (casﬁcy + smsy)—c1 (sasﬁcy —casy) (54)
833 =5,C,Cp —C;S,Cp (55)
05 se calcula como
05 = asin(a23). (56)

En el intervalo (—7/2,m/2) la solucion de (56)
tiene la forma

Si 05 #-1/2, 0,4y 65 quedan como

a a

0, = atan2(33,l3j (58)
Cs Cs
a a

04 = atanZ[21 , 22) (59)
Cs Cs

En 05 =-m/2 (58) y (59) no estan definidas ya
que existe una singularidad de muiieca. Evaluando
(45)en 65 =-m/2

S4+<) C4+6 0
dR=| 0 0 -1 (60)

—Cqi6  Sase 0

se obtiene
0, +0, =atan2(az,,~as, ) (61)

Para que existan 04 y 05 Gnicos para un 05 dado, se
combina (61) con unas restricciones adicionales que
dan preferencia al movimiento de la articulacion 6
con respecto al de la articulacion 4:

Si 96min o= 96max

64 =0 (62)

0, =0 (63)
Si 6 < 0¢min

e4 :G_eﬁmin (64)

66 :66min (65)

Si 6> 06 max
64 :G_e6max (66)
e6 :eﬁmax (67)

donde o= atan2(a32 ,—631 ) .

El caso singular 65 =7/2 no serd analizado ya

que representa una configuracion imposible del
manipulador.

Dado que (56) tiene dos soluciones en el intervalo
-, TE], se pueden calcular dos conjuntos de angulos

649 953 96

que satisfagan la orientacion definida por los angulos
de

Euler YXZ.

El primer conjunto ha sido calculado para
‘65‘ € [0, Tc/Z), y el segundo, llamado 0,", 05", 05" se

calcula para |05] € (/2,7 segun

05 = atan2(a23 —/1—ay° j (68)

0, =atan2(-s,,—c,) (69)

0, =atan2(-ss,—C4) (70)



3. JACOBIANO

El Jacobiano J de un manipulador de n
articulaciones es una matriz que relaciona las
velocidades de las articulaciones

6=1[0, o, 0, con la velocidad del

elemento terminal. El Jacobiano estd compuesto por

dos submatrices:

- J, que relaciona las velocidades angulares de las
articulaciones con la velocidad angular del
elemento terminal.

Y0=1J,0 (71)

- Jy que relaciona las velocidades angulares de las

articulaciones con la velocidad lineal del
elemento terminal.
Ov=1,0 (72)
El Jacobiano tiene la forma
J
J :{ V} (73)
‘]0)
El manipulador en consideracion tiene 6

articulaciones, por lo tanto n=6.
Jo

El Jacobiano de velocidades angulares J, esta
compuesto por vectores columna J,, cada uno

correspondiente al vector K; =[0 0 I]T asociado
al sistema {i}, expresado en coordenadas del sistema

{0}

Ji=iRK; (74)
‘]m:[‘]ml ‘]wZ ‘]w3 ‘]w4 ‘]wS Jm6] (75)

donde
0
Jo =1 (76)
0
—c,
Jop=Jdu3=| O (77)
S
S1353
Joa =] =C3 (78)
Cy83

—5,C35, —C,C,
®5 = —3S35, (79)

$1C3C4C5 —C;S4Cs5 —S;S3S5
= $3C4C5 +C3S5 (80)
C;C3C4C5 +5;5,C5 —C;S3S5

6

Jy

El Jacobiano de velocidades lineales J, esta
compuesto por vectores columna J,, cada uno
correspondiente al producto vectorial

Ju =3y x(0d-0d) (81)
‘]v:[‘]vl Juo Juz s Jis Jv6] (82)

J,i es el vector unitario orientado segun el eje de

giro del sistema {i}, y (2 d—?d) el vector entre los

origenes de los sistemas {i} y {n}. Ambos vectores
estan expresados en coordenadas del sistema {0}.

Los distintos vectores {d tienen la forma

0
rd=3d =| I (83)
1,
[ lisic,
Jd =] I;s, +1, (84)
_|1(0102 _1)
s;(1,c, +1,53)
9d=2d=2d =| I;s, +1,(1-c;) (85)
_|1(C102 _1)+|2C153

y finalmente

i Cl(llcz +|253) 1
I, = 0 (86)
__51(|102 +|253)

_51(_|152 +|203)_

Jon=| ¢y +1,8; (87)
_Cl(_IISZ +|2C3)_
l,8,C3
Jus =] 183 (88)
I,¢:C5
0
Jua =Jdys =Jy6 =0 (39)
0
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