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Resumen.- Las inversas de Drazin son una clase de inversa generalizada entre cuyas aplicaciones
podemos mencionar la resolucién de ecuaciones diferenciales, ecuaciones en diferencias, estudio de
cadenas de Markov, etc. En esta presentacién se caracterizan las matrices cuyas inversas de Drazin
tienen misma forma reducida de Jordan y se estudia la particiéon del espacio de matrices cuadradas
correspondiente a la relacién de equivalencia derivada. Finalmente, se encuentra una condicién sufi-
ciente para que una familia de inversas de Drazin de una familia diferenciable de matrices sea a su vez
una familia diferenciable.

1 Introduccion

En los tdltimos anos, el estudio de generalizaciones del concepto de inversa para transfor-
maciones lineales no inversibles se ha convertido en un tema que ha atraido el interés de gran
nrero de investigadores.

Asi, en el caso de matrices no regulares (cuadradas o no) se han definido distintas “pseudo-
inversas”. La mas comunmente utilizada es la inversa de Moore-Penrose, que fue definida
independientemente por Moore (1920) y por Penrose (1955). En [2] puede encontrarse un
interesante resumen sobre las inversas generalizadas, asi como sobre sus aplicaciones.

En este texto nos ocuparemos de las inversas de Drazin, introducidas a partir de una
definicion algebraica por este autor en el ano 1958, y entre cuyas aplicaciones podemos men-
cionar la resolucién de ecuaciones diferenciales, ecuaciones en diferencias, estudio de cadenas
de Markov, etc.

En la seccié n §2 nos ocuparemos de recordar la definicién y algunas de las propiedades de
las inversas de Drazin.

En la seccién §3 se caracterizan las matrices cuyas inversas de Drazin son semejantes (es
decir, tienen la misma forma reducida de Jordan) y se estudia la particion del espacio de matrices
cuadradas correspondiente a la relacién de equivalencia derivada. Para n = 2 se demuestra que
a partir de esta particion se obtiene una estratificacién del espacio.

Finalmente, en la seccién §4, se encuentra una condicion suficiente para que una familia de
inversas de Drazin de una familia diferenciable de matrices sea a su vez una familia diferenciable.



2 Inversas de Drazin

La generalizacién del concepto de inversa de una matriz al caso de matrices no regulares
conduce a la aparicion de “pseudo-inversas”, matrices que tienen algunas de las propiedades de
las inversas.

Dada una matriz A € M,,«x,(K), con K un cuerpo conmutativo, se denomina inversa
generalizada de la matriz A a una matriz X tal que:

AXA=A, XAX =X

Entre las inversas generalizadas, la inversa de Moore-Penrose es posiblemente la mas uti-
lizada. Otras aproximaciones al concepto de inversa son las denominadas 1-matrices y las
inversas de Drazin.

Dada una matriz A € M,(K), K = R o C, denotaremos por i(A) € N al minimo nimero

natural tal que se verifica: A
dim Im A*® = dim Im A“+!

Para este valor también se verifica

dim Ker A4 = dim Ker A/A)+1
K™ = Im A" ¢ Ker A'4)

Definicién 1. El ntimero i(A) se denomina indice de nilpotencia de la matriz A.

Denotaremos por d la dimensién de Im A"4). Sea v : (vy,...,v4,V441,...,0,) una base de
K™ obtenida reuniendo sendas bases de Im A“4) y de Ker A4, Si f4 es el endomorfismo de
K™ cuya matriz, en la base natural de K™, es A, la matriz del endomorfismo f4 en la base v
es, puesto que los subespacios Im A y Ker A*™) son invariantes por fa, de la forma:

c | 0

Es facil comprobar que C' es una matriz inversible y que N es una matriz nilpotente. Si .S
es la matriz del cambio de base, entre la base v y la base natural de K™,

c | 0
A=S8| —— « —— |8
0 | N



Definicién 2. Se llama inversa de Drazin de la matriz A a la matriz
ct|l o
AP =5 —— . —— | §!
0O | O

Propiedades. A partir de la propia definicién, las siguientes propiedades pueden ser deducidas
facilmente.

(1) APAAP = AP,

(2) AAP = APA.

(3) AMFLAD = Ak | > i(A).
(4) (A7)
(5) Sii(A) <1, entonces: AAPA = A.

A= (a2) k>0

(6) (AP)” = 4474,

(7) ((AD)D)D "y

Observacién 1. Si la matriz A es inversible, entonces AP = A.

En efecto. Sélo es necesario observar que, en este caso, i(A) =0y d = n.

Observacién 2. La inversa de Drazin es tnica.

En efecto. Supongamos que w : (wy, ..., w4, Wyi1,...,w,) es otra base de K™ obtenida
reuniendo bases de Im A*™) y de Ker A", y llamemos 7T a la matriz del cambio de base, entre
la base w y la base natural de K”. Puesto que K" = Im A“4) 4+ Ker A la matriz del cambio
de base, entre las bases w y v es de la forma:

R | 0
0 | R

Llamemos R a esta matriz. Obviamente, es T'= SR y, ademas,

c, | 0 Co | 0
- . —— |=RY —— . —— |R
o | M 0 | Ny

de donde se deduce, en particular, que C; = R;CoR;".
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crt |0 Cstlo
AP=g5 — . —— |5 A=T| — . — | T
0 | 0 0 | o0
son las inversas de Drazin obtenidas a partir de estas dos bases, entonces:
Gyt RI'CT'R, |0
AD =T — « — |T7'=T — B
0 [ 0 0 |0
crt o ct oo
=TR'| —— - — |RT"'=SRR'| —— - —— |RR'S1=4P
0 | 0 0 | 0

Observacion 3. Podemos obtener la inversa de Drazin de una matriz a partir de la forma
reducida de Jordan de dicha matriz.

En efecto, basta con separar los bloques correspondientes a los valores propios distintos de
cero y los correspondientes al valor propio cero, obteniéndose asi las matrices C' y N, respecti-
vamente.

Observacién 4. El indice de nilpotencia i(A) de una matriz coincide con la multiplicidad del
valor propio cero en el polinomio anulador minimo de la matriz A y dim Im A“4) es igual a
n — ng, siendo ngy la multiplicidad del valor propio cero en el polinomio caracteristico de la
matriz A.

En efecto, i(A) coincide con la caja de Jordan de mayor tamano con el valor propio cero y
d = dim Im A" = n — dim Ker A" = n — n,.

Es decir, las matrices A con un indice de nilpotencia i(A) fijado y d = dim Im A" también
fijado son exactamente aquéllas cuyos polinomios caracteristico y anulador minimo son de la
forma:

Qalt) = t"Q1(t), Q:(0) £0
pa(t) = t'pi(t), pi(0) #0

También es posible dar una definicion algebraica de la inversa de Drazin, distinta de la
definicién funcional vista anteriormente. En efecto, la inversa de Drazin de una matriz A €
M, (K) es la unica matriz X que satisface las tres siguientes propiedades:

(1) XAX = X.
(2) AX = XA.
(3) AFHX = AF k> i(A).



3 Caracterizacion de las matrices con inversas de Drazin semejantes

Las observaciones del apartado anterior permiten obtener una condicién necesaria y sufi-
ciente para que dos matrices tengan la inversas de Drazin semejantes.

Proposicién 1. Las matrices A, B € M, (K) tienen inversas de Drazin con igual forma re-
ducida de Jordan si, y sélo si, dim Im A“?Y = dim Im B*®) y, si C4, Cy son las restricciones
de los endomorfismos asociados a las matrices A y B a los subespacios Im A*4) | Tm BB,
respectivamente, se verifica Jo, = Jog.

Demostracién. Supongamos en primer lugar que las inversas de Drazin de las matrices A y
B son equivalentes. Entonces también lo son las matrices

Ci | 0 Cy | 0

0 | Ny 0 | Np

En particular, las matrices C4 y Cp tienen el mismo rango; es decir, Im A", Im B*®) y las
matrices C'y y Cp tienen la misma forma reducida de Jordan (es consecuencia de un razon-
amiento absolutamente andlogo a la justificacion de la Observacién 1 del apartado anterior),
por lo que también la tienen las matrices C;* y C5'.

Reciprocamente. Si

JU 0 JU 0
AP=§| —— « —— |8, BP=T| —— . —— | T}
0 | o0 0 | o0

se verifica: BP = (T'S™1)AP(ST~!) de donde se concluye que Jyp = Jgp. ©

Consideremos la siguiente relacién de equivalencia.

Definicién 3. Diremos que dos matrices A, B € M, (K) son Drazin equivalentes cuando sus
inversas de Drazin tienen la misma forma reducida de Jordan.

La caracterizacion anterior, asi como las observaciones 2 y 3 del apartado 1, nos permiten
encontrar las distintas clases de equivalencia. Asi, para n = 2, tenemos:

¢ 1 9

0 {5<8 8)5—1\56Gln(c)} {s(? 8)5—1\56Gln(<c)}
! {5(%1 8>S‘I|A1#O,S€Gln(c)}
{S( All Aol ) STV #£0,8 € Gln((c)}

2 A0
S S~ My # 0,5 € Gl,,(C)
0 A




Agrupando las clases de equivalencia anterior segtin que tengan formas reducidas de Jordan
del mismo tipo, obtenemos una particién de M, (K). En el caso n = 2, esta particién es:

- {(22)

- po3 1)
b {s( 0)s
ol £)
et £)

Proposicion 2. Los conjuntos E; son variedades diferenciables requlares.

S e Gln(c)}

N #0,S € Gln(c)}

S e Gln(c)}

A £0,S € Gln(«:)}

Demostracién. E5 y E, son variedades por ser abiertos de estratos de la particién de My(K)
dada en [Gi76].

Por otra parte, E; y Es puede comprobarse directamente que son variedades regulares,
reescribiendo estos conjuntos de la forma siguiente:

Ey ={A € My(K)|tr(A) =0,detA =0}
Ey ={A € My(K)|tr(A) #0,detA = 0}
En el segundo caso, Es es un abierto de la subvariedad

Vo = {A € My(K)|detA =0} o

De aqui se deduce de forma inmediata, puesto que la particion es finita, que esta particion
es una estratificacion.

Teorema 1. UE; constituye una particion de My(K).



4  Familias diferenciables de inversas de Drazin

Consideremos una variedad diferenciable regular X.

Supongamos que {A(x)},cx es una familia diferenciable de matrices cuadradas de orden n.

Proposicién 3. Si para cada v € X, es i(A(z)) =i y, ademds, dim ImA(z)" = d, entonces,
para cada x € X eziste un entorno en el cual {dim ImA(2)"®},cx y {dim KerA(z)"®} cx
definen familias diferenciables de subespacios de Gry(K™) y de Gr,_4(K"), respectivamente
(véase [6]).

Demostracién. En las hipétesis del enunciado, la aplicacién * — A(x)® es diferenciable
(obsérvese que la aplicacién A(x) — A(x)'™® no es, en general, continua si no se cumple
i(z) =1 para todo x € X).

Como consecuencia, podemos elegir una familia diferenciable de matrices {S(z)},ex (ma-
trices del cambio de base entre la base local y la base natural) de modo que las familias

Cx) | 0
S(x)| —-— — | S(x)™
0 | N() vex
Clx)™t | 0
AP (z) = S(x) —O— | —O— S(x)™

zeX
constituyen también familias diferenciables de matrices.

En el caso en que la variedad X sea contréctil, tenemos familias diferenciables globales.

Observacion 5. El hecho de que {A(x) },ex sea una familia diferenciable de matrices no implica
necesariamente que los indices de nilpotencia de las matrices A(z) sea el mismo. Podemos
considerar, por ejemplo, la familia diferenciable de matrices

r+1 0 0 1
Ax) = 0 00| ze <—2,oo)
0O =z O

cuyas inversas de Drazin constituyen también una familia diferenciable de matrices

liﬂc 00
AP =1 0 00

0 0

0
Los indices de nilpotencia son: 2 si x # 0y 1 para x = 0.

Observacion 6. Existen familias diferenciables de matrices { A(x)},cx con los mismos indices
de nilpotencia pero que, sin embargo, dim ImA(z)" no es constante. Como ejemplo, puede
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tomarse

que es una familia diferenciable de matrices cuyas inversas de Drazin

0 0 0
T 1 1
A@)? = | T WP Tep
1+ 1+z (1+x)2

El indice de nilpotencia es 1 para todo z € X pero, sin embargo, dim ImA(z)" = 2 excepto
para x = 0, en que dim ImA(0)" = 1.
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