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1 Prerrequisitos

Definicion 1.1 Un sistema lineal es una ecuacion
& = Ax + Bu,

donde X, U son espacios vectoriales sobre un cuerpo R o C de dimensiones n y m respectiva-
mente, t € X, u €U, y
A:X—-X, B:U—-X

son aplicaciones lineales. También indicaremos simplemente el par (A, B) de aplicaciones li-

neales (o matrices)

Observacion 1.2 Todas las aplicaciones serdn lineales y en lo sucesivo no lo indicaremos.
También, todos los subconjuntos que consideramos, si no se indica lo contrario son subespacios
vectoriales.

Dado A: X — X y S C X indicaremos (A | S) =8 + AS + A%S +--- + A" 1S
Definicién 1.3 S C X es (A, B) — invariante si existe F : X — U tal que (A+ BF)S C S
Siendo B =Im B

Proposicién 1.4 S C X es (A, B) — invariante si y solo si

AS)CcS+B

Demostracion.



Si S es (A, B) — invariante
Ve € S existe F': X — U tal que Av + BFr € S
Como BFzx € B, resulta Az € S + B.
Reciprocamente, si A(S) C S + B, tomamos una base {v1, ve, ..., v} de S
k
Aw:Z)\jvj—i—Bui, u, €U, 1<i<k
j=1

definimos F(v;) = —u;, 1 <1 <k y extendemos por linealidad a X.

Tendremos
k
AUZ‘ == Z )\j'Uj - BF’Ul
j=1
(A+ BF)jv; eSS, 1<i<k
y por tanto (A + BF)S C S. [ ]

Vamos a ver otra descripcién de un sistema lineal que nos permitird simplificar algunas de-
mostraciones y definiciones.

Consideramos las cuaternas (), X, f,7) con ) y X espacios vectoriales de dimensién n + m
y n respectivamente, f: Y — X, 7: )Y — X, m exhaustiva.

Si en ) tomamos una base formada por una base de un complementario X’ de Kernm y una
base de Kerm, {vi,va,...,vn} v {w1,wa,...,w,} respectivamente, y en X tomamos la base
{m(v1), ..., m(vy)}, definiendo U := Ker 7, tendremos que

V=X oU~XxU
donde la identificacién de X’ con X la hacemos a través de las bases {vy, ..., v, } y {m(v1), ..., 7(vn) }.

La matriz del par (f,7) en estas bases sera

(}4 ﬁ) con A € My(C), B € My m(C)

y la de f, (A, B).

Podremos escribir

f(x,u) = Az + Bu

m(z,u) =
abusando del lenguaje, entendiendo por x,u como x € X, u € U o sus componentes en las bases
indicadas segin convenga.



Definicién 1.5 Dos pares de matrices (A, B) y (A', B') serdn equivalentes si dan lugar a la
misma cuaterna (Y, X, f, ), esto es, si existe un cambio entre bases de las descritas que las
relacione, es decir:

Deben existir P, Q invertibles y R tal que
A BN\ (Pt 0 A B\ (P 0
I, o/ \ o P')\I, 0/\R Q

A =P 'AP+ P 'BR
B'=P7'BQ

o, lo que es lo mismo,

esto es, que sean feedback equivalentes.
Acabamos de ver que

Proposicién 1.6 Eziste una correspondencia biyectiva entre las cuaternas (Y, X, f,m) del tipo
anterior, que también indicaremos por (f,m) cuando no haya confusion posible, y las clases de
equivalencia por feedback de los pares de matrices (A, B).

Veamos la traduccién en este lenguaje de subespacio (A, B) — invariante.
Proposicién 1.7 S C X es (A, B) — invariante si y sélo si S C n(f~1(S))
Demostracién.

Tenemos que  f1(S)={ye€V: f(y) € S} = {(z,u) : Az + Bu € S},
por tanto 7w(f1(S))={r€X:Jucld Axr+BuecS}.

Evidentemente, si S es (A, B) — invariante,

como A(S)C S+ B,
resulta que S C w(f~1(S)).
Reciprocamente, si S C 7(f~1(S))

tendremos que
Vo € S existird u € U tal que Ax + Bue S

con lo que
Ar e S+ B VreS

Veamos el significado geométrico de la condicién de (A, B) — invariante:



Corolario 1.8 Dada una cuaterna (Y, X, f,m) con © ezhaustiva. Un subespacio S C X es
(A, B) — invariante si y sélo si la cuaterna (7= 1(S) N f~4S),S, f,7), donde f y7 son las
restricciones de f y w respectivamente, es del mismo tipo (T exhaustiva).

Demostracion.

T es exhaustiva si y sélo si

Sca(rH(S)NfHS)

que es equivalente a

Sca(fH(s))

|

Proposicién 1.9 La suma de dos subespacios (A, B) — invariantes es (A, B) — invariante.

Demostracion.

Sean S, Sy (A, B) — invariantes ; esto quiere decir que S; C 7w(f~1(S;)) i=1,2.

como  fH(81) + fTH(S2) C fTHS1 + S2)
resulta que (/7 (S1) + 7(fH(S2)) € w(F (St + 62)
de donde S; + Sy C w(f (S + S))

|

El conjunto de los subespacios (A, B) — invariantes lo indicaremos Z(A, B).

2 Subespacios de Controlabilidad

Definiciéon 2.1 Dado el sistema © = Ax+ Bu, A: X — X, B: U — X. Diremos que un
subespacio ® C X es de controlabilidad (s.c.) si existen F: X —U y G :U — U tal que

R = (A+ BF | Im(BG))

En particular, diremos que el sistema es controlable si X es de controlabilidad.

Obsérvese que B =Im (BG) es un subespacio de B.

Podemos eliminar G usando la siguiente proposicion:

Proposicién 2.2 SiBC B y R= (A | B), entonces
R=(A|BNR).

Reciprocamente, si

R=(A]|BNR), existe G :U — U tal que
R =(A| Im(BG))



Demostracion.

Por la definicién de R, es evidente que BcCR.

Por tanto BC BNR, conloque R=(A|B) C (A|BNR).

Por otra parte, como R es A — invariante, tenemos

(A|BNR)=BNR+ABNR)+ A2 (BNR) +--- + A" 1 (BNR) C R.

Para ver el reciproco consideramos {by, ..., b, } una base de BNR. Entonces, b; = Bu; (u; € U)
donde los u;, 1 < i < r, son linealmente independientes. Sea {ui,...,u,,} una base de U, y
definimos

Gu;=u;, 1<i<r

Entonces
Im(BG) =Bnk

Si denotamos por C(A, B; X) o C(A, B) o C(X) (siempre que no cause confusién), el conjunto
de los s.c. del sistema (A, B), tenemos que

Proposicién 2.3 Re C(X) si y sdlo si I F : X — U, tal que R=(A+ BF | BNR).

En particular, el sistema es controlable si y sdlo si X = (A | B) .

Demostracion.

Basta aplicar la proposicién 2.2 tomando A + BF en lugar de A. [ |

Corolario 2.4 Todo subespacio de controlabilidad es (A, B) — invariante.

Demostracion.

La aplicacién F' de la proposicién 2.3 cumple que (A + BF)R C R. [ |

Dado un subespacio £, denotamos F(§) :={F: X —-U /| (A+ BF){ C¢}.

Con esta notacién, es obvio que

Proposicién 2.5 Dado un sistema (A, B), & es (A, B) — invariante si y sdlo si F(§) # 0

Proposicién 2.6 Dado un sistema (A,B). Si R € C(X), entonces R = (A+ BF | BNk)
VE € F(R)



Demostracion.
Si R € C(X), existe Fp € F(R) tal que
R=(A+ BFy, | BNR).

Si Fy € F(R), consideramos %1 = (A+ BF, | BNR).
Es evidente que 11 C R.
Veamos la inclusion contraria demostrando, por induccién sobre k, que

(A+ BE)* Y (BNR) c Ry
Para k = 1 es consecuencia de la definicién. Supongamos que es cierto para k; entonces

(A+BFR)*(BNR) C (A+ BF)R C
C (A + BF1)§R1 + B(FO — F1)§R1,

pero B(Fy — F1)R1 C B y ademés
B(Fo — Fl)% C (A + BFQ)§R1 — (A + BF1)§R1 C R con lo que
(A+ BE)F(BNR) c Ry +RNBC Ry

|
Proposicién 2.7 (f, ) controlable si y sélo si (f om= 1) (0) = X
Demostracion.
Basta tener en cuenta que
(for 1)(0) = f(Kern) = f(U) =B
(for HB)=f(B+U)=AB+B
|

Proposicién 2.8 S C X es de controlabilidad si y sdlo si S es (A, B) — invariante y (f,7) es
controlable.

Demostracion.

Veremos que (f o7 1)*(0) = (A+ BF | BN S) para cualquier F' € F(S). Lo demostraremos
por induccién.

(Fom H(0)=f[Kernrna HS)NfHS)] = fUnf(S)]

pero fUNfHS)] =fUNS=BNS
porque f(M)NN=f(MNfYN)) VMcCY, VNCAX. (%)



con lo que

(foﬁ_l)a)) =BNS
Supongamos que
(Fom H*0)=BNS+(A+BF)(BNS)+ -+ (A+BF)FYBnNS) VFcF(S)

entonces

(For ™ )0) = £ [ + (Fom ) ) na ' (S) NS S)| = F @+ T o7 (0) 1 /1S
porque U+ (fom 1)*(0) c 77 1(S) por hipétesis de induccién.

Ademds, por (), f [(u + (ForbHk0) N f—l(S)] = [u +(Fo f—l)k(o)} ns.

De ahi,
(Fom ) 1(0) = [A(F o7 ™)*(0) + B NS =

= [(+BR)(For ) +B|ns

y como, por hipétesis de induccién,

(A+ BF)(fom H¥0)=(A+BF)(BNS)+---+ (A+ BF)*(BnS)
y estd contenido en S por ser F € F(S), resulta que

[(A + BF)(form H)*0)+B|NS=(A+BF)(fom H%0)+BNS
v la proposicién estd demostrada. [ |
Proposiciéon 2.9 La suma de dos subespacios de controlabilidad es wun subespacio de
controlabilidad.
Demostracion.
Sean S1, S2 € C(A, B); esto quiere decir que existen k1, k2 € N tal que
Si=(fom Hk (0) donde 7w *(M)=7"YMNS)NFHS;) VMcCAX.

Por la proposicién 1.9, S; + Sy es (A4, B) — invariante. Bastard demostrar que

Si+ 8 = (f o hymixthika) gy
donde 7' (M)=7a MNS1+S)Nf S +S) VMcCAX.

Sabemos que

(fom ™) (0)=BN(S1+8)DBNS +BNSy =
= (fom ) (0)+ (fom™)(0)
Supongamos que 4 ' A
(fom 1Y (0) D (fom ) (0) + (fom ™) (0)

para j < k.



Entonces
(fom M) D (for ) |[(fom HF(0)+ (fom ™) (0)] D

S (fom HM(0) + (fom ™) 1 (0)
porque T Y M) =71 Y (M)NfH S +S) D H(M)N fFUS) =7, Y (M) YM C S+ S

con lo que queda demostrada la proposicion [ |
Corolario 2.10 Cualquier conjunto no vacio de subespacios de controlabilidad cerrado por la
adicion tiene un supremo que es un subespacio de controlabilidad.

Demostracion.

Puesto que X tiene dimensién finita, consideramos un subespacio del conjunto de entre los de
dimension maxima. Este los contiene a todos porque su suma estd contenida en él. [ |

3 Problema del Desacoplamiento Restringido (R.D.P.)

Consideramos un sistema lineal

= Ax + Bu A € R B e R»xm™
z= Dz D € RP*®

con el espacio de salidas Z=RP =Z1 P 2. P --- & Zp.

Si D; :=m; 0D, siendo m; : Z — Z; la proyeccion natural, tenemos D = D1 ® --- @ Dy.

El problema que pretendemos resolver es saber si existen una realimentacién y un cambio de
variables de entrada

k
u:Fx+ZGivi con

=1

F 6 RmXTL
G; € R

k
& =(A+BF)z+ Y BG;
=1
de forma que la variacién de cada v; afecte sélo a la salida z; = m;(2) y se puedan obtener todos
los valores de z; variando v;.

Vamos a concretar qué significa esto:
El subespacio de controlabilidad relativo a la entrada v; es

queremos que V ¢,5 =1,2,... ) k



DiR; =0, j#1,esdecir, R; C ﬂ Nuc D;
J#1

Yy que

Di%i:ImDi Vi:1,2,...,k.

Como ya sabemos (proposicién 2.6) que ®; = (A+ BF | BNR;), 1 <i <k, si K; := NucD;,
1<i<k,esinmediato que D;®; =ImD;, 1 <i<k, equivaleaque R, +K; =X, 1 <i<k.

En resumen el problema RDP (restricted decoupling problem) podemos formularlo:

Dados A,B,D;,1 < ¢ < k, encontrar, si es posible, F' : X — U y subespacios de controla-
bilidad R;, 1 <17 < k, tales que:

RDP1) R, =(A4+BF|BNR;),1<i<k [condicién de compatibilidad]
RDP2) % C(|K;, 1<i<k

J#i
RDP3) B, +K =X, 1<i<k

Lema 3.1 Si Vi, Vs, ..., Vi son subespacios (A, B) — invariantes independientes,

F(V;) #0

1

k
1=

Demostracion.

Por ser (A4, B) — invariantes existen Fy, Fy, ..., F, : X — U tales que (A + BF;)V; CV;.

k
Si F; = Fiy, , consideramos la aplicacién F : @ V; — U definida por
i=1
k
P-@F
i=1
y la extendemos a X de forma arbitraria. [ |

Notaremos

Ki=()K;-
JF#i
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Teorema 3.2 Dado un sistema A: X - X, B:U - X, D: X — Z, con

k k
D= D y (Kki=0,
=1 =1
RDP tiene solucion si y solo st R +K; = X, 1 < i<k, siendo

R = sup{S:S€C(A,B),SCK}, 1<i<k.

Demostracion.

Si se cumple la condicién, tomamos ; = %7, 1 < ¢ < k. Por definicién cumplen las condiciones
RDP 2 y RDP 3.

Por ser s.c. existiran F; : X — U tales que

R = (A+ BF; | R N B).

Vamos a ver que los it} son independientes. Efectivamente, los subespacios KC; son independientes
porque

k
K> K=Y [Nk ||k | nKki=() K =0,

J#i r#i Jj#i \Ss#j r#£i r=1

y como R C E, los subespacios 7, 1 < i <k, también lo son.
Aplicando el lema 3.1, existe

k
Fe(\F®)
=1

y, por la proposicion 2.6 resulta que

R = (A+ BF | R N B)

y RDP tiene solucion.

Reciprocamente si RDP tiene solucion, como la solucién R;, 1 < i < k, cumple

con mayor razén lo cumplird R que es el supremo entre los subespacios de controlabilidad
contenidos en IC;. ]
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Teorema 3.3 (Asignacion de valores propios). Dado un sistema controlable A : X — X,
B:U—-X D:X—2Z, con

k k
D:@ D;y ﬂ K; =0 y conjuntos simétricos A; = {)\i17"'7)\ipi} cC,0<i<k,

i=1 i=1
k
siendo p; = dim®;, 1 <i<ky POZH—ZM-
i=1
Eziste F: X — U tal que
k
Fe()F®R)
i=1
con
o [(A+BF)|§R*} — N, 1<i<k
Y
k
o(A+BF) =] A
=0
Demostracion.

Como la restriccién a R} es controlable, existen F; € F(R}) tal que (A + BF)Rf C R y
a[(A—i—BFi)W — AL 1<i<k.

Dado que los ®! son independientes (teorema 3.2), podemos construir segin (lema 3.1)
Fy: X — U tal que

k
F() c m F(%:{)a Fom: = Fz\%;‘
i=1
Si

k
R =P wy
=1

tenemos que (A + BFy)R C R y segin [1] (prop. 4.1 pag. 88), existe F' : X — U tal que
Flg = Fojn con J(A—FBF):A()UU{(A—‘FBF)PR] |
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4 PROBLEMA DEL DESACOPLAMIENTO EXTENDIDO (E.D.P.)

Se trata de resolver el problema anterior eliminando la restriccién

k
K=NucD=[)K;=0
i=1

Abordaremos el problema ampliando el sistema. Afniadimos las ecuaciones siguientes:

Ty,

=u, t=12,..,n4

y el sistema extendido queda
Te = Aete + Beue
Ze = Dexe

siendo

T U A 0 B 0 D 0
o= ()= () 4= (5 0) 2= (5 1) 2= (7 o)

En lenguaje de aplicaciones lineales escribiremos

fe
Ve= XX, xUXxU, = X XX,

Te

con X, ~ U, ~ R™. Notaremos X x X, =X, U xU, =U,

fe($7xa7u7 ua) = (f(:n,u),ua)

’7T6($, La, U, ua) = ('Tv xa)

y definimos
P: X xX, xUxU, — X xU

P(z,zq,u,uq) = (z,u)

Veamos las siguientes propiedades:
Proposicién 4.1 S C X, (A, Be) — invariante = P(S) C X (A, B) — invariante

Demostracion.
Que S sea (A¢, B.) — invariante quiere decir que
S C me(fH(S)),

por tanto
P(S) C Pom.of. 1(S).

Como
Po e (x,2q,u,us) = P(x,24) = = 7(x,u) = 7wo P (x,24,u,ug)
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resulta que
P(S) c moPo f. HS).

(z,u) € Po f,71(S) quiere decir que existe
(Ta,Uua) € Xog X U, tal que feo(x,z4,u,u,) € Sy, por tanto, f(z,u) € P(S)
conloque Pof, HS)c f1oP(S)
y P(S) C n[fTHP(S))]

|

Lema 4.2 Si M CS y S es (A, Be) — invariante, se verifica que

Po7, Y (M) c T 1o P(M)
Demostracién.
(z,u) € Pom, (M) quiere decir que existe (zq,uq) € X, x U,
tal que (, Zq, u, Uug) € T (M) N f.7H(S).
Equivale a (z,2,) e My (f(z,u),u,) €S.
En consecuencia x € P(M) y f(z,u) € P(S).
(z,u) €T 1o P(M) =7 [P(M)] N f7H(P(S)),

es decir, x € P(M) y f(z,u) € P(S). |

Proposicién 4.3 S € C(A4.,B.) = P(S) € C(A,B)

Demostracion.

Segin la proposicién 4.1, P(S) es (A, B) — invariante

Sabemos que

S=(fe Oﬁe_l)n—ma (0)
Aplicando P, reiterando el lema 4.2 y usando que Po me =mwo P
resulta
P(S) C (fom 1) (P(0)) =
= (fom )" (0)

|

Proposicién 4.4 Sea ® € Z(A,B), E € End(X.,X,), ImE C X,. Entonces,

(P+E)R) € Z(Ae, Be)
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Demostracion.

fot [(P+E)R) ={(x,zq,u,uq) : f(z,u) €R, u, € E(RN)}.
(oo fo H[(P+E)R)] ={(z,2q) : Ju €U t.q. f(z,u) e R} =
=mof I MaX, D (P+E)R

|
Proposicién 4.5 Sea ® € C(A,B), E € End(X,.,X.), ImE C X,. Entonces,
(P + E)(R) € C(Ae, Be)
Demostracion.
Serd controlable si existe k € N tal que
(P+E)R)  (feome )" (0).
Sabemos que por ser R de controlabilidad
RC (For ) (0) € (feome™ )" (0)
para algin k € N.
Hace falta ver que E(R) también estd contenido ahi. Tenemos que
7. H0) = {(0,0,u,uq) : f(0,u) € R, u, € E(R)}
por lo tanto
(feom 1) (0)=BNR + E(R)
y, por lo tanto,
E®R) C (foom H*(0) parak>1.
]

Definicién 4.6 Diremos que S C X, es un subespacio extendido de controlabilidad (s.e.c.) si
S € C(Ae, Be)

Si € es un subespacio vectorial de X, denotamos
F. (&) ={F:X.—>U. | (Ac + B.F){ C &}

Podemos enunciar el problema extendido de la siguiente forma:



15

Problema EDP (extended decoupling problem): Dados

A: XX, B:U—-X,D;: X -2, 1<i<k.

Encontrar, si es posible, n, € N, S; € C(Ae, Be), 1 <i <k, tales que:

k
EDP 1) ()| Fe(Si) #0
=1
EDP2) S C [(K;®Xa), 1<i<k

i
EDP3) Si+ (Ki®X,)=X., 1<i<k

EDP tiene solucion si y sélo si o7 +K; =X Vi=1,2,....k

Demostracion.

Si EDP tiene solucién, EDP 2) implica que

PS)cPlKoX)| c (K=K
J#i J#i

Por la proposicién 4.3, P(S;) € C(A, B), con lo que por la definicién de R} resulta P(S;) C .
Ademas, EDP 3) implica que P(S;) + K; = X con lo que
R+ K =X Vi=12, ..k

Reciprocamente, si esta tltima condicién es cierta, definimos isomorfismos F; : R — A,
donde X,, es un espacio vectorial de la misma dimensién que ;.

k

k
Xa:@é\fai, na:Zdim%Z‘

=1 =1
Extendemos E; a una aplicacién lineal X, — X, que sea nula sobre un complementario de ¥t;.

Los subespacios
Si = (P + Ei)(R7)

por la proposicién 4.5 cumplen S; € C(Ae,B.) Vi=1,2,...,k.

Ademas, son independientes porque si

(P—I—EZ')ZL‘i:O 33‘265)%:( Vi=1,2,....,k
1

k
1=
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tendremos
k k

Z T; = — Z Eil'i
i=1

i=1
pero

k k
dmeX y > Exicd,
=1 =1

entonces, por ser X, = X @ X,, resulta

k
=1

y al ser
k
X, =P X,
i=1
tenemos que E;jx; =0 Vi =1,2,...,k. Finalmente, como FE;x+« es un isomorfismo, resulta

=0 Yi=1,2,.. k.
Segtn el lema 3.1 se cumple EDP 1).

EDP 2) se verifica porque

Si C (P+E)K:) C (K@ Xa).
j#i
Finalmente,
Si+t(KioX,)=(P+E)R)+(Kid A,) =
=R+ K)DX, =X DX, =X, quees EDP 3)

Veamos que se puede reducir la dimensién de la extensién.

Lema 4.8 Sean {R;} ., subespacios vectoriales de X,

k k
Ng = Z dim¥®; — dim (Z %) .
i=1 i=1

Si dim X, = ng y definimos X, = X ® X, existen homomorfismos E; : X, — X, 1 < i < k,
tales que ImE; C X,, 1 <i <k, y {Si:=(P+ E)R;}, 1 <i <k, son independientes.

Demostracion.

Consideramos los subespacios 7; de X’ definidos por

7, = {0}

i—1
T=R[]|D.%]| i=23.. .k
j=1



Tenemos que

k k k i—1 k i
Zdim(?}):ZdiméRi—i—Zdim R, —Zdlm ZiRJ
i=1 i=2 i=2 j=1 i=2 j=1

k k—1 i k i
:ZdlméﬁlJerlm Z?ﬁj delm Z%j =
1=2 =1 J=1 =2 j=1
= Z dim R; — dim (Z §RZ>
i=1 i=1
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Consideramos isomorfismos E; : 7; — X,, y los extendemos a E; : X, — A&, con la aplicacion

nula en un complementario de 7; en X, =X & X, y

Los subespacios S; son independientes. En efecto, si

i—1
T €S m Z Sj
j=1

tendremos que

i—1
x:(P+Ei)ri:Z(P+Ej)rj con r;eR; 1<j<i
j=1

de donde, por ser X, = X & X, resulta
i—1
T, = Z ’I”j
j=1
i—1
Eir; — Z Eijr; =0
j=1

la primera igualdad dice que r; € 7; y la segunda, por ser

que
EjTjZO 1§j§7,

por tanto ; € 7; N Nuc E; = {0} con lo que x = 0.

Teorema 4.9 Si EDP tiene solucion, podemos reducir la ampliacion a

k k
ne =y dim(R}) — dim (Z %;)
=1 =1
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Demostracion.

La demostracion del teorema 4.7 se basa en que los espacios S; = (P+E;)(R}) son independientes
y segun el lema 4.8 también es asi con las F; definidas alli. El resto de la demostracién vale de
la misma forma. [ |

Ejemplo 4.10 X =R® U =R?, Z=R?

01000 01
000O0O0 10
A=10 01 1 0 B=10 0
10001 0 0
0 00 0O 01

Di=(1 0000

~—

Dy=(0 0 0 0 1)

Si denotamos por {e;};.;<5 la base natural de X' = R® y {u1,us} la base natural de U = R2.
Tendremos que

’Cl - NUCDl — [62763”64;65] = ]CQ

’CQ = NUCDQ = [617€2a€3?€4] = Kl

Ki=(fom 1)'(0) yaque
(fom 1) (0)=BNKy = [e]
(fom ) [e2] = f ([e2,ur, u2] N FHKL)) = f (Je2, ur,u] N [e1, 3, €4, €5, u1, €2 — us]) =
= [e2, es]
(for b [e2,e5] = f ([62,65,U1,U2] N f_l(lCl)) = [e2, €5, €4]
(fom b [e2,e5,e4] = f ([62,65,64,u1,u2] N f_l(/Cl)) =K.
Por ello, K; es de controlabilidad y R5 = Ky .

K= (for )" (0) yaque

(foﬁfl) (0) =BNKy= [62]
(fom ') [ea] = f ([ea, ur, ua) N f71(KC2)) = [ ([ea, ur, ug] N (X @ [ua])) = [er, 2]
(f oﬁ_l) le1, ea] = f ([e1, ez, ur, uz] N (X & [u1])) = [ea, €1, €3]
]

(f Of_l) [64761562 = f ([64a 61,62,U1,U2] N (X S [ul])) = [63’64761762] = ]CQ .

Por ello, K9 es de controlabilidad y R} = Ks.

Tenemos que K1 N Ko # {0} pero K1 + Ko = X con lo que EDP tiene solucién ampliando el
sistema, con

na:dim(ng)—i—dim(lCl)—dim(lCl—i—ng):4+4—5:3

ecuaciones.
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