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0 引 言

无线自组织（Ad Hoc）网络是一组带有无线通信收

发装置的移动节点组成的一种对等的无中心分布式网

络。网络中的每个节点既是路由节点，又是终端。所有

的节点都是平等的，不存在中心节点。与传统的网络相

比，无线自组织网络具有组网灵活，接入快，抗毁能力强，

不怕恶意攻击等优点，在军事用途以及灾后救援方面，能

够第一时间架设组网，满足通信需求。近年来在民用项目

上也渐渐崭露头角 [1]。尤其是在完成连续和无缝通信的

要求上，Ad Hoc网络将会成为 Internet网络重要的一个延

伸点，可以应用于与移动通信和计算机网络相结合的各

种网络需求上。凭着这些优势，无线自组织网络已经逐

渐成为了众多专家和学者广泛关注和研究的热点了[2]。

由于无线 Ad Hoc网络的通信是基于 TDMA时隙分

配多址接入原理的，但由于没有中心节点，因此整个网

络的时间同步问题便成了网络通信需要解决的首要问

题。只有保证了整个网络的时间的正确同步，才能实现

信号的正确收发、控制以及数据的传输，也是协议正常

运作的一个基础。

如何能够快速并准确地让整个网络的所有节点都

收敛到同一个时间值，是众多算法想要实现的一个目

标。近几年对复杂网络的研究发现，分布式网络的收敛

速度，和它的拓扑结构有着紧密的联系 [3⁃7]。网络节点度

分布、网络熵、网络半径等参数都渐渐进入各方的研究

视野。作为表述网络中节点与节点之间关系密切程度

的一个量纲，聚类系数至今却鲜有人研究。因此，本文

在RGG（Random Geometric Graph）模型的基础上研究聚

类系数在有边界、无边界网络等各种情况下的特性，分

析其与收敛速度之间的关系。

1 聚类系数与网络收敛

1.1 聚类系数

从广义上来讲，聚类系数就是表示网络中节点的邻
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居之间关系紧密程度的一个系数。网络中把一个节点

通信范围内的其余节点都视为与这个节点连通，则这些

节点就成了它的邻居节点。假设一个节点 a 有 m 个邻

居节点，这 m 个邻居之间相互又是邻居的节点有 n 对，

那么根据这个，聚类系数的定义就是：

Ra = n
C2

m

= 2n
m(m - 1) （1）

即邻居的节点互相成为邻居的概率[8]。对于全网的

平均聚类系数，那就是网络中所有节点的聚类系数的平

均值[9]：

R = 1
N∑i∈ N

Ri （2）
很显然聚类系数 R 取值范围在 0~1之间。聚类系

数越大，则说明节点的邻居之间联系越紧密，极端的情

况就是当聚类系数为 1时，网络中所有节点都是两两互

为邻居。

1.2 次大特征值

网络的收敛速度和网络的拓扑结构有很大关系 [10]，

而其中比较直观的一个参数就是邻接矩阵 A 转化成拉

普拉斯矩阵 L 后的特征值向量：

L =D - A （3）
式中 D 为网络的度矩阵，对角线上为各个节点的度。

通过研究发现，拉普拉斯矩阵的特征值向量能够反

应网络收敛的性能，特别是次大特征值 λ2。λ2 越小，网

络的收敛速度越快[11]。

因此便可以从次大特征值作为切入点来研究网络

的拓扑参数对收敛速度的影响。

图 1通过数值仿真的方式展示了在网络中节点均

匀分布时，网络的聚类系数与次大特征值的关系。可以

看出，随着网络中节点连通性的增大，即聚类系数的增

大，网络的次大特征值越小。并且在不同的网络节点数

（密度）下，情况几乎一样。由图 1可以看出，网络的聚

类系数越大，则网络的收敛性能越佳。

图 1 均匀分布网络中聚类系数与次大特征值的关系

2 聚类系数推导

本节将讨论在无边界情况下的聚类系数的理论值，

并给出有边界情况下的推导思路。

首先假定网络是无边界的，网络中有 N 个节点均

匀分布，节点的通信半径为 r。由式（1）和式（2）可知，只

要知道了网络的节点分布概率密度，就可以求出每个节

点的平均邻居数，又由于节点是均匀分布的，则也可依

概率求得节点间互为邻居的概率。因此求平均聚类系

数，便等价于求一个节点的平均邻居个数
-m，与邻居中

相互存在链路的概率 Pm ，即：

-R =
C2
-m ⋅ Pm

C2
-m

= Pm （4）
式中：Pm 为条件概率，即前提为节点 j，k 均为节点 i 的

邻居，同时，节点 j 和 k 的距离又在通信半径之内。

如图 2所示，已知节点 j，k 均为节点 i 的邻居，那么

Pm 的概率即节点 k 落在阴影部分 S 中的概率。又由于

节点 k 是均匀分布，且必定在 i 的通信范围内，那么：

Pm =
-S (πr2) （5）

其中
-S 为阴影部分面积 S 的平均值。 φ 为圆心角，

l 为节点 i 和 j 的圆心距，由于对称性，因此只考虑半个

圆之间里面的节点位置范围，则 l∈(0, r)，φ∈(23π,π)。

图 2 计算 Pm 结构示意图

阴影部分的面积：

S = 2æ
è
ç

ö

ø
÷

φπr2

2π - r2 sin φ
2 （6）

因此只需要知道 φ 的概率密度函数来计算阴影部

分的面积均值。这里设 l 的概率分布函数为 F(L)，概率

密度函数为 f (L)，φ 的概率分布函数为 G(Φ)，概率密度

函数为 g(Φ) ，因此 cos (φ 2)= l (2r)，因此 φ = 2r arccos l。

由于 l = (xi - xj)
2 + (yi - yj)

2 ，而节点坐标 (x,y) 又服从均

匀分布，则 l 的概率分布函数为：

F(L) =

ì

í

î

ïï

ïï

0, L  0
πL2

πr2
, 0 < L < r

1, r L

（7）
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根据定义有：

G(Φ) = P(φ Φ) = P(2 arccos L
2r Φ) = P(2r cosΦ2  L  r)

= F(r) - F æ
è

ö
ø

2r cosΦ2 = -2 cosΦ - 1 （8）

因此，有：

g(Φ) =
∂G(Φ)
∂Φ

= 2 sinΦ （9）
则根据式（6）可求得阴影部分平均面积：

-S = ∫2
3π

π
S ⋅ g(Φ)dΦ = r2(π - 3 3

4 ) （10）
代入式（4），（5）可得平均聚类系数：

-R =
C2
-m ⋅ Pm

C2
-m

= Pm = 1 -
3 3
4π （11）

通过理论证明发现，在无边界情况下，均匀分布的

网络，其聚类系数与节点密度、通信半径等都没关系，为

恒定常数。这是因为在理想情况无边界的条件下，网络

都是均匀分布的，因此聚类系数也没有差别。但实际情

况肯定不存在无边界，所有的网络都是有边界的，而且

Ad Hoc网络一般也不会很大到视为无边界，所以比较

有意义的还是在有边界情况下的聚类系数。

这里暂时给出理论推导有边界情况下的聚类系数

的思路。不管网络分布区域是圆形，还是矩形，将网络

分为 S1、S2 两个部分，如图 3所示。

图 3 有边界网络分割示意图

图 3中，S1 的边界与外边界的距离为节点的通信半

径 r，则 S1 可视为是无边界情况，里面的节点的聚类系

数即可用无边界聚类系数公式计算。剩下只要计算 S2

部分节点的平均聚类系数就好了。

3 仿 真

3.1 无边界情况

3.1.1 聚类系数与节点密度

无边界情况下，当节点个数 N = 40,80,⋯,400,网络

半径 R = 0.5，通信半径 r = 0.2 时，聚类系数和节点个数

的关系如图 4所示。从图 4中可以看到随着节点密度的

增加，网络的平均聚类系数是不变的，和理论计算值相

吻合，从而验证了理论推导的正确性。

图 4 聚类系数和节点个数的关系

3.1.2 聚类系数与通信半径

无边界情况下，当节点个数 N = 100，网络半径 R =
0.5，通信半径 r = 0.1，0.2，0.3，0.4时，聚类系数和通信半

径的关系如图 5所示。从图 5中可以看到，随着网络通

信半径的增加，网络的平均聚类系数基本保持不变，和

理论值大致吻合。但可以看到，在网络半径较小时，网

络的连通性得不到保证，仿真值会有点偏差。

图 5 聚类系数和通信半径的关系

3.2 有边界情况

3.2.1 聚类系数与节点密度

图 6是在考虑边界效应情况下，节点个数 N = 25，
30，…，180，通信半径 r = 0.3，在不同网络区域中考察节

点密度与聚类系数的关系。从图中可以看出，有边界情

况下，无论是方形区域还是圆形区域，网络的平均聚类系

数都不会因为节点密度的变化而有太大变化（节点密度

小时可能连通性不佳导致聚类系数略有点小）。且有边

界情况下的聚类系数值趋于稳定时，和无边界情况相近。

3.2.2 聚类系数与通信半径

图 7是在考虑边界的情况下，节点个数 N = 50，通
信半径 r = 0.2，0.21，0.22，…，1，在不同网络区域中考察

通信半径与聚类系数的关系。从图中可以看出，随着通

信半径的增大，网络聚类系数越来越趋于 1，且在方形

区域和圆形区域中趋势是基本相同。相同通信半径下，

方形区域会比圆形区域网络聚类系数小，这是因为方形
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区域的面积略微比圆形区域大造成的。基本可以说明

在有边界情况下聚类系数与网络形状无关。

图 6 聚类系数和节点个数的关系

图 7 聚类系数和节点个数的关系

4 结 论

本文给出了聚类系数在无边界情况下的理论公式

推导，并仿真证明其正确性。并给出了有边界情况下的

聚类系数理论公式推导的指导思路。通过仿真发现，有

边界情况下，网络的聚类系数与网络密度关系不大，但

受节点通信半径的影响很大。因此其理论公式很有可

能与节点密度无关，而与节点通信半径有关。
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