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一种 LDPC码的联合译码算法

方 毅, 张建文, 王 琳
(厦门大学通信工程系, 福建 厦门 361005)

摘 要: 在加性高斯白噪声( additive white Gaussian noise, AWGN)信道中设计一种低密度奇偶校验( low

density par it y check, LDPC)码的最大似然译码算法是一项具有挑战性的工作。麦克斯韦译码算法在二进制擦除

信道下具有优越的性能,但把这种算法移植到其他信道却非常困难。引入了信道转换的思想实现两个不同信道

之间的转换,并利用该方法成功地将麦克斯韦算法应用到 AWGN 信道中,提出了一种将信度传播算法和麦克斯

韦算法有机结合的联合译码算法,即信度传播- 麦克斯韦译码算法 ,该算法可缩小与最大似然译码算法之间的性

能差距。仿真表明 ,该译码算法可打破大多数小陷阱集从而获得比信度传播译码算法更低的误帧率,并且可消除

大多数信度传播译码后出现的小错误。
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Joint decoding algorithm of LDPC codes

FANG Yi, ZHANG Jian w en, WANG Lin

(Dep ar tment of Communication Engineer ing, X iamen Univer sity , X iamen 361005 , China)

Abstract: Designing a realizable max imum likelihood ( ML ) decoder for low density parity check ( LDPC)

codes is always a challenging w ork over an addit ive w hite Gaussian noise ( AWGN) channel. Although M axwell

decoder is well known for its excellent performance over the binary erasure channel ( BEC) , it seems that gener

alizing this algorithm for other channels is difficult . T his paper introduces an idea called channel transformat ion

wh ich could realize the conversation between two diff erent channels. A M axwell decoder is applied t o an AWGN

channel. In terms of this method, and a joint decoder BP M axwell ( BM ) decoder is proposed which combines a

belief propagat ion ( BP) decoder and a M axwell decoder, to reduce t he gap to t he ML decoder in performance.

S imulat ion result s show t hat t he BM decoding algorithm could break most small trapping set s t o accomplish a

lower frame error rat e ( FER) . M oreover it also could elim inat e most of the small scale errors compared w ith a

BP decoder.

Keywords: low density parity check ( LDPC) code; belief propagation M axwell ( BM ) decoder; frame error

rat e ( FER) ; small scale error

0 引 言

文献 [ 1]提出的低密度奇偶校验 ( low density parity

check, LDPC)码在信度传播 ( belief propagation, BP)译码

算法下的性能非常接近香农限 ,该算法已被广泛应用到

LDPC码的译码中。然而, BP译码对于有限长的 LDPC码

并非是一种最佳译码算法, 只能作为一种次优译码算法。

在加性高斯白噪声( additive white Gaussian noise, AWGN)

信道中 BP译码停止于 LDPC码的陷阱集,该集合是导致错

误地板的主要原因之一。因此,对于有限长的 LDPC码,如

何找到一种能够有效消除陷阱集并进一步接近最大似然译

码( maximum likelihood decoders, MLD)的译码算法是一

项非常具有挑战性的工作。研究表明,通过改进型的 BP算

法
[2- 4]
或对 BP 算法进行后处理

[ 5- 9]
都可在一定程度上解

决该问题 ,但效果并不理想。基于这种后处理技术的启发,

本文尝试将那些在二进制擦除信道 ( binary erasure chan

nel, BEC)中优秀的译码算法应用到 AWGN 信道中以更加

有效地解决此问题。

如何改善 BEC信道中的 LDPC 码的性能已得到广泛

研究,例如,在文献[ 10- 14]中 , BEC信道下一些好的译码



1388 系统工程与电子技术 第 33卷

算法相继被提出。尤其是对具有最大似然译码性能的

Maxwell算法的研究[ 15]为寻求其他信道中译码算法的优化

方法提供了一个很好的范例。因此,将这些性能优秀的译

码算法应用到AWGN 信道中是一项非常有意义的工作。

本文引入了一种全新的思想 信道转换,通过这种

思想可以将 BP译码后的AWGN 信道转换为 BEC信道 ,同

时将一些陷阱集转化为停止集,从而可把 Maxwell译码算

法作为 BP 译码算法的后处理方法。由于 BEC 信道中

Maxwell算法可以打破一部分停止集,因此通过这种方式

可消除大多数小陷阱集。简言之 ,本文提出了一种信度传

播- 麦克斯韦( BP Maxw ell, BM)的联合译码算法,该算法

将 BP算法和 Maxwell 算法有效结合在一起。BM 译码算

法只需很少的迭代次数但却比 BP 算法更接近最大似然译

码。仿真结果表明,在 AWGN 信道中, BM 译码算法性能

优于 BP 译码算法 ,并且当 BP译码停止于小陷阱集时该算

法的性能优势更加明显。同时,该算法还能缩小与MLD的

性能差距,并为在 AWGN 信道中寻找更接近 MLD 的译码

算法提供新的思路。

1 BM译码算法

BM 译码算法包括三个步骤:

步骤 1 BP 译码;

步骤 2 信道转换(构造剩余图) ;

步骤 3 M axwell译码。

本节首先介绍一些基本符号和相关概念, 其次简述

Maxwell译码的基本步骤, 最后详细阐述 BM 译码算法。

本文余下部分所涉及的似然信息 ( log likelihood ratio ,

LLR)都是指 BP译码后变量点的似然信息。

1. 1 定义与概念

LDPC码是由稀疏的校验矩阵定义的一种线性分组

码,每个校验矩阵都可由一个含有两类节点集合的因子图

表示:一类为代表编码后比特的变量点 ,另一类为代表校验

约束关系的校验点。给定一个 LDPC码 ,定义: V, C分别表

示变量点集合和校验点集合; mvc , mcv分别表示变量点传递

给校验点的信息及校验点传递给变量点的信息; v( ci )表示

与校验点 ci 关联的变量点集合; nc 表示与某个变量点关联

的校验点中校验和不满足的校验点个数; 表示 V 中被擦

除变量点(擦除符号用 ? 表示)的子集;同时 ,引入符号变

量 x i 来表示在停止集中的一些擦除符号,并将 x i 的集合记

为 。

定义 1 剩余图G是指由被擦除的变量点和与之关联

的校验点所构成的原因子图的一个子图。

定义 2 考虑一个校验点 ci 和与之关联的变量点集合

v( ci )。若与 ci 关联的变量点的 LLR 绝对值( | L LR | )在

v( ci )中是第 m 小的值 , 则该变量点的似然信息标志位

为m。

1. 2 Maxwell译码器

Maxwell译码算法最早是为了分析 BEC 信道下 BP 译

码和MLD之间的联系而提出。本节将简要介绍 M axwell

译码的基本步骤:在初始化过程中剩余图中的各校验点进

行校验和累加,之后M axwell译码器开始进行串行译码。

步骤 1 若剩余图 G是一个空图,则转至步骤 6;

步骤 2 若剩余图中度为 1的校验点个数为 0,即译码

器停止于一个非零的变量点集合(停止集) 中,则转至步

骤 5;

步骤 3 在剩余图中随机选择一个度为 1的校验点 ,将

该校验点的信息mcv传递给与之关联的变量点,并计算相关

变量点的信息mv c。若 mvc = mcv ,则删除该校验点及其关联

的边。若某个变量点关联多个度为 1的校验点,选择一个

最可靠的校验点并将其信息传递给该变量点。由于某个变

量点关联的多个度为 1 的校验点的信息一定相等,因此当

有多于一个校验点含有符号变量 x i 时,就可以建立相应的

方程,通过解方程可以得到 x i 的值;

步骤 4 将步骤 3中选择的变量点的信息 mv c传递给

与之关联的其他校验点并更新其信息m cv。假设校验点原

始信息为 m c v ,则 mcv = m cv mv c (其中, 是 异或 运算

符) ,删除该变量点及与之关联的边。转至步骤 1;

步骤 5 随机选择一个擦除变量点 vi 并令其信息为

m vc = x i。将该信息传递给与之关联的所有校验点并更新

其mcv值,删除该变量点和与之关联的边。转至步骤 2;

步骤 6 若仍然存在未解出的未知数 x i ,则通过对 BP

译码后似然信息进行硬判决得到相应的 x i 值;

步骤 7 得到所有变量点的值并输出译码后的比特,

译码结束。

1. 3 BM译码算法

BM 译码算法三个步骤中最重要的一步是信道转换,

因为通过该步骤可以将 AWGN 信道下的译码问题转化成

BEC信道下的译码问题, 并将 M axwell 译码算法应用到

AWGN 信道中。BM 译码算法的详细译码过程如下:

( 1) 在AWGN 信道下传输一帧 LDPC 码,若在 BM 译

码算法步骤 1中, BP 译码停止于一个非空的变量点集(陷

阱集) ,则计算该帧中校验和不满足的校验点个数 nc。再进

行 BM 译码的后两步。

( 2) 在 BM 译码算法步骤 2中,若 nc > K (预设的门限

值) ,则不进行剩余图的构造,此时将 BP 译码结果作为 BM

的译码结果;若 nc K ,则开始构造剩余图 ,对于每个校验

点 ci ,选择v(ci )中 LLR 绝对值最小的前 个变量点 ,并将

这些变量点的| L LR| 值分别与预设的维数亦为 的门限值

集合 中的元素 i 进行比较,其中第 m小的| L LR| 值对应

与 中的第m 个值 m 进行比较。然后 ,按照式( 1)的擦除

规则进行变量点擦除 ,得到擦除集合 。

| LLR i | < i , v i = ?

LLR i > + i , vi = 0

LLR i < - i , vi = 1

(1)
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式中, L LRi 表示绝对值第 i 小的似然信息 ; i 表示 中的第

i个元素。

最后,由集合 和与之关联的校验点集合构成剩余图。

至此,信道转换步骤结束, AWGN 信道转换成对应的 BEC

信道。步骤 2中参数 K 取值只与码长有关。而 和 中的

值的选择与不同的码集有关,其中 的选取要尽量让所有

的错误变量点都被擦除,同时正确的变量点不被擦除,因此

通常选取所有错误变量点中似然信息标志位的最大值。

下文将通过实例说明如何选取这几个参数值。

( 3) 在 BM 译码的步骤 3中 ,在 BEC信道中进行M ax

well译码。

例 1 [ ( 3, 6) 规则 LDPC 码,码率 r= 0. 5,码长 n=

1 000] : 在仿真过程中,只考虑错误比特小于码长的 1%的

错误情况,即 10个错误比特。由于 10错误比特至多关联

30个校验点,为留有一定余量, 取 K = 45。对于该 LDPC

码,在信噪比( Eb/ No) = 2. 8 dB时 ,似然信息标志位对应的

变量点的错误概率密度函数如图 1 所示,该函数的形状与

信噪比无关。

图 1 ( 3, 6)规则码时似然信息标志位对应的

变量点的错误概率密度函数

由图 1可知,在集合 v( ci )中 ,绝大多数错误的变量点

对应的| L LR| 值是最小值,为了尽可能将所有错误变量点

都擦除,因此取 = 4(从实验观察可知 ,若 = 5导致剩余图

太大, M axwell译码器无法正常工作) ,即在 BM 译码算法

步骤 2中,在 v( ci)中选择 4个 | L LR| 值最小的变量点,并按

式(2)进行擦除。

| LLR最小 | < 1 ( 1 = 2
th
)

| LLR第2小 | < 2 ( 2 = 4 th )

| LLR第3小 | < 3 ( 3 = 3. 25 th )

| LLR第4小 | < 4 ( 4 = 3. 25 th )

,擦除该变量 (2)

式中, L LR最i小表示 v(ci )中第 i小的似然信息值; i 表示

中的第 i 个元素。

不同信噪比下对应的 th的经验值如表 1 所示。参数
th及系数的值是 BM 译码算法步骤 2中最关键的两个参

数,这两个参数值是通过分析 BP 译码后每个校验点关联的

变量点 LLR 绝对值分布规律得到的,即
th
经验值的选取需

通过实验得到,
th
取值要能纠正尽可能多的 BP译码后出现

的小错误 ,且尽量消除误判(不能将正确比特擦除 )。由于
th
的优化可减少信道转换过程中软信息的损失,因此该参

数的优化可以提高 BM 算法的性能。

表 1 ( 3, 6)规则码的参数 th值

信噪比/ dB 2. 0 2. 3 2. 5 2. 8 3. 0 3. 2

th值 1. 60 1. 80 2. 05 2. 65 3. 20 3. 70

综上所述,对规则 LDPC码 , BM 译码中的各个参数分

别为 K = 45, = 4, 值为

= { 1 = 2 th , 2 = 4 th , 3 = 3. 25 th , 4 = 3. 25 th }

(3)

式中, i表示 中的第 i 个元素。

例 2 [非规则 LDPC码 ] : 已知非规则 LDPC码的度

分布对表示为

( x) = 0. 222 3x + 0. 388 4x 2 + 0. 193 4x 7 + 0. 195 9x 14

( x) = 0. 183 1x 6 + 0. 816 9x 7 (4)

该码的码率 r= 0. 538,码长 n= 1 000,取 K = 45。在 Eb/

N o= 2. 8 dB时, 似然信息标志位对应的变量点的错误概

率密度函数如图 2所示。根据对图 2的分析,也取 = 4,通

过实验得到不同信噪比下对应的
th
的经验值如表 2所示。

图 2 非规则码似然信息标志位对应的

变量点的错误概率密度函数

表 2 非规则码的参数 th值

信噪比/ dB 2. 0 2. 3 2. 5 2. 8 3. 0 3. 2

th值 2. 40 2. 70 3. 00 3. 20 3. 65 3. 80

2 BM算法的优化

从前面部分可知 BM 译码算法的性能主要取决于信道

转换的概率 ,故步骤 2 是 BM 算法译码最重要的一步。因

此,优化的主要工作就是优化 BM 算法步骤 2中的一些关

键参数以改善 BM 算法的性能。

首先 ,给定一个 LDPC 码, 假设其信道转换概率为

p t rans , M axw ell算法和 BP 算法的误帧率 ( frame error rate,

FER)分别为 P M
e 和 P BP

e 。若信道完美转换,则有 p trans = 1。

根据全概率公式可得到 BM 算法的 FER表达式为

p BM
e = p trans p M

e + (1- p trans ) PBP
e =

P BP
e - ( PBP

e - pM
e ) p t rans (5)



1390 系统工程与电子技术 第 33卷

式中, P
BM
e 表示 BM 算法的误帧率。

从式( 5)可知 ,给定一个 P
BP
e ,可以通过提高信道转换概

率 p trans或降低M axwell算法的误帧率 P
M
e 来改善 BM 算法

的 FER性能。

2. 1 剩余图的优化

信道转换的概率主要取决于剩余图构造的精确程度,

下面提出两种剩余图的优化算法。

2. 1. 1 擦除规则的优化

可以同时利用校验和值及变量点 LLR 值两个参数来

对变量点进行擦除,这种改进后的比特擦除算法步骤如下

(以例 2的非规则 LDPC码为例)

步骤 1 若某个校验点的校验和不满足,则按照式( 2)

对相应变量点进行擦除。

步骤 2 若某个校验点 ci 校验和为 0但与之关联的某

个变量点已被擦除,则对 v( ci )中 | LLR | 值最小的两个变量

点进行擦除 ,即若校验和 S= 0且 vi = ? ( vi v( ci) ) ,则

vk = [ v i : min
v
i

v (c
i
)
{ | LLR | } ]

vk = [ v i : secondmin
v
i

v( c
i
)

{ | L LR | } ]

, v k = ? (6)

式中, min
vi v( ci )

{ | L LR| }、secondmin
vi v( ci )

{ | L LR | }分别表示求 v( ci )

中| L LR |最小、第 2小值的函数。

通过算法可找出那些校验和满足但含偶数个错误变量

点的情况。

2. 1. 2 门限值的优化

由于 BP 译码后发生小错误和大错误的情况下似然信

息的分布规律差别很大,小错误发生时 | L LR | 均值往往比

大错误发生时的大很多。因此,根据不同的错误类型,应分

别设置不同的擦除门限值而非单一的门限值 ,这样可提高

剩余图的精确度。因此 ,改进后的门限值设置规则表示为

th =
A, nc < 30

A - 0. 5, 30 nc < 45
(7)

式中,参数 A 是小错误情况下的 th值。

2. 2 Maxwell译码算法的优化

由于 BM 算法中不可能实现完美转换, 故转换概率

p t rans一定小于 1。BM 算法中的 Maxwell 译码与标准的

Maxwell译码最大的区别在于 BM 算法常会出现方程个数

小于未知数个数的情况,这种情况下无法进行 M axwell译

码。因此, Maxw ell算法的优化关键在于如何提高上述情

况下的译码性能。由于 | L LR| 值的大小可表征该变量点的

可靠程度,故当方程个数小于未知数个数时,可以在这些变

量点中选取 | L LR| 值最大的一部分(例如: 1/ 4)所对应的变

量点进行硬判决,之后再代入方程中解出其余的未知数,仿

真表明这样处理后 Maxwell译码的性能得到一定的改善,

其硬判决规则表示为

若 x i T, x i =
1, LLR i < 0

0, 其他
(8)

式中, T为集合 中 | L LR| 值最大的那部分(例如: 1/ 4)变

量点的子集; L LR i 为 x i 的 LLR值。

3 仿真结果及分析

本节分别给出了优化后的 BM 算法对 1. 3节例题中所

用的规则码和非规则码的仿真结果和性能分析。仿真是在

二位移相键控( binary phase shift keying, BPSK)调制下通

过AWGN 信道进行的。

首先 ,根据译码后每帧码字包含信息位中错误比特数

的多少将错误帧分为 3 类:第 1类错误帧为含有的信息位

错误比特数小于码长的 1%的错误帧,即错误比特小于 10;

第 2类错误帧为信息位错误比特数介于码长的 1%~ 2%之

间的错误帧;第 3类错误帧为错误比特数大于码长 2%的错

误帧。

对码长 n= 1 000的( 3, 6)规则 LDPC 码和度分布对

式( 4)所确定的非规则 LDPC码的仿真结果如图 3、表 3、图 4

所示。图 3描述了 BP和 BM 译码对这两种码型的 FER曲

线。从图 3可知对于规则码和非规则码,在相同的 FER 条

件下, BM 算法的性能增益较 BP算法分别提高了约 0. 1 dB

和 0. 2 dB;由仿真分析得到, BM 算法的时间复杂度较 BP

增加了 18%左右。表 3和图 4分别描述了非规则码在 BP

译码后,总错误帧为 100帧 (由于有时仅校验位比特出错,

故表中 BP 译码后 3类错误帧数之和会小于 100)的条件

下, BP 译码和 BM 译码后的不同类型的错误帧分布情况,

以及两种译码后第 1类错误帧中总错误比特总数的比较

图。表 3反映了 BM 算法可显著降低 BP 译码后的第 1类

错误帧。例如,在 Eb/N o= 2. 5 dB时, BP 译码后第一类错

误帧为 66帧,而 BM 译码之后只有 22帧。由图 4可知,在

不同信噪比下, BP 译码后第 1类错误帧的错误比特总数约

为 300,而 BM 译码后基本都在 150以下 ,通过仿真可知对

规则码也有类似的结论。因此,在 AWGN 信道下对规则码

和非规则码, BM 算法都可消除大多数 BP 译码中出现的小

错误,使 FER性能得到一定的改善。

图 3 ( 3, 6)规则码和非规则码的 BP 译码

与 BM 译码的误帧率曲线
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表 3 非规则 LDPC码 BP译码和 BM译码后

不同类型的错误帧分布表

信噪比/ dB 2. 0 2. 3 2. 5 2. 8 3. 0 3. 2

第 1类( BP) /帧 67 70 66 72 76 73

第 2类( BP) /帧 13 10 14 12 9 7

第 3类( BP) /帧 13 10 13 6 11 16

第 1类( BM) /帧 19 22 22 24 32 28

第 2类( BM) /帧 13 7 11 12 11 6

第 3类( BM) /帧 12 10 12 6 8 16

图 4 非规则 LDPC码 BP译码和 BM 译码后第 1类

错误帧的总错误比特数的比较曲线

仿真结果表明 ,在 AWGN 信道下传输 LDPC 码, BM

译码具有比 BP 译码更低的误帧率,且时间复杂度增加不

大。但由于在信道转换过程中存在软信息的丢失, 使得

BM 算法的误比特率性能优势不是非常明显。因此,更深

入的剩余图优化可进一步提高 BM 算法对于 BP 算法的性

能增益,这将是我们未来工作的一个方向。同时 BM 译码

算法可以消除大多数 BP 译码算法不能消除的小错误。在

AWGN 信道中 LDPC 码的错误地板主要是由低重近码

字
[16]
或小陷阱集

[ 17]
导致的,而低重近码字和小陷阱集都是

由于小错误引起的。因此, BM 算法对小错误卓越的纠错

性能使其可能对进一步解决 LDPC错误地板问题有一定

帮助。

4 结 论

在 BEC信道下, M axwell译码算法是一种最大似然译

码算法。本文提出的信道转换的思想实现了 AWGN 信道

与 BEC信道之间的转换。通过该方法有效地将 BP 算法和

Maxwell算法相结合,并提出了一种联合译码算法 BM

译码算法。仿真实验表明,在 AWGN 信道中当 BP 算法停

止于一个小陷阱集时, BM 算法往往可以成功地打破这些

陷阱集,而且 BM 算法具有比 BP 译码算法更好的 FER 性

能,且不会增加很大的时间复杂度。因此,对于 LDPC码而

言, BM 算法可以作为一种向 ML 译码逼近的更好的次优

算法。同时 , BM 算法可在较少的 BP 迭代次数下消除大多

数 BP 译码不能消除的小错误。但是,由于大错误发生时信

道转换概率远低于小错误发生时的信道转换概率, 因此

BM 算法对 BP译码后出现的大错误的纠错性能并不理想。

所以,进一步优化 BM 算法可能能够更加有效地解决大错

误问题。
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