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GF(22)域上的LDPC码在深空通信中的应用研究 
黎  勇 1,2，王  琳 1，魏琴芳 2，徐位凯 1 

(1. 厦门大学通信工程系，厦门 361005；2. 重庆邮电大学编码技术研究所，重庆 400065) 

摘  要：提出了一种近似等效信道模型，实现了 GF(22)域上的 LDPC 码在深空通信系统中的嵌入

设计。仿真结果表明：当数据帧长为 1784bits，bit error rate(ber)为 2×10-6，采用 FFT-BP 译码算法，

50 次迭代时，GF(22)域上的 LDPC 码相比 RS 码与卷积码级联码具有 4.8dB 的编码增益；如果采用

MAX-LOG-BP 简化译码算法，10 次迭代时，前者仍然能获得约 3.8dB 的增益，且复杂度可以接受。 
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Applications of LDPC Codes on GF (22) in Deep-space Communications 
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Abstract: An approximate equivalent channel model was proposed to realize the design of LDPC codes on GF(22) embedded 
in deep-space communication systems. Simulation results show that an LDPC code on GF(22) obtains 4.8 dB coding gain 
compared with a serial concatenation of a RS code with a convolutional code using the FFT-BP decoding algorithm with 50 
iterations, when data block size is 1784bits, ber 2*10-6. However, based on the MAX-LOG-BP simplified algorithm with 10 
iterations, the former has also about 3.8 dB gain, and the complexity can be accepted. 
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引  言1 

《中国的航天》白皮书确定了中国航天事业远期发展目

标：充分发展空间技术，开发空间资源以满足国家安全以及

经济建设的广泛需求，进一步增强综合国力[1]。这给我国深

空通信事业的发展带来了空前的契机。 

深空通信信道可视为功率受限而带宽丰裕信道，属于典

型的以有效性换可靠性的传输信道。在深空通信中，由于传

输距离很长，导致信号衰减非常严重，因而误码率很高。而

纠错编码以牺牲一定的带宽利用率为代价，可以有效提高功

率利用效率，从而提高系统的可靠性。因此，在目前的深空

通信系统中，都无一例外的采用了纠错编码技术。传统的深

空通信中采用 RS 码与卷积码的级联码作为纠错码方案。而

随着 Turbo 码的发明[2]和 LDPC 码的重新兴起[3]，它们相对

于 RS 码的巨大编码增益引起了深空通信领域研究者们的注

意。 

近年来，低密度奇偶校验码（Low-Density Parity-Check 

码，简称 LDPC 码）[3,4]以其靠近香农限的性能及较低的译

码复杂度迅速成为信道纠错编码领域的新热点。LDPC 码相

比 Turbo 码具有更优异的性能，更低的译码复杂度。研究表
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明：在帧长为 10 的 7 次方及 BER 为 10 的-6 次方条件下，

不规则 LDPC 码距香农限仅仅 0.04dB[5]，是迄今为止已知

的离香农限 近的码型。同时，Davey 等发现，经过合理

设计的 GF(q)上的 LDPC 码比二进制 LDPC 码具有更好的

性能[6]。此外，本课题组发现 GF(q)上的 LDPC 码除了具有

较好的纠随机错误能力外，还兼具优异的纠突发错误性能
[7]。因此，本文把 GF(22)上的 LDPC 码嵌入深空通信系统

中，以期寻求到比现有的级联码更适合未来深空通信的纠

错码方案。 

文章结构安排如下：第二部分阐述 GF(q)上 LDPC 码的

编译码原理；第三部分介绍 GF(q)上 LDPC 码嵌入深空通信

系统的设计；第四部分给出仿真结果与分析； 后得到本文

结论。 

1  GF(q)上 LDPC 码的编译码原理 

1.1 编码原理 

多进制 LDPC 码的二部图类似于二进制 LDPC 码，只是

变量节点有 q 种取值，并且校验节点的结构约束更复杂。本

文中，首先生成二进制 LDPC 码校验矩阵，然后把校验矩阵

中的 1 随机的用{1，2，……，q-1}中的元素替换。令 q=2p，

这样我们可以用 p 位二进制比特来传输一个 q 进制符号。编

码方式与二进制 LDPC 码类似，只是现在所有运算遵循的是

GF(q)上的运算规则。GF(q)上的加法和乘法见[8], 例如

GF(22)的加法乘法见表 1。 
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表 1  GF(22)的加法和乘法 

⊕ 0 1 2 3 
0 0 1 2 3 
1 1 0 3 2 
2 2 3 0 1 
3 3 2 1 0 

 
当 H 是一个大的稀疏矩阵时，我们通过高斯消去得到

生成矩阵 G，进而生成码字。 

1.2 译码原理 

定义 x 的元素为噪声符号，z的元素为校验符号。令N(m):= 

{n: Hmn ≠ 0}为参加校验 m 的噪声变量集合。译码的问题是寻

找 可能的向量 x 满足 Hx=z，x 的似然值取决于信道模型。

令 M(n):={m: Hmn ≠ 0}为噪声变量 n 参与的校验集合。稀疏

校验矩阵 Hmn 中的非零元素为 a，a∈GF(q)。我们用 a
mnq 表示

从除去校验m 外其余校验得到的 x的第 n位取 a的概率。 a
mnr

表示 x 的第 n 位为 a 时，校验 m 被满足的概率。其它变量

点的分布由概率 ,
,{ : ( ) \ , ( )}a

mnq n N m n a GF q= ∈ ∈ 得到。 a
mnr 的

值为 

, ,

,: ( )\( )

( ) j

j

n

xa
mn m mmn n

x x j N m nn N m

r H x z qδ
∈∈

= =∑ ∑ ∏            (1) 

假如 LDPC 码采用经典的 BP 算法译码，其复杂度为

o(q2)。而采用傅立叶变换译码可以降低译码的复杂性[9]。因

为式(1)表示 a
mjq 的卷积，求和可以用 a

mjq 的傅立叶变换的乘

积代替，j ∈ N(m)\n，然后作一个傅立叶反变换。GF(2)上的

函数 f 的傅立叶变换 F 为 F0= f 0+f 1，F 0=f 0－f 1。在 GF(2 p)

上的傅立叶变换可看做是 p 维空间上的一系列二进制变换，

因此在 GF(22)上有： 
0 0 1 2 3

1 0 1 2 3

2 0 1 2 3

3 0 1 2 3

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]

F f f f f
F f f f f
F f f f f
F f f f f

= + + +

= − + −

= + − +

= − − −

                      (2) 

同理可以得到傅立叶反变换，只是要除以 2p。 

令 0 1( , , )q
mj mjQ Q − 表示向量 0 1( , , )q

mj mjq q − 的傅立叶变换， 

现在
a

mnr 是 0 1

( )\ ( ) \

(( ), ,( ))q
mj mj

j N m n j N m n

Q Q −

∈ ∈
∏ ∏ 的傅立叶反变换的

第 a 个分量。 
详细的译码步骤如下： 

A.初始化 

令 a
mnq 的初始值为 a

nf ，即根据信道模型得到的 xn=a 的

似然值。 

B.傅立叶变换(FT) 
0 1[ , , ]a q

mn mn mnQ FT q q −=                           (3) 

C.傅立叶反变换(IFT) (更新 a
mnr ) 

0 1

( )\ ( )\

[( ), ,( )]a q
mn mn mn

j N m n j N m n

r IFT Q Q −

∈ ∈

= ∏ ∏            (4) 

D. 更新 a
mnq  

( )\

a a a
mn mn n jn

j M n m

q f rα
∈

= ∏                           (5) 

选取 a
mnα 使

1

0
1q a

mna
q−

=
=∑ 。 

E. 计算 a
nq  

( )

a a a
n n n jn

j M n

q f rα
∈

= ∏                              (6) 

选取 nα 使
1

0
1q a

na
q−

=
=∑ 。 

令 ˆ arg maxn
a

x = a
nq                              (7) 

如果 ˆHx z= ，则表示已确定一个合法码字，译码终止。

否则在(3)和(7)之间迭代译码。如果达到预设 大译码次数

仍然没有找到合法的码字，则宣布译码失败。 

2  GF(q)上LDPC码嵌入深空通信系统的设计 

在目前深空通信系统中，采用的信道编码技术是 RS 码

与卷积码的级联码方案。其中，RS 码采用 Berlekamp-Massey

硬判决译码，卷积码采用 Vitebi 硬判决译码。SPW4.8 上的

深空通信链路如图 1 所示。它主要包括信源，外码编译码器，

交织器，内码编译码器，上下采样滤波器和 TWT 放大管。

滤波器的冲激响应如图 2 所示。因为在深空通信信道里面引

入了上采样滤波器、TWT 放大管、下采样滤波器，译码器

的先验概率不能再采用 AWGN 信道里的计算公式。我们首

先来分析在深空通信中该如何实现概率译码。 

? ?
RS?
? ? ?

? ?
? ? ?
? ? ?

BPSK
? ?

? ? ?
? ? ?

? ? ?
? ? ?

BPSK
? ?

? ? ?
? ? ?

? ? ?
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? ? ?

? ?

TWT

+
? ?

? ? ?

 
图 1  深空通信链路系统框图 

 
图 2  滤波器的冲激响应 

信道等效处理： 

A. 先对 TWT 模块进行简化 

TWT 模块的输入输出满足等式： 

I_out =I_in ⋅ A⋅ cosφ。其中 I_in 是输入，I_out 是输出。 

21 | _ |
r

r
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β
=
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这里，我们选取αϕ = 4.0033, βϕ = 9.1040, αr = 2.1587, βr 

= 1.1517[10], k > 0。 

∵
2 2

2 21
k k

k k
ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

α α α φ
β β β

− < − = − <
+

2

2

| _ |
| _ |

k I in
k I in

ϕ ϕ

ϕ ϕ

α α
β β

< =  

即
ϕ ϕ

ϕ ϕ

α αφ
β β

− < < 。则有 cos( ) cos cos(0)ϕ

ϕ

α φ
β

< < 。 

又∵cos( ) 1ϕ

ϕ

α
β

≈  

∴ cosφ ≈1 即 I_out =I_in⋅A。又因为
2 0

1 | _ |
r

r

kA
k I in
α

β
= >

+
 

所以 TWT 模块可以认为仅仅起一个衰减幅度的作用。 

B. 噪声等效 

由于噪声通过下采样滤波器，进行的是线性变换。因此

我们可将噪声等效到下采样滤波器输出端。通过发送训练序

列发现：编码后的码字经过 BPSK 调制以后，再经过上采样

滤波器，TWT，下采样滤波器，得到的输出相比 BPSK 调制

后的输出仅仅在幅度上发生了衰减，而且这种衰减是缓变

的，可以用一个衰减常量α来近似。采用均方值近似，求得

α＝0.645。高斯噪声过程为 n(t)，等效噪声记为 n’(t)。结合 

下采样滤波器的工作原理则有：n’i =
0

l

j j
j

f n
=

⋅∑ 。其中 ni，n’i 

分别是对 n(t)和 n’(t)采样后的第 i 个元素，fj 是滤波器的冲激

响应第 j 点的幅度，l 是滤波器的长度。n0，n1，…，nl 是服

从 [0，σ2]分布的独立高斯随机变量。于是有 n’i 服从

2 2

0

[0, ]
l

j
j

fσ
=
∑ 高斯分布。根据图 2 可知，l=175， 2

0

l

j
j

f
=
∑ ＝

0.063197。即 n’i 服从[0，0.063197σ2]高斯分布。由此可知，

下采样滤波器起到了抑制噪声的作用。等效后的模型如图 3

所示。 

信源 编码器 BPSK调制 衰减常量

＋

BPSK解调译码器信宿
信道似然

值计算

'in

ix

iy

 
图 3  深空通信系统等效模型框图 

现在信道数学模型就变得简单易处理了，信道的输入输

出关系为 

yi = αxi + n’i。 

所以初始后验概率计算式为： 

2( 1/ ) exp(2*0.645* / 0.063197 )
( 1/ )

i i
i

i i

p x y y
p x y

σ=+
=

=−
 

这样，根据上述的等效模型，就可以实现 LDPC 码在深

空通信系统中的概率译码。 

3  仿真结果及分析 

深空通信中采用的纠错码方案的一个工业标准是(255, 

223)RS 码和(2,1,3)反馈系统卷积码（码长为 4080bits）的级

联码（后文简记为 SCRSCC 码）。由于深空通信信道(自由

空间段)是一种理想的信道，与 AWGN 信道非常相似。所以

我们有必要先研究一下该级联码与 GF(22)上的 LDPC 码在

AWGN 信道下的性能差异。尽管仿真仅针对 GF(22)域，但相

关算法很容易推广到 GF(2p)(p> 2)上[11]。文中 GF(22)上的

LDPC 码采用 PEG 算法[12]构造(后文简记为 PQLDPC 码)。 
图 4 比较了基于 FFT-BP 译码算法，不同迭代次数的

PQLDPC 码和 SCRSCC 码在 AWGN 信道下的性能。由图可

知：在 ber = 10-5时，采用 30 或 50 次迭代，PQLDPC 码比

SCRSCC 码好约 4.3dB，即便只采用 10 次迭代，PQLDPC
码仍然能获得约 3.9dB 的增益。 

     
 
 

图 4  PQLDPC 与 SCRSCC 码在 AWGN 信道下的比较结果。 
码率为 0.43725。 

图 5 比较了 PQLDPC 码与 SCRSCC 码在深空通信链路

中的误比特率性能(迭代次数同上)。鉴于 FFT-BP 译码算法

有较多的乘法运算，同时还研究了基于 MAX-LOG-BP 简化

译码算法的 PQLDPC 码在深空通信链路中的性能。由图可知：

在 ber＝2×10-6条件下，PQLDPC 码采用 FFT-BP 译码算法，

50 次迭代时相比原系统的 SCRSCC 码约有 4.8dB 的编码增益，

并且无论采用 FFT-BP 算法还是 MAX-LOG-BP 简化译码算

法，30 次迭代和 50 次的性能均几乎完全一致。采用 MAX- 

LOG-BP 算法，10 次迭代时，PQLDPC 码仍然有 3.8dB 的增益，

这为进一步实现译码性能和复杂度的平衡提供了参考。 

      
 
 

图 5  PQLDPC 码与 SCRSCC 码在深空通信链路中的比较结果。 
码率为 0.437255。 
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译码复杂度分析: 

PQLDPC 码和 SCRSCC 码的译码复杂度（将 RS 码与卷

积码分开列出）对比结果如表 2 所示。其中 nl ,Rc ,wc , wr

分别表示 PQLDPC 码的码长，码率，列重和行重；nrs , t 分

别表示 RS 码的码长和能够纠正的错误个数；n0，k0，m 分

别表示卷积码的码长，信息位长度和输入存储，编码器输入

端的信息序列长度为 ncc。 

以文中仿真的 GF(22)上的规则（3，6）PQLDPC 码为

例，FFT-BP 译码算法每次迭代共需 260160 次乘法、146930

次加法、6120 次比较和 55104 次查表；MAX-LOG-BP 算法

每次迭代共需 817340 次加法、743900 次比较和 1363800 次

查表（注：本文是根据算法公式计算的运算次数，实际中通

过合理的安排可以进一步降低复杂度，还可通过并行计算进

一步加快运算速度）；而采用传统的 RS 码与 CC 码的级联

码，则需要有限域 GF(28)上的 13264 次乘法、9424 次加法，

和实数域上的 32640 次加法和 16320 次比较。在有限域上，

加法通过异或运算完成，一次乘法包含 3 次查表、一次实数

加法、一次模运算。由于有限域阶数越高，其对应的乘法加

法运算愈加复杂，因此，基于 MAX-LOG-BP 算法的 GF(22)

上的 PQLDPC 码每次迭代所需的运算次数比传统级联码可

比拟，但由于前者采用了迭代译码从而使得复杂度相比采用

硬判决译码的传统级联码更高。 

表 2  PQLDPC 码和 SCRSCC 码的译码复杂度比较 
运算量  

乘法 加法 比较 查表 
PQLDPC 码(FFT-BP) nlwc(wc+2)q+(1-Rc)nl(wr -1)wrq 2(1-Rc)nl wr qlog2 q+2(q-1) nlwc nl(q-1) 2(1- Rc)nl wr q 

PQLDPC 码(MAX-LOG-BP)  qnlwc
2 + 2(1- Rc)nl wr

2(q-1)2 2(1-Rc)nlwr
2 (q-1)2 (1-Rc)nlwr

2 (q-1)(4q-5) 

RS 码 3 nrst + 4t2 2 nrst + 5t2 - t   
卷积码  ncc2m2 k0 ncc2m(2k0-1)  

注：对于 RS 码而言，其加法和乘法均是在有限域 GF(2p)上进行的，对于本文中所用的（255，223）RS 码，p＝8；而对于 PQLDPC 码和卷积码，加

法和乘法都在实数域进行。 

5  结论分析 

本文提出了一种新的思路，通过发送训练序列和对噪声

进行等效处理的方式实现了 GF(22)上的 LDPC 码在深空通

信系统的嵌入设计和仿真分析。仿真结果表明：GF(22)上的

规则（3，6）PQLDPC 码相比 RS 码与卷积码的级联码具有

显著的优势：在数据帧长为 1784bits，ber＝2×10-6 条件下，

基于 FFT-BP 译码算法，30 次迭代，其相较传统级联码可以

获得 4.8dB 的增益，采用 MAX-LOG-BP 简化算法，10 次迭

代时仍然能获得 3.8dB 的增益。并且，由于 MAX-LOG-BP

算法没有乘法运算，且只是在 GF(22)上进行查表运算，其算

法复杂度虽依然较高，但硬件实现复杂度相对于传统级联码

并不会高很多，相对于深空通信的重要战略价值，这样显著

的编码增益付出相应的设备复杂度是值得的。后续我们将引

入结构化校验矩阵设计方法，以及对 MAX-LOG-BP 简化译

码算法进一步修正简化，从而在保持较优越性能前提下，继

续降低 LDPC 码的编译码复杂度，为未来 LDPC 码 终应用

到深空通信系统中奠定相关理论基础。 
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