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摘  要:本文针对未知参数的最小方差控制问题,提出了一种在谨慎控制器基础上加入探测信号的控制策略。利用系统方差在参数辨

识好坏时的变化调节探测信号的大小,避免了单纯使用谨慎控制所产生“关断”现象。与其它次优对偶控制相比,引入探测信

号的最小方差对偶控制不仅计算量小易于实现,而且能够根据需要设计控制系统的动态性能、参数跟踪能力。
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Abstract: This paper presents a dual control strategy with a probing signal for the minimum variance control problems with

unknown parameters. The probing signal can be adjusted according to the variance change of the system to avoid the

‘turn off’ phenomenon which occurred with only caution control. Comparing with other sub-optimal dual controls, the

dual control which introduces a probing signal can improve the dynamic properties and the parameter’s tracking ability

to meet the requirements of the control system.
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1  引言
4 0 年前, 对于参数未知的随机自适应系统, 前苏联学者

Feldbaum提出了对偶控制[1](dual control)。他提出了最优自适

应系统的控制信号应该具有的两种主要特性,1系统输出谨慎跟随

控制目标,2充分的激励装置提高参数估计作用,以提高未来的控

制质量。这就是所谓的对偶特性,具有这两种特性的自适应控制

系统称为对偶控制系统。求解对偶控制的方法是采用动态规划,

得出一个含有容许控制策略的阶段损失函数的泛函方程,称为

Bellman方程。然而Bellman方程最优解的解析形式无法求出,采

用数值方法求解Bellman方程计算量大,仅有少数非常简单的问

题可以解决。在这种情况下,产生了许多次优的解决方案。其中

有:在谨慎控制器中加入探测信号,限定控制参数的方差,使用连

续扩展损失方程,修改损失方程,有限参数集法,使用鲁棒控制设

计思想等方法[2]。1974年,J.Alster等对一步超前的最小方差控制

问题通过附加估计的方差约束[3],获得了一个次优的对偶控制策

略;1982年,C. S. Padilla等通过引入新息给出了系统参数未知

但为常数的最小方差控制问题[4];1994年,A. Maitelli等利用预测

控制方法给出了二步最小方差控制问题的一个次优算法 [5];2004

年,钱富才等提出了系统模型为差分方程且系统参数未知的两级

优化算法对偶控制[6];2008年,高振斌等将互信息引入参数未知随

机系统作为性能指标,得到了基于最大互信息指标的对偶控制[7]。

在谨慎控制器中加入探测信号[8],激励信号可以使控制器参

数收敛,使控制具有优越性。虽然加入额外探测信号会很自然的

增加近期控制误差,但却会在未来的时刻减小控制误差[9]。然而应

该何时加入多大的探测信号,尚未有系统的方法给出指导[2]。本文

提出了一种在谨慎控制的基础上加入探测信号的方法,利用系统

参数辨识的好坏自动调节探测信号的大小,避免了单纯使用谨慎

控制所产生“关断”现象,实现系统的次优对偶控制。

2  问题描述

2.1  模型

考虑离散时间、单输入单输出系统:

1

0 1

( ) ( ) ( 1) ( ) ( )

( ) ( 1) ( ) ( ) ( )
n

n

y t a t y t a t y t n
b t u t b t u t n e t−

+ − + + −
= − + + − +

L

L                (1)

其中: y 为输出, u 为输入, e 为扰动, { }( )e t 是均值为零、

方差为 2R 的高斯白噪声序列。并且假定 ( )e t 与 ( 1)y t − ,
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( 2)y t − , ⋯, ( 1)u t − , ( 2)u t − , ⋯, ( )ia t , ( 1)ia t − , ⋯, 以及

( ), ( 1)i ib t b t − ⋯之间是相互独立的,假定 0 ( ) 0b t ≠ ,对于所有 t 系

统都是最小相位的。

时变参数:

( )0 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T

n nx t b t b t a t a t−= L L        (2)

为Gauss-Markov过程,满足随机差分方程:

( 1) ( ) ( )x t x t v t+ = Φ +                                (3)

其中:系统矩阵Φ 为已知常数矩阵,{ }( )v t 是均值为零、方差

为 1R 独立同分量正态随机向量。假设(3)式中系统的初始状态

(0)x 为正态分布,均值:

(0)Ex m=                                           (4)

方差:

{ } 0cov (0), (0)x x R=                                (5)

假定 ( )e t 、 ( )v t 和 (0)x 相互独立。方程(1)的输入输出关系

可写成如下形式:

( ) ( 1) ( ) ( )Ty t t x t e tϕ= − +                           (6)

这里:

( )
( 1)

( 1) ( ) ( 1) ( )

T t

u t u t n y t y t n

ϕ −

= − − − − − −L L      (7)

为观测矩阵,模型的定义由方程(3),(6)给出。

2.2  准则

控制目标是极小化下列损失函数,使输出与参考输入 ( )cu t

差异尽可能小:

2

1

1
( ( ) ( ))

N

N c
t

J E y t u t
N =

 = − 
 

∑                             (8)

其中:E 表示数学期望,称以上为损失函数为N 阶准则。当

N=1时,为一步超前自适应控制也称为谨慎控制。

2.3  容许控制策略

如果控制策略 ( )u t 是所有观测输出包括时间 t 的函数则控制

策略是容许的。令 tγ 表示所有输出值包括 ( )y t 的组合,即 tγ 是由

( )y t ,⋯, (0)y 和 (0)x 所产生的σ − 代数。

3  引入探测信号的对偶控制

3.1  参数估计

引理1[10]状态空间的条件分布:假设模型(3)输出由(6)式定义,

( )e t 和 ( )v t 分别是方差为 2R 和
1R 均值为零的高斯变量,系统的初

始状态由式(4)和(5)给出。则 ( )x t 为在 1tγ − 条件下以 (̂ )x t 为均值

( )P t 为方差的高斯分布,并满足以下差分方程:

        (9)

其初始状态为:

(̂0)x m=

0(0)P R=

此外, ( )y t 的条件分布为高斯分布,均值为:

ˆ( ) ( 1) ( )T
ym t t x tϕ= −

方差为:

2
2 ( 1) ( ) ( 1)T

y R t P t tσ ϕ ϕ= + − −

3.2  确定性等价控制

在（1）中参数已知的情况下可得:

0
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其中:
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%

L L

在 ( 1)x t + 和 0 ( 1)b t + 已知时可得到最优控制:

0

( 1) ( ) ( 1)
( )

( 1)

T
cu t t x t

u t
b t

ϕ+ − +
=

+
%

                      (10)

当参数 ( 1)x t + 和 0 ( 1)b t + 未知时, 用其估计值 (̂ 1)x t + 和

0
ˆ( 1)b t + 代替,可以得到（11）式:

0

ˆ( 1) ( ) ( 1)
( )

ˆ( 1)

T
c
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u t t x t
u t

b t

ϕ+ − +
=

+

%
                       (11)

称为确定性等价控制(Certainty Equivalence Control),简

称CE控制。

3.3  谨慎控制

在（8）式中当N=1时根据引理1,y(t+1)为高斯条件概率分

布,其均值为 ˆ( ) ( 1)T t x tϕ + 、方差为 2 ( ) ( 1) ( )TR t P t tϕ ϕ+ + ,则有:
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第一个等式可由标准方程:

2 2( )E m pζ = +

得到,其中ζ 为均值为m方差为p的高斯变量。列向量l的

作用是从矩阵 ( )P t 中分离出第一列:

( )1 0 0Tl = L

0bp 是参数估计值
0̂b 的方差,方程(12)为 ( )u t 的二次型,最小

化(12)式可以得到谨慎控制 (Caution Control):

( )
0

0 0

2
0

( )

ˆ ˆ ˆ( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( 1) ( 1)

ˆ( 1) ( 1)
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T
c

b

u t

b t u t t b t x t P t l

b t p t

ϕ+ + − + + + +
=

+ + +

%

        (13)

(13)式也称作一步超前控制。

3.4  引入探测信号

确定性等价控制与谨慎控制代表对偶控制中的两种不同控

制作用。确定性等价控制将系统估计参数作为已知参数使用,简

化了随机自适应控制问题,保证了系统的稳定性,但忽略估计参数
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的误差和不确定性,控制起来过于“大胆”,不具备良好的暂态特

性[4]。而谨慎控制则将参数的不确定性引入控制,使得系统输出与

控制目标的差最小但又过于谨慎,如果参数估计不准确且参数值

过小,则可能出现误差协方差阵,从而使控制量变小。小的控制量

又会进一步恶化参数估计的精度,如此反复循环,最终使控制量减

小为零。这种由于控制器过于谨慎而造成的控制中断现象称为

“关断”现象。

对偶控制的关键是在辨识系统参数与跟随控制目标两者之

间取得平衡。为了使控制中即考虑参误差的不确定性又避免“关

断”现象,在Caution控制的基础上引入探测信号,组成新的次优

对偶控器。

对于由(1)式描述的系统,{ }( )e t 为零均值、协方差为
2R 的高

斯噪声序列,系统参数 ( )x t 由(2)式给出是均值为零、方差为
1R 的

Gauss-Markov过程, ( )cautionu t 谨慎控制由 (13)式给出。则由(14)

式定义的加入探测信号的谨慎控制器,可以根据系统参数辨识的

好坏自适应的改变探测信号的大小,并可避免单纯使用谨慎控制

时产生的“关断”现象,具有对偶性。
* ( ) ( ) ( )

          ( ) ( ) ( )

caution perturbation

caution

u t u t u t

u t t w tλ

= +

= +                       (14)

( )0
( 1)

( ) min ,brp t st e qλ + +=                               (15)

其中: ( )perturbationu t 为探测信号, ( )w t 加入的随机探测信号。

( )tλ 为加入探测信号的幅值, r 、s 为系数, 0
( 1)brp t se + + 是 0

( 1)bp t +

的增函数, 0q > 为探测信号的最大值,是为避免加入过大的探测

信号损坏控制器,而限定探测信号的最大值。

当系统参数辨识误差增加时, 0
( 1)bp t + 相应增加,使 ( )tλ

增加探测信号 ( )perturbationu t 增加。当系统参数辨识误差减小,

0
( 1)bp t + 减小,使 ( )tλ 减小探测信号 ( )perturbationu t 减小。当系统

参数辨识误差较大 0
( 1)bp t + ,探测信号 ( )perturbationu t 达到最大值,

系统以最大的探测信号辨识参数,因此不会产生谨慎控制中因控

制量而一步恶化参数估计的精度情况,既不会产生“关断”现象。

由以上可知控制器 * ( )u t 在系统参数辨识不准确的情况下加

入较大的探测信号,在系统参数辨识准确的情况下加入较小的探

测信号,使控制器接近谨慎控制。实现了在辨识系统参数与跟随

控制目标两者之间取得平衡,具有对偶性。

注:参数r、s、q的选取原则应使得在参数辨识不准确时加

入大的探测信号,在参数辨识准确时探测信号接近于零。先选定

允许加入探测信号的最大值,然后根据以下方程求出r、s的值:

0max

0min

log( )

log( )

b

b

rp s q

rp s p

+ =

+ =                                      （16）

其中: 0minbp 、
0max

b
p 分别为参数

0
b 方差的最大值和最小值,p为

方差最小值既系统稳定时加入的探测信号。（16）式可以限定参

数
0b 方差的最大值,从而改变控制系统的动态性能。

4  仿真分析

给定单输入单输出系统:

( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )y t a t y t b t u t e t+ − = − +

则有:

( )( ) ( ) ( )
Tx t b t a t= , ( )( 1) ( 1) ( 1)T t u t y tϕ − = − − −

取 :

IΦ = ,
0.75 150

2 150

step
a

step
− ≤

=  − >
（ step 为迭代步数）,

0.3b = ,
0 0.01R I= ,

3

1 3

10 0

0 2 10
R

−

−

 
=  

× 
,

2 0.08R = , ( )(0) 3 2
T

x = − ,

1ctu = , 0.01p = , 1q = ,
0max

( 1) 0.15bp t + = ,
0min

( 1) 0.005bp t + = ;

( )w t 为方差为1均值为0的高斯白噪声序列;

并根据（16）可以得到:

460.5r = , 6.908s = − ;

分别对系统实施确定等价性控制、谨慎控制和加入探测信

号的谨慎控制,仿真结果如图1-图 4:

图1  确定性等价控制参数跟踪

图3  加入探测信号的谨慎控制参数跟踪

图2  谨慎控制参数跟踪
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图4  损失函数

由仿真结果可以看出,在起始时刻和参数突变时参数误差很

大,加入探测信号的谨慎控制此时产生较大控制误差,但可以使系

统参数快速的收敛到实际值,使得在以后的控制中减小误差;在参

数收敛到实际值时后,加入探测信号的谨慎控制与CE控制与谨慎

控制相比损失函数的变化几近相同,这是由于此时参数较准确探

测信号较小与方差较小使得三者之间的差别不大。

5  结束语
本文提出了一种在谨慎控制的基础上加入探测信号的方法,

可以根据系统参数辨识的好坏情况自动改变探测信号的大小。与

其它次优对偶控制相比,加入探测信号的对偶控制不仅计算量小

易于实现,而且具有良好的对偶性。仿真表明该方法优于单纯使

用确定性等价控制与谨慎控制具有良好的对偶性。

其中:Ⅰ为CE控制的损失函数,Ⅱ为加入探测信号谨慎控制

作者简介:刘青峰(1978- ) ,男,硕士研究生．研究方向:自适

应控制。

的损失函数,Ⅲ为谨慎控制的损失函数。
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