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摘　要 :随着信息技术的不断发展 ,人们对信息需求量越来越大 , 这给信号采样、传输和存储的实现带来的压力越来越大。

近年来国际上出现的压缩传感理论为该问题的解决提供了新的解决方案。压缩传感理论首先将信号投影到一个低维的

信号空间 ,然后通过解一个基于凸优化的非线性恢复算法将信号恢复 ,而仅仅需要很少的数据。介绍了 CS 理论框架并对

其中存在的难点问题进行了探讨 ,主要有稀疏近似理论、观测矩阵、信号重建算法。最后将压缩传感理论应用到一维和二

维图像数据重建中并给出了仿真结果。实验结果表明 ,该方法与传统压缩方法相比具有更高的压缩比 ,并且能够得到更

小的压缩误差。
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Signal Reconstruction Based on Compressed Sensing
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Abstract :With the development of information technology , the demands for information are increasing dramatically , which causes a series

of challenges in signal sampling , transmission and storage. An emerging theory of compressed sensing (CS) ,which is presented in recent

years , provides a new method for solving this problem. CS project a singnal into a lower dimension at frist ,then by using nonlinear recov2

ery algorithms (based on convex optimization) , super - resolved signals and images can be reconstructed from what appears to be highly

incomplete data. Introduces the processing of the signal sparse representation , observation matrix and recovery algorithms and focus on the

theoretical framework of compressed sensing and discusses the existing difficult problems. Apply this new theory to data of one dimension

and image of two dimensions and give the simulated result in the end. Experiments proved CS is higher compression ratio and smaller

compression error than traditional data compression algorithm.
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0 　引 　言
人们平时接触的绝大部分信号都是模拟的 ,但现

代信息处理中能处理的信号却只能是数字化的 ,所以

对信号进行采样 (signal sampling) 和量化是对信号进行

现代信息处理的前提条件。奈奎斯特采样定理指出 :

无失真地从离散信号中恢复原信号 ,其采样速率至少

是信号带宽的 2 倍。然而随着人们对信息需求量的增

加 ,携带信息的信号带宽越来越宽 ,所要求的采样速率

和处理速度越来越高 ,而现实中的硬件发展水平如 A/

D 的速率已经达到极限 ,这无疑给信号的采集、存储、

传输和处理等带来了巨大的压力。

另一方面 ,在许多系统中可以看见 ,利用数据的冗

余性 ,将采样量化后的数据马上进行压缩 ,丢掉一些不

重要的信息 ,以此来降低数据量 ,进而减轻在奈奎斯特

采样定理这个基本原则下给现代信号处理带来的诸多

压力。对数据进行采样后马上进行数据压缩 ,是否可

以认为是传统采样方式不可避免地对一些并不是十分

重要的信息进行了采样呢 ? 能否在只进行少量的采样

的情况下也能达到很好的恢复信号的效果呢 ?

最近提出的压缩传感 (compressed sensing or com2
pressed sampling ,CS) 就是对以上问题的解答。Donoho

的研究表明大部分的信号都是稀疏的或是可压缩的 ,

其中绝大部份的信息都是不太重要的 ,去除这些不太

重要的信息而仅仅保留重要的信息对信号是没有多大

的损害的。根据信号的稀疏性 ,只需要低于奈奎斯特

采样率很多的少量采样 ,就可以将信号很好地恢复[1 ] 。
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1 　采样问题分析
传统的数据处理和压缩传感处理方法有所不同 ,

图 1 可以看出 ,运用压缩传感理论 ,在采样过程的同时

也完成了压缩 ,所以采样的数据量大大减小。奈奎斯

特采样是均匀等间隔采样 ,而 CS 的采样是随机采样。

尽管压缩传感理论提出之初针对的是离散的数字信

号 ,但已经有学者在研究其在模拟信号向数字信息转

换过程中的作用 ,并提出了模拟 - 信息采样 (Analog -

to - Information) 理论[2 ] ,图 2 是模拟信息转换器 (Ana2
log - to - information converter ,AIC) 的设计框架。

图 1 　传统数据处理和 CS 数据处理的比较

图 2 　AIC 设计方案

尽管 CS 可以以很少的采样重建原始信号 ,但是

其在信号恢复过程中的算法具有一定的复杂度 ,实质

上是把采样复杂性转移到了计算复杂性 ,但这是可行

的 ,一定的计算复杂性是可以承受的 ,尤其对于处理超

宽带信号这个好处就凸显出来。

文中讨论如下的采样机制 :信号 f ( t) 的采样信息

由下面的式子表达 :

yk = < f ,φk > , k = 1 , ⋯, m (1)

其中的φk , k = 1 , ⋯, m 是一组正交的基向量。尖

括号表示求点积。例如φk 是由δ函数组成的基向量 ,那

么 y 就是在时域的采样值 ;如果φk 是由正弦函数组成

的基向量 ,那么 y 就是在频域的傅里叶系数。在核磁共

振采集图像 ( MRI) 中就用到了这一组由正弦函数组

成的基向量[3 ] 。

对式 (1) 进行数学变形就可以得如下的矩阵 : y =

φf ,其中 y和φ表示由yk 和φk , k = 1 , ⋯, m ,组成的向

量 , v 表示由 vk , k = 1 , ⋯, n 组成的向量。

2 　稀疏近似理论
假设基向量φ表示在 R n 上的一组正交基。一个在

R n 空间下的信号向量 A 可以表示为一个 n 维系数向

量θ( A) 和基向量φ的线性组合 : A = 6
n

i = 1

θi ( A)φi ,其

中θi ( A) = < A ,φi > , 其中的尖括号仍然表示求点

积。为了方便起见 ,假设 | θ1 | Ε | θ2 | Ε ⋯Ε | θn | 。稀

疏近似理论就是寻找信号 A 的一组系数表示θ( A) ,

并且要求θ( A) 是稀疏的。因此选前 k 个系数来对信

号 A 进行重建 ,即 A
^

= 6
k

i = 1

θi ( A)φi ,其中 k ν n ,并称

信号是 k 稀疏的。很明显 , A
^
是近似 A 的。它们之间的

误差一般表示为 ζ A
^

- A ζ 2
2 = 6

n

i = 1

( A
^

- A) 2 , 用

Parseval 定理证明可得这个误差 ,可以表示为 ζ θ( A)

- θ( A
^

) ζ 2
2 = 6

n

i = k +1

θ2
i 。过去的研究主要集中在α指数衰

退的情形 ,即 | θi | = o(2 -αi) ,最近研究主要集中在 p

压缩上的情形 ,即 | θi | = o( i - 1/ p) 。因此 ζ A
^

- A ζ 2
2

Φ o( k1 - 2/ p) [4 ] 。

3 　压缩传感理论
前面提到的常规的采样或者是稀疏变换都是在等

维的空间下进行的。由线性理论可以知道这种方程式

唯一解。E. Candès 在他最近的论文中证明了 :如果一

个信号在某个基向量下是稀疏的 ,那么它可以从在另

外一个不相关的空间基上的少量投影 (观测值向量) 恢

复出来 ,即只要知道信号在某一个正交的空间具有稀

疏性这一先验知识 ,就能以较少的采样点完全或以很

高概率重建原始信号 ,压缩传感就是在这个证明的基

础上建立起来的。压缩传感可以由如下的数学形式来

进行抽象 :

y = A x (2)

其中 A 是一个 m ×n 维的矩阵 , m ν n ; x 是一个 n ×

1 的稀疏向量 ,表示输入信号 ; y 是一个 m ×1 的向量 ,

表示观测值。假设信号 x在Ψ这个基向量下是稀疏的 ,

也可以用如下的数学形式来对压缩传感进行抽象 :

y = ΦΨx (3)

其中Φ是一个 m ×n 维的矩阵 ,可以认为是对稀疏数

据的观测矩阵。很明显 ,压缩传感中有三个主要问题 :

(1) 怎样寻找基向量Ψ使信号在该基上的投影是

稀疏的 ;

(2) 如何构造观测矩阵 , 即它应该满足什么样的

性质 ;

(3) 因为方程 (2) ～ (3) 是一个欠定方程 ,应该用

什么样方法来得到最优解 ,即和原信号 x 最接近的那

个解呢 ?

第 1 个问题经常使用的有傅里叶变换基、DCT 变

换基、小波变换基等等。对于问题 (2) 观测矩阵Φ必须

满足与稀疏变换基 Ψ的不相干特性是 CS 具有良好性

能的基础。例如 :利用 DCT 变换基作为稀疏变换的变
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换基Ψ而用δ函数基作为观测矩阵的基向量Φ就可以

使观测矩阵的基向量Φ稀疏变换的变换基Ψ不相干。

并且 ,Donoho 指出观测矩阵一定要服从一定类型一致

分布的随机投影 UUP( Uniform Random Projection) 或

者有限等距性质 RIP( Restricted Isometry Property) [5 ] 。

并且他指出高斯观测矩阵和贝努里观测矩阵是满足如

上的条件的观测矩阵。第 3 个问题主要是通过凸优化

的非线性恢复算法来完成。为了方便起见 ,不妨假设信

号 x 已经是稀疏的 ,可以有下面的形式 :

min
x

ζ x ζ 1 sub to ζ y - Ax ζ 2
2 = 0 (4)

可以理解为在 y = Ax 的条件下 ,解出使解向量 x

中在 l1 准则下的最小值 ,可以证明这个最小值也是在

所有解中最稀疏的。解上面两个形式的方法主要有基

追踪 ( basis pursuit ) [6 ] , 匹 配 追 踪 ( matching pur2
suit) [7 ,8 ] ,内点法 (interior - point method) [9 ] ,共轭梯度

法 (conjugate gradient) [10 ]及它们的改进算法。

4 　仿真和分析
一维数据仿真 :生成 1024 个数据 ,其中只有 10 个

数值不为 0 ,其他全部为 0。这样生成的数据本身就是

稀疏的。观测矩阵选用贝努里观测矩阵 ,恢复算法使

用的是共轭梯度法 (conjugate gradient) 算法。仿真结

果如图 3 所示。

图 3 　一维数据恢复

二维图像仿真 :由于图像在时域时大多是不稀疏

的 ,所以必须通过某种变换后使之稀疏。文中选用

MRI图像 ,进行 DCT 变换使之稀疏。图 4 是 MRI 图

像的 DCT 变换和通过压缩传感得到恢复值 ,可见这幅

图像在 DCT 变换基下已经稀疏化了。图 5 给出的是

恢复重建图像和原图像 ,图 6 给出通过比较恢复重建

图像和原图像的误差值 ,可以看出运用压缩传感理论

可以很好的恢复原图像。

5 　结束语
对压缩传感理论进行简单的介绍 ,并且用压缩传

感对一维和二维图像数据进行了重建。由仿真结果可

图 4 　图像的 DCT 变换和 CS 重建的 DCT 值

图 5 　原图与重建的图像

图 6 　原图与重建图的误差

以看出重建的结果还是非常理想的。但是还有很多有

待改进的地方 ,主要在如下几个方面 :

(1) 研究图像的稀疏基 ,即怎么构造这些基的问

题 ,在图像稀疏分解的理论中已经有提出构造过完备

原子库。

(2) UUP 或 RIP 条件只是观测矩阵 A 所满足的

充分条件 ,还没有一套完整的构造观测矩阵的理论 ,以

构造更好的观测矩阵 ;

(3) 稀疏度 k 与恢复信号、图像好坏的定量关系 ;

(4) 重建算法的改进 ,现应用的重建算法大多是贪

婪追踪算法和凸松弛法 ,其复杂度与观测数量密切相

关 ,构造稳定的、计算复杂度较低的、对观测数量要求

较小的重构算法是我们的目标。
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其中 x1 , x3 , x5 ≤0 , x2 , x4 , x6 ≥0 ,即可以得到这4 个

方向上边缘融合的边缘图像 ,灵活性更高。

图 5 　各算子提取斜 135. 边缘的图像

4 　结束语
粒子群算法自提出以来 ,在优化问题求解、电力系

统、计算机和冶金自动化等领域表现出了较好的寻优

性能 ,在寻优能力、计算速度和稳定性方面都超过了遗

传算法、禁忌搜索算法和蚁群算法[9～11 ] ,因而引起了

相关领域研究者的广泛关注。文中将粒子群优化算法

引入寻找最优梯度算子来得到图像边缘。实验表明 ,

可以根据不同的图像得到不同的最优梯度算子 ,在实

际应用中有较强的适用能力 ,效果理想。
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