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摘要　　研究有向循环图 C(p , s1 , s2 , …, sk)支撑树数与 Euler 环游数的渐近性质 ,

得到其支撑树数 T(C(p , s1 , s2 , …, sk))与 Euler环游数 E(C(p , s1 , s2 , …, sk))的渐

近公式

lim
1
k

p

T(C(p , s1 , s2 , … , sk))=1 ,

lim
1
k !

p

E(C(p , s1 , s2 , … , sk))=1 ,
　　　　p ※∞.

在此基础上得到了其叠线图 Euler环游与支撑树数的渐近公式.对无向图也得到了

平行的结果.

关键词　　循环图　支撑树　Euler环游数　叠线图

自从随机图理论建立以来 ,一部分数学工作者把注意力从研究单个图的性质转向一类图

的整体性质或一类图中几乎所有图的性质.本文由此角度研究有向循环图的此类性质.第 1

和 2节中的树 、Euler环游均指有向的 ,连通指强连通.

有向循环图是一种很一般的通讯网络模型 ,由文献[ 1]首先研究 ,近期工作的综述见文献

[ 2] .它的叠线图(包括 De Bruijn图与 Kautz图等)也在网络设计中有广泛应用[ 3 , 4] .支撑树

与 Euler环游数是网络的两项基本参数 ,对不同的网络计算过其大小
[ 5 ～ 7]

,这些事实引导人们

从总体上来把握此两参数.本文得到了 n 个顶点度数为 k 的有向循环图的渐近定理.首先

注意下述事实 ,对于固定的 p 和 k , p 个顶点出度为 k 的有向循环图可具有不同数目的支撑树

与 Euler环游 ,换言之 ,在此情形下各个顶点邻集的形状是不可忽视的 ,但从本文的结果可以

看出 ,当顶点数充分大时 ,支撑树数与 Euler环游数的渐近行为只依赖于 k 而明显的很少依赖

于图的具体结构 ,对无向循环图也得到同样结果.这种现象是有趣的但不是仅有的.关于正

则图完美匹配数的渐近计算问题有一个猜想(文献[ 8]的猜想 8.15),其形式与本文的结果类

似 ,至今为止此猜想只解决了 k =3的最小非平凡情形.
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1　预备引理

首先回忆一些定义.有向循环图 C(p , s1 , s2 , … , sk)定义为顶点是标号为模 p 的整数的

图 ,对每个顶点 i 有弧从 i 出发到达 i+s1 , i +s2 , …, i +sk(mod p),此处 1≤s1<s2 <…<

sk≤p-1.C(p1 , s1 , s2 , …, sk)强连通的充要条件是:最大公约数(p1 , s1 , s2 , …, sk)=1.

有向图 D =(V , A)的有向线图 L(D)定义如下:L(D)的点表示 D 的弧 ,即 V(L(D))=

{uv (u , v)∈ A},顶点 uv 与顶点 wz 相邻 ,若 u=w.若 D 为一 k-正则有向图 ,即 d+(v)=

d-(v)=k ,  v ∈ V(此处d+(v)与 d-(v)分别为 v 的出度与入度),则 D 的有向线图也是 k-正

则的且 V(L(D)) =k V(D) ,  A(V(L(D))) =k2 V(D) ,进而递推地定义有向叠线图

L
0(D)=D , L i+1(D)=L(L i(D)), i ≥0.

易见 L
r(D)也是 k-正则的 ,称为 D 的 r重叠线图.

为证明本文的主要结果 ,需要一些引理.

引理 1
[ 9] 　有向循环图的特征多项式为

χ(C(p , s1 , s2 , …, sk), λ)=∏
p-1

j=0
(λ-εs1j -εs2 j -…-εsk j),

其中 ε=exp
2π -1

p
.

引理 2
[ 10] 　设 D 为正则有向图 , χ(D , λ)为其特征多项式 ,则 D 的有向支撑树数(简称支

撑树数)

T(D)=χ′(D , k)=
d
dλ
χ(D , λ)|λ=k .

　　因为 C(p , s1 , s2 , … , sk)是 k-正则的(d+(v)=d-(v)=k ,  v ∈ V(D)),由引理 1与 2 ,

对 χ(C(p , s1 , s2 , …, sk), λ)求导 ,取 λ=k 有

引理 3　有向循环图 C(p , s1 , s2 , …, sk)的支撑树数为

T(C(p , s1 , s2 , … , sk))=∏
p-1

j =0
(k -εs1 j -εs2 j -…-εsk j),

其中 ε=exp
2π -1

p
.

引理 4　若 C(p , s1 , s2 , … , sk)为有向循环图 ,多项式

f(z)=∑
s
1
-1

i=0
z
i +∑

s
2
-1

i=0
z
i +…+∑

s
k
-1

i=0
z
i

具有根 α1 , α2 , … , αs
k
-1 ,则

T(C(p , s1 , s2 , …, sk))=p
(-1)(p-1)(sk-1)

f(1) ∏
s
k
-1

j=1
(1-αpj), (1)

此处 f(1)=s1+s2+…+sk -k .

证　由引理 3有

T(C(p , s1 , s2 , … , sk))=∏
p-1

j=1
(1 -ε

s
1
j
+1 -ε

s
2
j
+…+1-ε

s
k
j
)=
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∏
p-1

j=1
(1 -εj)∏

p-1

j=1
∑
s
1
-1

i=0
εij +∑

s
2
-1

i=0
εij +…+∑

s
k
-1

i=0
εij =

p ∏
p-1

j=1
∑
s
1
-1

i=1
εij +∑

s
2
-1

i =0
εij +…+∑

s
k
-1

i=0
εij .

最后一步用到

∏
p-1

j=1
(1 -εj)=p ,

此由下式中取 x =1而得:

∏
p-1

j=1
(x -εj)=∑

p-1

i=0
x
i. (2)

再由 f(z)的定义及(2)式有

T(C(p , s1 , s2 , …, sk))=p∏
p-1

j=1
f(εj)=p∏

p-1

j=1
(εj -α1)∏

p-1

j=1
(εj -α2)…∏

p-1

j=1
(εj -αs

k
-1)=

(-1)
(p-1)(s

k
-1)

p ∑
p-1

j =0
α
j
1 ∑

p-1

j=0
α
j
2 … ∑

p-1

j=0
αjs

k
-1 =

(-1)(p-1)(sk-1)p ∏
s
k
-1

j=1

1 -αpj
1 -αj

=(-1)(p-1)(sk-1)
p

f(1)∏
s
k
-1

j=1
(1-αpj).

　　引理 5　设 f(z)定义如引理 4且最大公约数(s1 , s2 , … , sk)=1 ,则 f(z)之根

|αi|>1 , i =1 , 2 , …, sk -1.

　　证　先证明 αi ≥1.注意到 f(1)≠0 及(z -1)f(z)=z
s
1 +z

s
2 +…+z

s
k -k .若有

 αj <1为 f(z)之根 ,则一方面有

α
s
1j +α

s
2j +…+α

s
kj = k , (3)

另一方面有

|αs1j +α
s
2j +…+α

s
kj |≤|αj|

s
1 +|αj|

s
2 +…+|αj|

s
k < k ,

矛盾.

易见 1不是 f(z)的根.若 αj =1 ,则有

αj =cosφj + -1sinφj , sinφj ≠0 , j ∈ {1 ,2 , …, sk-1}.

代入(3)式有

coss1φj +coss2φj +…+cosskφj = k ,

故 cosslφj=1 , l=1 ,2 , …, k .由此知 αj为 m(>1)次单位根且 m 为 sl 的最大公约数 ,此与假

定(s1 , s2 , … , sk)=1矛盾.因而 αi >1 , i=1 , 2 , … , sk -1.

2　主要结果

设 C(p , s1 , s2 , …, sk)为 p 阶有向循环图 ,以下均假定(s1 , s2 , … , sk)=1 ,从而它是强连

通的.

定理 1　对有向循环图 C(p , s1 , s2 , … , sk),有支撑树数的渐近公式

T(C(p , s1 , s2 , …, sk))～ pk
p/ f(1), p ※∞.
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　　证　设

σ1(p)=∏
s
k
-1

j =1
α
p
j , σ2(p)= ∑

1≤i<j≤s
k
-1
α
p
iα

p
j , σ3(p)= ∑

1≤i<j<r≤s
k
-1
α
p
iα

p
jα

p
r , …,

σs
k
-1(p)=∏

s
k
-1

j =1
αpj

为 αp1 , α
p
2 , …, α

p
s
k
-1之初等对称多项式 ,则有

[ 11]

∏
s
k
-1

j=1
(z -αpj)= z

s
k
-1 -σ1(p)z

s
k
-2 +σ2(p)z

s
k
-3 -σ3(p)z

s
k
-4 +…+(-1)sk-1σs

k
-1(p).

取 z=1 ,有

∏
s
k
-1

j=1
(1-αpj)=1-σ1(p)+σ2(p)-σ3(p)+…+(-1)

s
k
-1σs

k
-1(p).

注意到当 p =1时 , σi =σi(1)(i =1 , 2 , …, sk-1)为 α1 , α2 , … , αs
k
-1的初等对称多项式.由

f(z)的定义并令 z =0 ,有

σs
k
-1 =(-1)

s
k
-1α1α2…αs

k
-1 = k .

从而有

σs
k
-1(p)=(-1)

(s
k
-1)p

k
p
.

由于(s1 , s2 , … , sk)=1.由引理 5 知 αi >1 , i =1 , 2 , …, sk-1.今考虑 σi(p)/σs
k
-1(p),

i<sk-1.当 k 固定时分子的项数固定而分母只有一项 ,它是诸模大于 1 的 αi 的 p 次幂的

积 ,分子的每一项则是其中一部分 αi 的 p 次幂的积 ,经约分后分子为 1 ,分母是一些(至少一

个)αi 的p 次方幂的积 ,故有

σi(p)/σs
k
-1(p)※ 0 , p ※∞.

于是可以用引理 4得

T(C(p , s1 , s2 , … , sk))
1

f(1)
pk

p
=

(-1)(p-1)(sk-1)+(sk-1)p(1-σ1(p)+σ2(p)-σ3(p)+…+(-1)
s
k
-1σs

k
-1(p))/σs

k
-1(p)=

(-1)sk-1

σs
k
-1(p)

-
(-1)sk-1σ1(p)
σs

k
-1(p)

+
(-1)sk-1σ2(p)
σs

k
-1(p)

-

(-1)
s
k
-1
σ3(p)

σs
k
-1(p)

+…+
(-1)sk-1(-1)sk-1σs

k
-1(p)

σs
k
-1(p)

※1 , p ※∞,

定理得证.

由下述定理可以看出 C(p , s1 , s2 , …, sk)的支撑树数只渐近依赖于 k .

定理 2　对有向循环图 C(p , s1 , s2 , … , sk),有

lim
1
k

p

T(C(p , s1 , s2 , … , sk))=1 , p ※∞.

　　证　由定理1 ,又 f(1)=s1+s2+…+sk-k ≥1在 k 固定时对p 线性 ,故
p

f(1)※1 , p※
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∞,即可得到本定理.

C(p , s1 , s2 , …, sk)为有向 Euler图 ,为计算其(有向)Euler 环游 ,有

引理 6
[ 5 , 6] 　设 D 为 k-正则且具 p 个顶点的有向图 ,则其 Euler环游数

E(D)= T′(D)((k -1)!)p ,

此处 T′(D)为 D 的以任一顶点为根的支撑(有向)树数(此数不依赖于根的选取).

定理 3　设 C(p , s1 , s2 , … , sk)为循环有向图 ,则其 Euler环游数有下述渐近性质:

lim
1
k !

p

E(C(p , s1 , s2 , … , sk))=1 , p ※ ∞.

　　证　对 k 正则有向图C(p , s1 , s2 , … , sk),有 T′(C(p , s1 , s2 , … , sk))=
1
p
T(C(p , s1 , s2 ,

…, sk)),由定理 1有

T′(C(p , s1 , s2 , …, sk))～
1

f(1)
(k)p , p ※ ∞.

由引理 6有

E(C(p , s1 , s2 , … , sk))～
1

f(1)
(k !)p , p ※∞.

类似于定理 2可证本定理.

以下转而考虑 C(p , s1 , s2 , … , sk)的叠线图 ,已知有

引理 7
[ 6] 　设 D 为 k-正则有向图且具有顶点数 p , L r(D)为其 r 重叠线图 ,则其支撑树数

为

T(L r(D))= k
pk

r
-p
T(D),

其中 T(D)为 D 的支撑树数.

用证明定理 2和 3的方法不难证明

定理 4　设 C(p , s1 , s2 , … , sk)为有向循环图 , L
r
(C(p , s1 , s2 , … , sk))为其 r 重叠线图 ,

则其支撑树数与 Euler环游数有下述渐近性质:

lim 1

k
k
r

p

T(Lr(C(p , s1 , s2 , …, sk)))=1 , p ※∞.

lim 1

(k !)k
r

p

E(L r(C(p , s1 , s2 , …, sk)))=1 , p ※∞.

3　无向循环图

与有向循环图一样 ,无向循环图也广泛应用于计算机网络[ 2 , 3] ,现考虑其支撑树的渐近计

数问题.由于证明类似 ,略去一些细节.首先回顾一些定义(本节循环图均无向).

循环图 C(p , s1 , s2 , …, sk)的顶点是标号为模 p 的整数集的图 ,每一顶点 i到 i±s1 , i±

s2 , …, i±sk 有边 ,此处 1≤s1<s2<…<sk ≤p/2.易见当 sk<p/2时 , C(p , s1 , s2 , …, sk)为

2k-正则图 ,否则为(2k -1)-正则图.

引理 8　C(p , s1 , s2 , …, sk)的特征多项式为
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χ(C(p , s1 , s2 , …, sk), λ)=
∏
p-1

j=0
(λ-εs1 j -…-εsk j -ε(p-s1)j -…-ε(p-sk)j), sk <

p
2
,

∏
p-1

j=0
(λ-ε

s
1
j
-…-ε

s
k
j
-ε

(p-s
1
)j
-…-ε

(p-s
k-1
)j
), sk =

p
2
.

　　此即文献[ 9]的结果(记号略有不同).

引理 9
[ 9] 　具有 p 个顶点的 k-正则图Γ,其支撑树数为

T(Γ)=p
-1
χ′(Γ, k),

其中 χ′(Γ, k)为图 Γ的特征多项式的导数在 x =k 时的值.

引理 10　C(p , s1 , s2 , … , sk)的支撑树数为

T(C(p , s1 , s2 , …, sk))=

1
p ∏

p-1

j =1
(2k -εs1j -…-εsk j -ε(p-s1)j -…-ε(p-sk)j), sk <

p
2
,

1
p ∏

p-1

j =1
(2k -1-εs1 j -…-εsk j -ε(p-s1)j -…-ε(p-sk-1)j), sk =

p
2
.

　　类似引理 4的计算可得

引理 11　C(p , s1 , s2 , … , sk)为循环图 ,令

f(z)=

∑
s
1
-1

i=0
z
i +∑

s
2
-1

i=0
z
i +…+∑

s
k
-1

i =0
z
i + ∑

p-s
1
-1

i =0
z
i + ∑

p-s
2
-1

i =0
z
i +…+ ∑

p-s
k
-1

i=0
z
i , sk <

p
2
,

∑
s
1
-1

i=0
z
i
+∑

s
2
-1

i=0
z
i
+…+∑

s
k
-1

i =0
z
i
+ ∑

p-s
1
-1

i =0
z
i
+ ∑

p-s
2
-1

i =0
z
i
+…+ ∑

p-s
k-1
-1

i=0
z
i
, sk =

p
2 .

假若 f(z)有根 α1 , α2 , …, αn ,其中 n =p -s1-1 ,则其支撑树数

T(C(p , s1 , s2 , … , sk))=
(-1)(p-1)(p-s1-1)

f(1) ∏
p-s

1
-1

i =1
(1-α

p
j).

　　引理 12　f(z)定义如引理 11.若最大公约数(s1 , s2 , …, sk)=1 ,则 f(z)各根之绝对值

均大于 1.

定理 5　设 C(p , s1 , s2 , … , sk)为循环图.若(s1 , s2 , …, sk)=1 ,则其支撑树数

T(C(p , s1 , s2 , … , sk))～
(2k)p/ f(1), 　　 　sk <p/2 ,

(2k -1)p/ f(1), 　 sk = p/2 ,
　　p ※∞.

　　定理 6　若(s1 , s2 , … , sk)=1 ,则 C(p , s1 , s2 , … , sk)有渐近式

lim
1
2k

p

T(C(p , s1 , s2 , …, sk))=1 , sk <
p
2
,

lim
1

2k -1
p

T(C(p , s1 , s2 , … , sk))=1 , sk =
p
2
,
　　p ※ ∞.

　　证明中只需注意到 1≤f(1)<2kp ,从而
p

f(1)※1(p ※∞)即可.

以下进一步考虑循环图叠线图的支撑树数的渐近性质.首先回忆其定义.图 Γ的线图

的顶点定义为Γ的边 ,两个顶点相邻当且仅当对应的边有公共顶点 ,类似于有向情形可定义

其叠线图.若 Γ是d 正则图 ,并记其线图为 L(Γ),则有

引理 13
[ 9] 　设 Γ的支撑树数为 T(Γ),则其线图的支撑树数为

T(L(Γ))=2
q-p+1

d
q-p-1

T(Γ),

第 12期 张福基等:循环图的支撑树数与 Euler环游数的渐近计数定理 1071　



此外 q与 p 分别是Γ的边数与顶点数 , d 为其正则度.

定理 7　设 Γ是p 个顶点的d-正则图 ,其支撑树数为 T(Γ),则其 r重叠线图的支撑树为

T(L r(Γ))=(2d)
1
2 pd ∏

r

i=1
(2

i-1
d-2

i
+1)-1

(2/ d)rT(Γ).

　　证　易见 L(Γ)为 2d -2度正则 , pd/2个顶点 , pd(d -1)/2条边的图 ,利用归纳法易证

L
n(T)为 2nd -2n+1-2度正则图.设其顶点数为 vk ,则易见有递推式

vn+1 =(2
n-1

d -2
n
+1)v n .

注意到 vn+1又是 L
n(Γ)的边数 ,由 v 1=pd/2递推有

v n+1 =
1
2
pd∏

n

i=1
(2 i-1d -2 i +1).

进而由引理 13递推有

T(L r(Γ))=2v r+1-v r+1dv
r+1
-v

r
-12vr-v r-1+1dv

r
-v

r-1
-1…2v2-v 1+1dv

2
-v

1
-1

T(Γ)=

(2d)
v
r+1
-v

1
2
d

r

T(Γ).

将 vn+1中 n 代为 r ,与 v 1=pd/2一同代入上式中 ,即证得定理.

定理 8　设 Γ=C(p , s1 , s2 , …, sk)为 d 度循环图 ,其中(s1 , s2 , … , sk)=1 ,则其 r 重叠线

图的支撑树数有下述渐近性质:
p

T(L r(C(p , s1 , s2 , … , sk)))～ d(2 d)
1
2 d ∏

n

i=1
(2

i-1
d-2

i
+1)-1 , p ※∞,

此处

d =
2 k , 　　　 　sk ≠p/2 ,

2 k -1 , 　　　sk =p/2.

　　证　由于 r 为定数 ,故有
p

(2/ d)r ※1 , p ※∞.

故由定理 5与 7经简单计算即可证明本定理之结论.

注1　当条件(s1 , s2 , …, sk)=1不满足时 ,定理 1(因而定理 3 ,4和 8)不成立.事实上 ,易

选择 pn ※∞, n ※∞,使得 C(pn , s1 , s2 , … , sk)均不连通从而有 T(C(pn , s1 , s2 , …, sk))=0

对任意 n 成立.

注 2　文献[ 12]研究了 C(p ,1 , q)的情形 ,但方法不同 ,且那里的方法无法推广到一般情

形.

下述问题尚未解决:

问题 1　d-循环有向图的支撑树数与 Euler环游数的渐近行为.此处 d-循环有向图是指

其邻接矩阵为d-循环矩阵的图[ 13] .d-循环图的一个特别情形称为广义 De Bruijn 图[ 14 , 15] ,其

支撑树数与 Euler环游数已由文献[ 16]确定.

问题 2　确定循环图叠线图的 Euler环游数.
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