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若干柱面图的特征多项式和零维数

王洪波1，郭晓峰2

( 1． 集美大学理学院，福建 集美 361021; 2． 厦门大学数学科学学院，福建 厦门 361005)

摘要: 用块循环矩阵理论讨论锯齿形开口纳米管 ( zigzag open － ended nanotubes) 和柱面三格图，柱面四格图，
柱面 4 － 8 格图，柱面 4 － 6 － 8 格图的谱性质，给出了它们的特征多项式和零维数．
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Characteristic polynomials and nullities of some cylindrical graphs

WANG Hong － bo1，GUO Xiao － feng2

( 1． School of Sciences，Jimei University，Xiamen，Fujian 361021，China;
2． School of Mathematical Sciences，Xiamen University，Xiamen，Fujian 361005，China)

Abstract: In present paper by block circulant matrix theory we will discuss spectral properties of open-
ended nanotubes，cylindrical 4 － 8 lattices，cylindrical 4 － 6 － 8 lattices，cylindrical lattices and cylin-
drical triangle lattices． We give the characteristic polynomials of them in some special cases．
Keywords: open － ended nanotube; cylindrical 4 － 8 lattice; cylindrical 4 － 6 － 8 lattice; cylindrical

lattice; cyclindrical triangle lattice; characteristic polynomial; nullity

0 引言

随着 C60的发现，人们的注意力投向了纳米管的存在性问题． 碳纳米管由于其准一维的结构和众多新

颖的物理性能而饱受各方面的关注． 1991 年，日本化学家 Iijima等［1］发现了第一个多壁碳纳米管． 两年后
单壁碳纳米管( 简记为 SWNTs) 分别由日本的 Iijima 等［2］和美国的 Bethune 等［3］独立发现． 1996 年 Thess
等人［4］合成了直线单层纳米管． 实验证明碳纳米管的许多物理和机械特性如硬度、弹性以及热传导性等
都达到同类材料中的最优［5］． 因此纳米管在许多领域中被关注和研究． 一个单壁纳米管通常有两个帽，但
在许多实际应用中，整个纳米管的性质主要由开口纳米管来决定． 由于这个原因，开口纳米管的性质被深
入研究，例如物理方面，Erkoc等［6］讨论了小开口纳米管的电子结构; 在数学方面，Diudea 等［7 － 8］给出了

开口纳米管的 Wiener 指数; 等［9 － 10］给出了开口纳米管的 Hosoya 多项式; 张福基等人［11］讨论了开口纳米
管的 k －共振理论． 图的零维数是由 Collatz 和 Sino － gowitz［12］最早提出． 它反映了交错型碳氢化合物分子
的不稳定性．
本文将讨论锯齿形开口纳米管的特征多项式． 柱面三格图，柱面四格图，柱面 4 －8 格图，柱面 4 －6 －8

格图性质的研究虽然不如纳米管多，但这些图都有高度的对称性，也具有一些非常好的物理或数学性质．
锯齿形开口纳米管可以看做是一个能嵌入到柱面且内部面的边界均是六边形的二部图． 它可以由一

个( p + 1) × q的平行四边形网格 M按如下方式生成: 设 P1 是M中的一个 p × ( q － 1) 平行四边形，其中 P1

的每条边都连接六边形的两个中心，P1 的两条水平边和斜边分别垂直通过 M的 p条边和 q － 1 条边． 把
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P1的两条斜边粘结起来，就可以得到锯齿形开口纳米管，如图1( a) 所示． 把这样生成的锯齿形开口纳米
管记作 HC ( p，q) ．
柱面 4 － 8 格图，柱面 4 － 6 － 8 格图，柱面四格图，柱面三格图也可透过类似的方式得到( 参见图 1

( b) ，( c) ，( d) ，( e) ) ，我们把这些图分别记为 SOC ( p，q) ，SHOC ( p，q) ，SC ( p，q) ，TC ( p，q) ． 显然，这
些图都是块循环图( 即其邻接矩阵均可表示为块循环矩阵) ．

图 1 常见的柱面格子图
Fig． 1 Common cylindrical lattices

1 预备知识

定义 1 设 Γ是一个多重有向图，其顶点集记作 V( Γ) = { v1，v2，…，vn} ，有向边( 或弧) 集记为
E( Γ) = { e1，e2，…，em} ． f是一个从 E( Γ) 到复数域 C的映射，则称 ＜ Γ，f ＞ 是一个带权多重有向图．
对任意 e∈ E( Γ) ，称 f( e) 为 e的权． 一个非赋权有向图可看作每条弧都赋权为 1 的特殊赋权有向图．
定义 2 设 Γ是赋权多重有向图，称 A( Γ) = ( aij ) n×n 为 Γ的邻接矩阵，其中 aij 表示 Γ中所有从 vi

到 vj 的弧的权之和，若 Γ中有从 vi 到 vj 的弧; 否则 aij = 0． Γ的特征多项式定义为
Φ( Γ; λ) = det( λIn － A( Γ) )

显然 Φ( Γ; λ) 是一个次数为 n的多项式，首项系数为 1．
定义 3 称有向图 Γ的特征多项式Φ( Γ; λ) 的根，也就是 A( Γ) 的特征值为 Γ的特征值． Γ的所有

特征值连同特征值的重数构成了 Γ的邻接谱，简称为谱．
显然若 A( Γ) 是一个 Hermite矩阵，则 A( Γ) 全是实数．
定义 4 有向图 Γ的零特征值的代数重数称作 Γ的零维数．
定义 5 设有向图 Γ的顶点集 V( Γ) 是两个互不相交的集合 U，W( U，W可以是空集) 的并，使得 Γ

中任何一条弧的起点和终点分别在 U，W 中，则称 Γ 是一个具有二部剖分 U 和 W 的有向二部图． 设
U = { u1，u2，…，up} 和 W = { w1，w2，…，wq} ，这里 p + q = n，n是顶点数． 称 B = ( bij ) p×q 为 U和 W
的双邻接矩阵，这里 bij 是从顶点 ui 到 wj 所有弧的权的和，若 Γ 中有从顶点 ui 到 wj 的弧; 否则 bij = 0
( 1 ≤ i≤ p，1 ≤ j≤ q) ．
显然若给图 Γ的顶点一个排序，使得 U中的顶点在前，W的顶点在后，则 A( Γ) 就具有如下形式
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0p B( Γ)

BT ( Γ) 0( )
q

这里，BT ( Γ) 是双邻接矩阵 B( Γ) 的转置． 为了方便起见，把阶数为 p的全 0 矩阵记为 0p，阶数为 p 的单
位矩阵记为 Ip ．
定义6 A = ( Aij ) m×m被称为块循环矩阵，若对任意1≤ i，j≤m，Aij = Ai，j －i +1 ． 记为 A = C( A11，A12，

…，A1m ) ． 这里Aij是 n × n矩阵且加法是模m的加法． 特别地，当所有的 Aij都是一阶时，A被称为循环矩
阵． 若一个图的邻接矩阵合同于( 块) 循环矩阵，则称该图为( 块) 循环图． 以 Aii ( 1 ≤ i≤ n) 为邻接矩阵
的导出子图 Gi 被称为 G的块． 显然，块 G1，G2，…，Gm 两两同构．
引理 1［13］ 若 α，β是两个复数，则

Pn ( λ; α，β) = det

λ － α － β
－ β λ － α － β

－ β λ － α － β
  

－ β λ － α － β
－ β λ －

















α

= 1
2n∑

? n
2」

k = 0

n + 1
2k +( )1 ( λ － α) n－2k ( λ2 － 2αλ + α2 － 4β β) k

引理2［14］ 设A = C( A0，A1，…，Am－1 ) 是一个m阶块循环矩阵，其中A0，A1，…，Am－1是 n阶方阵．

令 f( x) = A0 + A1x + … + Am－1x
m－1 是一矩阵多项式，则 det( λImn － A) = ∏

m－1

i = 0
det( λIn － f( θk ) ) ，其中

θ = e
2πi
m，i2 = － 1．
引理 3 设 G是无向块循环图，其顶点集为{ v11，v

1
2，…，v

1
m，…，v

2
1，v

2
2，…，v

2
m，…，v

n
1，v

n
2，…，v

n
m} ．

设 m阶块循环矩阵 C( A0，A1，…，An－1 ) 是相应的邻接矩阵且 Ar = ( ar
jk ) m×m，其中 ar

jk = 1当且仅当 G中
有一条从 v1j 到 vr+1k 的边; 否则 ar

jk = 0，1 ≤ j ，k≤ m，1 ≤ r≤ n － 1 ． 则

Φ( G; λ) = ∏
n－1

s = 0
Φ( Γs ; λ)

这里 Γs 是一由( v
1
2，v

1
2，…，v

1
m ) 导出的子图获得的赋权有向图: 把从 v1j 到 v1k 的弧的权增加∑

n－1

r = 1
ar
jkθ

rs，

ar
jk = an－r

kj ．
证明 设 G1 是由{ v

1
2，v

1
2，…，v

1
m} 导出的子图，则 A0 是 G1 的邻接矩阵，即 A0 = A( G1 ) ． 设 f( x) =

A( G1 ) + A1x +… + An－1x
n－1，这里可把 f( x) 看作某一个由G1获得的赋权有向图的邻接矩阵: 把从 v1j 到 v1k的

弧的权增加∑
n－1

r = 1
ar
jkx

r ． 因为 G是块循环无向图，则 Ar = AT
n－r'，即 ar

jk = an－r
kj ( 1≤ j，k≤ m) ． 由引理 2知

Φ( G* ; λ) = ∏
n－1

s = 0
det( λIm － f( θs ) ) = ∏

n－1

s = 0
Φ( Γs ; λ)

这里 Γs 是一由有向生成子图 G1 按如下方式获得的赋权有向图: 把从 v1j 到 v1k 的弧的权增加∑
n－1

r = 1
ar
jkθ

rs，

ar
jk = an－r

kj ． 证毕

2 锯齿形开口纳米管的特征多项式和谱

定理 1 设 p，q是正整数，HC ( p，q) 是锯齿形开口纳米管，HC ( p，q) 则的特征多项式为

Φ( HC ( p，q) ; λ) = ∏
p－1

j =
{

0

λ2 － α + 1
2q ∑

? q
2」

k = 0

q + 1
2k +( )1 ( λ2 － α) q－2k ( λ4 － 2αλ2 + α2 － 4α + 4) k
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－ α － 1
2q－1 ∑

?q－12 」

k = 0

q
2k +( )1 ( λ2 － α) q－1－2k ( λ4 － 2αλ2 + α2 － 4α + 4) }k

这里 α = 3 + 2cos 2πjp ．

证明 首先给开口纳米管顶点一个如图 2( a) 所示的标号． 显然，HC ( p，q) 是一个块为 G1，G2，…，
GP 的块循环图，其中 V( Gi ) = { xi

1，y
i
1，x

i
2，y

i
2，…，x

i
q+1，y

i
q+1 } ，i = 1，2，…，p． 由引理 3 知

Φ( HC ( p，q) ; λ) = ∏
p－1

j = 0
Φ( Γ j ; λ)

图 2 定理 2 证明中的图
Fig． 2 Graphs using in proof of theorem 2

这里 Γ j 是如图 2( b) 所示的赋权有向图，其中无向边表示一对权数相同方向相反的弧且 θ = e
2πi
p ． 设

B j 是 V1 = { x11，x
1
2，…，x

1
q+1 } 和 V2 = { y11，y

1
2，…，y

1
q+1 } 的双邻接矩阵，则

B j =

β
1 β
 

1 β
1













β

且 BT
j B j =

α β
β α β

β α β
  

β α β
β α －

















1

这里: α = 3 + 2cos 2πjp ; β = 1 + θ j ．

故 A( Γ j ) =
0 B j

BT
j

( )0
且

det( λ2( q+1) － A( Γ j ) ) = det
λIq+1 － B j

－ BT
j λIq+( )

1

= det( λ2Iq+1 － BT
j B j )

= det

α* － β
－ β α* － β

  
－ β α* － β

－ β α* +















1

这里 α* = λ2 － α．
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行列式按第一行展开得，

det( λ2( q+1) － A( Γ j ) ) = ( α* + 1) Pq ( λ; α，β) + βdet

α* － β
－ β α* － β

  
－ β α* － β

－















β

( 第二个行列式按最后一行展开)

= ( α* + 1) Pq ( λ; α，β) － β β Pq－1 ( λ; α，β)

= λ2 － α + 1
2q ∑

? q
2」

k = 0

q + 1
2k +( )1 ( λ2 － α) q－2k ( λ4 － 2αλ2 + α2 － 4α + 4) k

－ α － 1
2q－1 ∑

?q－12 」

k = 0

q
2k +( )1 ( λ2 － α) q－1－2k ( λ4 － 2αλ2 + α2 － 4α + 4) k

故 Φ( HC ( p，q) ; λ) = ∏
p－1

j =
{

0

λ2 － α + 1
2q ∑

? q
2」

k = 0

q + 1
2k +( )1 ( λ2 － α) q－2k ( λ4 － 2αλ2 + α2 － 4α + 4) k

－ α － 1
2q－1 ∑

?q－12 」

k = 0

q
2k +( )1 ( λ2 － α) q－1－2k ( λ4 － 2αλ2 + α2 － 4α + 4) }k

证毕．
推论 1 设 p是正整数，则六角形回路 HC ( p，1)

{

的谱

± 1
2 ( 5 + 4cos 2πjp ) ± 9 + 8cos 2πj槡槡 p j = 0，1，…，p － }1

证明 由定理1知，Φ( HC( p，1) ; λ) =∏
p－1

j =
{

0
［λ2 － ( 3 +2cos 2πjp ) ］［λ

2 － ( 2 + cos2πjp ) ］－ ( 2 +2cos2πjp }) ．

显然六角形回路 HC ( p，1)

{

的谱为

± 1
2 ( 5 + 4cos 2πjp ) ± 9 + 8cos 2πj槡槡 p j = 0，1，…，p － }1

证毕．

3 柱面 4 － 8 格图和柱面 4 － 6 － 8 格图的特征多项式和零维数

对一般的柱面 4 － 8 格图 SOC ( p，q) 和 4 － 6 － 8 格图 SHOC ( p，q) ，虽然用矩阵论的方法能将它们的特
征多项式分解成更小的赋权图的特征多项式的乘积，不过由于这些小赋权图的特征多项式往往仍然无法求，

故采用这个方法求它们的特征多项式是一个很难的问题． 不过对一些特殊的 q，这个问题很容易解决．
定理 2 设 p是正整数，SOC ( p，2) 是柱面 4 － 8 格图，则 SOC ( p，2) 的特征多项式为

Φ( SOC ( p，2) ，λ) = ∏
p－1

j = 0
∏
1

k =
{

0
λ4 － ( － 1) kλ3 － 5λ2 +［3( － 1) k － 4cos 2πjp ］λ + 2( － 1) kcos 2πj }p

证明 首先给 SOC ( p，2) 的顶点如图 3( a) 所示标号． 令 Vi = { ai
1，b

i
1，c

i
1，d

i
1，a

i
2，b

i
2，c

i
2，d

i
2 } 且 Gi

是由 Vi 导出的子图，i = 1，2，…，p． 则 SOC ( p，2) 是一个含有块 G1，G2，…，Gp 的块循环图． 于是由引
理 3 知，

Φ( SOC ( p，2) ，λ) = ∏
p－1

j = 0
Φ( Γ j ; λ)

这里 Γ j是如图 3( b) 所示的赋权有向图，其中图中无向边表示一对权数均为 1 的方向相反的弧，θ = e
2πi
p ．

又令 Vl = { a1
l，b

1
l，c

1
l，d

1
l } 且 Hl

j 是 Γ j 中由 Vl 导出的子图． 再由引理 3 知，

·205·



第 4 期 王洪波，等: 若干柱面图的特征多项式和零维数

http: / /xbzrb． fzu． edu． cn

Φ( Γ j ; λ) = ∏
1

k = 0
Φ( Γ jk ; λ)

这里 Γ jk 是如图 3( c) 所示的赋权有向图，其中无向边表示一对权数均为 1 且方向相反的弧，θ = e
2πi
p ．

故 SOC ( p，2) 的特征多项式为

Φ( SOC ( p，2) ，λ) = ∏
p－1

j = 0
∏
1

k = 0
det( λI4 － A( Γ jk ) )

= ∏
p－1

j = 0
∏
1

k = 0
det

λ － 1 － 1 0
－ 1 λ － θ －j － 1
－ 1 － θ j λ － 1
0 － 1 － 1 λ － ( － 1)











k

= ∏
p－1

j = 0
∏
1

k =
{

0
λ4 － ( － 1) kλ3 － 5λ2 +［3( － 1) k － 4cos 2πjp ］λ + 2( － 1) kcos 2πj }p

图 3 定理 3 证明中的图
Fig． 3 Graphs using in proof of theorem 3

推论 2 当 p是 4的倍数时，SOC ( p，2) 的零维数为 4; 当 p不是 4 的倍数时，SOC ( p，2) 的零维数为
0( 即没有零特征值) ．
证明 定理 2 给出 SOC ( p，2) 的特征多项式一个因式分解，每一对( j，k) 都对应一个因式． 因为

2πj
p ∈［0，2π) ，所以 2( － 1) k cos 2πjp = 0 当且仅当 j = p

4 或 j = 3p
4 ．

当 j = p
4 或 j = 3p

4 时，λ
4 － ( － 1) kλ3 － 5λ2 +［3( － 1) k － 4cos 2πjp ］λ + 2( － 1) kcos 2πjp = λ4 －

( － 1) k λ3 －5λ2 + 3( － 1) λk ． 显然( － 1) k ≠ 0． 故当 p是 4 的倍数时，( p4 ，0) ，(
p
4 ，1) ，(

3p
4 ，0) ，(

3p
4 ，

1) 对应的因式为 SOC ( p，2) 均只贡献一个零特征值，SOC ( p，2) 的零维数为 4． 当 p不是 4 的倍数时，每
一对( j，k) 对应的因式都不会产生零特征值． 故 SOC ( p，2) 的零维数为 0． 证毕．
推论 3 { － 1，－ 1，－ 2} 是所有 SOC ( p，2) 的公共整数特征值．
证明 由定理 2，Φ( SOC ( p，2) ，λ) 含有因式

( λ4 － λ3 － 5λ2 － λ + 2) ( λ4 + λ3 － 5λ2 － 7λ － 2)
而这个因式有二重根 － 1，一重根 － 2． 证毕．
定理 3 设 p是正整数，SHOC ( p，2) 是一柱面 4 － 6 － 8 格图，则 SHOC ( p，2) 的特征多项式为

Φ( SOC ( p，2) ，λ) = ∏
p－1

j = 0
∏
1

k =
{

0
λ6 － ( － 1) kλ5 － 8λ4 + 2［3( － 1) k － 2cos 2πjp ］λ

3

+ 2［6 + ( － 1) k cos 2πjp ］λ
2 + 4［2cos 2πjp － ( － 1) k］λ + 2cos 4πjp － }2

证明 给 SHOC ( p，2) 的顶点如图 4( a) 所示． 类似于定理 2，易知 A( T4－6－8 ( p，2) ) 相似于
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
p－1

j = 0

1

k = 0
A( Γ jk ) ，这里 Γ jk 是如图 4( b) 所示的赋权图，其中无向边表示一对权数相同方向相反的弧且

θ = e
2πi
p ． 故 SHOC ( p，2) 的特征多项式为

Φ( T4－6－8 ( P，2) ，λ) = ∏
p－1

j = 0
∏
1

k = 0
det( λI6 － A( Γ jk ) )

= ∏
p－1

j = 0
∏
1

k = 0
det

λ － 1 0 0 0 － 1
－ 1 λ － 1 0 0 － θ －j

0 － 1 λ － 1 － θ －j 0
0 0 － 1 λ － ( － 1) k － 1 0
0 0 － θ j － 1 λ － 1
－ 1 － θ j 0 0 － 1

















λ

= ∏
p－1

j = 0
∏
1

k =
{

0
λ6 － ( － 1) kλ5 － 8λ4 + 2［3( － 1) k － 2cos 2πjp ］λ

3

+ 2［6 + ( － 1) kcos 2πjp ］λ
2 + 4［2cos 2πjp － ( － 1) k］λ + 2cos 4πjp － }2

图 4 定理 4 证明中的图
Fig． 4 Graphs Using in proof of Theorem 4

推论 4 当 p是奇数时，SHOC ( p，2) 的零维数为 2; 当 p是偶数时，SHOC ( p，2) 的零维数为 4．
证明 由于定理 3给出的 SHOC ( p，2) 特征多项式一个因式分解． 每一对( j，k) 对应一个因式． 因为

4πj
p ∈［0，4π) ，所以 2cos 4πjp － 2 = 0 当且仅当 j = 0 或 j = p

2 ．

当 j = 0 时，( 0，k) 对应的因式变为 λ6 － ( － 1) kλ5 － 8λ4 + 2［3( － 1) k － 2］λ3 + 2［6 + ( － 1) k］λ2 +
4［2 － ( － 1) k］λ． 显然 2 － ( － 1) k ≠ 0．

当 j = p
2 时，(

p
2 ，k) 对应的因式变为 λ

6 － ( － 1) kλ5 － 8λ4 + 2［3( － 1) k + 2］λ3 + 2［6 － ( － 1) k］λ2

+ 4［－ 2 － ( － 1) k］λ． 显然 － 2 － 1( － 1) k ≠ 0．

当 j = 0或 j = p
2 时，每一对( j，k) 对应的因式最多只能为 SHOC ( p，2) 贡献一个零特征值． 由此当 p

是奇数时，SHOC ( p，2) 的零维数为 2; 当 p是偶数时，SHOCC ( p，2) 的零维数为 4． 证毕．
推论 5 { － 2，－ 2，－ 1，0，0} 是所有的 SHOC ( p，2) 公共的整数特征值．
证明 由定理 3，Φ( SHOC ( p，2) ，λ) 含有因式 λ2 ( λ5 － λ4 － 8λ3 + 2λ2 + 14λ + 4) ( λ5 + λ4 － 8λ3

－ 10λ2 + 10λ + 12) ． 而这个因式有二重根 － 2，0，一重根 － 1． 证毕．
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4 柱面四格图和柱面三格图的特征多项式和谱

引理 4［15］ 长度为 n － 1 的路 Pn 的谱为{ 2cos
πi

n + 1 i = 1，2，…，n} ．

定理 4 设 p，q是正整数，TC ( p，q) 是柱面三格图，则 TC ( p，q) 的特征多项式为

Φ( TC ( p，q) ; λ) = 1
2p( q+1)∏

p－1

j = 0
∑
? q
2」

k = 0

q + 2
2k +( )1 ( λ － α* ) q－2k［( λ － α* ) 2 － 16β* ) ］k

这里: α* = 2cos 2πjp ; β
* = cos2 πjp ．

证明 首先给 TC ( p，q) 的顶点如图 5( a) 所示的标号． 令 Vi = { xi
1，x

i
2，…，x

i
q+1 } 且 Gi 是 St ( p，q，

r) 中由 Vi 导出的子图( 1≤ i≤ p) ，显然 G1，G2，…，Gqη是两两同构的且 TC ( p，q) 是含有块 G1，G2，…，
Gqη 的循环图． 由引理 3 知，

Φ( TC ( p，q) ; λ) = ∏
n－1

j = 0
Φ( Γ j ; λ)

这里 Γ j 是如图 5( b) 所示的赋权有向图，其中 θ = e
2πi
p ． 显然，

A( Γ j ) =

α β
β α β
  

β α β















β α

这里: α = θ j + θ －j = 2cos 2πjp ; β = 1 + θ j ．

故由引理 1 得，

Φ( TC ( p，q) ; λ) = 1
2p( q+1)∏

p－1

j = 0
∑
? q
2」

k = 0

q + 2
2k +( )1 ( λ － α* ) q－2k［( λ － α* ) 2 － 16β* ) ］k

这里: α* = 2cos 2πjp ; β
* = cos2 πjp ． 证毕．

图 5 定理 4 证明中的图
Fig． 5 Graphs Using in proof of Theorem 4

推论 6 2 + 4cos πi
p + 2( i = 1，2，…，q + 1) 是所有 TC ( p ，q) 公共的特征值．

证明 注意到在定理 4 的证明中，当 j = 0时，A( Γ0 ) = 2［Iq+1 + 2A( Pq+1 ) ］，其中 Pq+1 是一条长度
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为 q的路． 由引理 4 即可得，2 + 4cos πi
p + 2( i = 1，2，…，q + 1) 是所有 TC ( p，q) 公共的特征值．证毕．

SC ( p，q) 的谱，类似于 TC ( p，q) 用矩阵论方法很容易得到．
定理 5［16］ 设 p，q是正整数，SC ( p，q) 是一柱面四格图，则 SC ( p，q)

{
的谱为

2cos 2πjp + 2cos πi
q + 2 i = 1，2，…，q + 1; k = 0，1，…，p － }1
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