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摘要 本文研究粗糙核抛物型奇异积分算子及其极大算子. 借助精细的 Fourier变换估计和 Littlewood-

Paley理论,并结合外插讨论,在积分核满足球面 Hardy函数条件和相当弱的径向尺寸条件下, 本文建

立这些算子的 Lp 有界性. 进一步, 关于沿一般光滑曲面的奇异积分算子及其极大算子的相应结果也

被建立. 这些结果即使在迷向情形也是新的.
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1 引言

自 20 世纪 50 年代 Calderón 和 Zygmund [1] 的开创性工作问世以来, 关于粗糙核奇异积分算子

的有界性研究一直受到调和分析学者的广泛关注. 经过近 60 年的发展, 已取得十分丰富的研究成果

和重要研究进展. 尽管如此, 仍然有一些本质问题值得进一步探讨. 本文将在前人工作的基础上, 旨在

对粗糙核抛物型奇异积分及相应的极大算子作进一步研究, 建立一些新的结果.

在叙述主要结果之前, 我们先回忆一些相关定义、记号和研究背景. 令 Rn (n > 2) 表示 n- 维

Euclid空间, Sn−1 表示 Rn 中单位球面,并赋予相应的诱导 Lebesgue测度 dσ. 设 αj > 1 (j = 1, . . . , n)

是 n 个固定实数. 定义函数 F : Rn × (0,∞) → R 如下:

F (x, ρ) =
n∑
j=1

x2jρ
−2αj , x = (x1, . . . , xn).

显然,对每个固定的 x ∈ Rn,函数 F (x, ρ)是关于 ρ > 0的递减函数. 我们用 ρ(x)表示方程 F (x, ρ) = 1

的唯一解. Fabes和 Riviére [2] 证明了 (Rn, ρ)是一个度量空间,通常称为相关于 {αj}nj=1 的混合齐性空

间. 进一步,我们知道 (Rn, ρ)关于伸缩变换族 Aλ = diag{λα1 , . . . , λαn}满足齐性条件: ρ(Atx) = tρ(x).

为方便起见,对 ϕ : R+ → (0,∞), 我们用 Aϕ(y)表示 Aϕ(ρ(y))y
′, 其中 y ∈ Rn, y′ = Aρ(y)−1y ∈ Sn−1. 不

难看出, 若 α1 = · · · = αn = 1, 则有 ρ(x) = |x|. 记 γα = min16j6n αj . 对于任意 x ∈ Rn, 容易验证
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
|x| > ρ(x)γα , 当 ρ(x) > 1,

|x| < ρ(x)γα , 当 ρ(x) < 1,

|x| = ρ(x), 当 ρ(x) = 1.

(1.1)

相关于空间 (Rn, ρ) 的变量替换公式为

x1 = ρα1 cos θ1 · · · cos θn−2 cos θn−1,

x2 = ρα2 cos θ1 · · · cos θn−2 sin θn−1,

...

xn−1 = ραn−1 cos θ1 sin θ2,

xn = ραn sin θ1.

因此, dx = ρα−1J(x′)dρdσ(x′), 其中 ρα−1J(x′) 是上述变换的 Jacobian 行列式, α =
∑n
j=1 αj , J(x

′)

=
∑n
j=1 αj(x

′
j)

2. 显然, J(x′) ∈ C∞(Sn−1), 且存在 M > 0 满足

1 6 J(x′) 6M, ∀x′ ∈ Sn−1.

设 Ω ∈ L1(Sn−1) 且满足 ∫
Sn−1

Ω(y′)J(y′)dσ(y′) = 0. (1.2)

对于适当函数 h : R+ → (0,∞), 定义抛物型奇异积分算子 Th,Ω 如下:

Th,Ω(f)(x) := p.v.

∫
Rn

Ω(y′)h(ρ(y))

ρ(y)α
f(x− y)dy, (1.3)

其中 f ∈ S (Rn) (Schwartz 函数类), h(·) ∈ ∆γ(R+), γ > 1. 这里 ∆γ(R+) (γ > 1) 表示定义在 R+

= (0,∞) 上且满足下列条件的可测函数 h 的全体:

∥h∥∆γ(R+) := sup
R>0

(
1

R

∫ R

0

|h(t)|γdt
)1/γ

<∞.

容易验证

L∞(R+) = ∆∞(R+) ( ∆γ2(R+) ( ∆γ1(R+), 1 6 γ1 < γ2 <∞.

记形如 (1.3)的奇异积分算子在 h(t) ≡ 1情形为 TΩ. 众所周知, TΩ 的研究源于对热方程和更一般

的常系数抛物型微分方程的解的正则性和存在性的研究. 1966年, Fabes和 Riviére [2] 在 Ω ∈ C1(Sn−1)

的条件下证明了 TΩ 的 Lp(Rn) 有界性, 1 < p < ∞. 随后, Nagel 等人 [3] 减弱 Ω 的约束条件到

Ω ∈ L log+ L(Sn−1) 的情形. 最近, Chen 等人 [4] 进一步改进上述条件为 Ω ∈ H1(Sn−1). 另一方面, 从

文献 [5] 可知, 对某些 p > 1, TΩ 是 Lp(Rn) 有界的. 假定 Ω ∈ Fβ(Sn−1), β > 1, 其中

Fβ(Sn−1) :=

{
Ω ∈ L1(Sn−1) : sup

ξ∈Sn−1

∫
Sn−1

|Ω(y′)|
(
log

1

|ξ · y′|

)β
dσ(y′) <∞

}
, ∀β > 0.

应当指出, Fβ(Sn−1) 由 Grafakos 和 Stefanov [6] 引入并给出了下列关系:∩
β>1

Fβ(Sn−1) * L log+ L(Sn−1) ( H1(Sn−1) *
∪
β>1

Fβ(Sn−1). (1.4)
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对于一般算子 Th,Ω, 在迷向情形: α1 = · · · = αn = 1, Fefferman [7] 首先在 Ω ∈ Lipβ(S
n−1) 和

h ∈ L∞(R) 的条件下证明了 Th,Ω 的 Lp(Rn) 有界性, 1 < p < ∞. 在 1986 年, Namazi [8] 改进了

Fefferman 的结果到情形 Ω ∈ Lq(Sn−1). 随后 Duoandikoetxea 和 Francia [9] 进一步推广 Namazi 在

文献 [8] 的结果到情形 h ∈ ∆2(R+). 应当指出, 沿多项式曲线的奇异积分算子的 Lp 有界性研究一

直受到调和分析学者的广泛关注. 例如, Al-Salman 和 Pan [10] 考虑了情形 Ω ∈ L log+ L(Sn−1) 和

h ∈ ∆γ(R+), γ > 1; Fan 和 Pan [11] 研究了情形 Ω ∈ H1(Sn−1) 和 h ∈ ∆γ(R+); Sato [12] 考虑了

情形 Ω ∈ L log+ L(Sn−1) 和 h ∈ N1(R+), 其中 N1(R+) 比 ∆γ(R+) (γ > 1) 更广泛. 这里 Nδ(R+)

(δ > 0) 表示满足下列条件的 R+ 上的可测函数 h 的全体函数集: Nδ(h) =
∑∞
m=1m

δ2mdm(h) <∞, 其

中 dm(h) = supk∈Z 2
−k|E(k,m)|, E(k, 1) = {t ∈ (2k, 2k+1] : |h(t)| 6 2},

E(k,m) = {t ∈ (2k, 2k+1] : 2m−1 < |h(t)| 6 2m}, m > 2.

容易验证, 对于任意 δ > 0 和 1 < γ < ∞, 有 ∆γ(R+) ( Nδ(R+). 对于一般情形 αi > 1, i = 1, . . . , n,

Liu 和 Wu [13] 中证明了沿复合曲线的奇异积分算子 Th,Ω 在 Lp(Rn) 中的有界性, 其中 |1/p − 1/2|
< min{1/2, 1/γ′}−1/β, h ∈ ∆γ(R+), γ > 1和 Ω ∈ F̃β(Sn−1), β > max{2, γ′}. 这里的函数类 F̃β(Sn−1)

首先由 Fan 和 Sato [14] 引入, 且容易验证 Fβ(S1) ⊂ F̃β(S1). 另外, Sato [15] 证明了 Th,Ω 是 Lp(Rn) 有
界的, 1 < p <∞, 如果 Ω ∈ L log+ L(Sn−1) 和 h ∈ N1(R+).

基于上述, 一个自然的问题是:

问题 1.1 在 Ω ∈ H1(Sn−1) 和 h ∈ N1(R+) 条件下, Th,Ω 是否为 Lp(Rn) (1 < p < ∞) 上的有界

算子?

本文的主要目的旨在解决上述问题. 我们的主要结果如下:

定理 1.1 设 Th,Ω 如 (1.3) 所定义. 假定 Ω ∈ H1(Sn−1) 且满足 (1.2), h ∈ ∆γ(R+), γ ∈ (1, 2], 则

∥Th,Ω(f)∥Lp(Rn) 6 Cp(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)∥Ω∥H1(Sn−1)∥f∥Lp(Rn)

对一切 1 < p <∞ 成立, 其中常数 Cp > 0 与 Ω, h 和 γ 无关.

定理 1.2 设 Th,Ω 如 (1.3) 所定义. 假定 Ω ∈ H1(Sn−1) 且满足 (1.2), h ∈ N1(R+), 则存在常数

Cp > 0 使得

∥Th,Ω(f)∥Lp(Rn) 6 Cp(1 +N1(h))∥Ω∥H1(Sn−1)∥f∥Lp(Rn)

对一切 1 < p <∞ 成立.

注 1.1 由于 L log+ L(Sn−1) ( H1(Sn−1) 和 ∆γ(R+) ( N1(R+), 同文献 [11, 15] 的结果相比较,

我们的结果即使在经典的 Euclid 空间中也是新的. 此外, 我们指出定理 1.1 的建立是本质的, 也是本

文的主要内容; 而定理 1.2 的证明则直接来自于定理 1.1 和由文献 [12] 发展的外插讨论.

此外, 我们也考虑相应的极大奇异积分算子 T ∗
h,Ω,

T ∗
h,Ω(f)(x) := sup

ϵ>0

∣∣∣∣ ∫
ρ(y)>ϵ

Ω(y′)h(ρ(y))

ρ(y)α
f(x− y)dy

∣∣∣∣, (1.5)

其中 h 和 Ω 如 (1.3). 则我们有下列结果.

定理 1.3 设 T ∗
h,Ω 如 (1.5) 定义. 假定 Ω ∈ H1(Sn−1) 且满足 (1.2), h ∈ ∆γ(R+), γ ∈ (1, 2], 则

∥T ∗
h,Ω(f)∥Lp(Rn) 6 Cp(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)∥Ω∥H1(Sn−1)∥f∥Lp(Rn)
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对一切 1 < p <∞ 成立, 其中常数 Cp > 0 且与 Ω, h 和 γ 无关.

定理 1.4 设 T ∗
h,Ω 如 (1.5) 所定义. 假定 Ω ∈ H1(Sn−1) 且满足 (1.2), h ∈ N1(R+), 则存在常数

Cp > 0 使得

∥T ∗
h,Ω(f)∥Lp(Rn) 6 Cp(1 +N1(h))∥Ω∥H1(Sn−1)∥f∥Lp(Rn)

对一切 1 < p <∞ 成立.

进一步, 我们能将上述结果推广到沿某些光滑曲面的奇异积分算子. 确切地说, 我们考虑下列沿

曲面 {Aφ(y) : y ∈ Rn} 的抛物型奇异积分算子 Th,Ω,φ:

Th,Ω,φ(f)(x) := p.v.

∫
Rn

Ω(y′)h(ρ(y))

ρd(y)α
f(x−Aφ(y))dy (1.6)

和相应的最大奇异积分算子 T ∗
h,Ω,φ:

T ∗
h,Ω,φ(f)(x) := sup

ϵ>0

∣∣∣∣ ∫
ρ(y)>ϵ

Ω(y′)h(ρ(y))

ρd(y)α
f(x−Aφ(y))dy

∣∣∣∣, (1.7)

其中 h和 Ω如 (1.3), φ是定义在 R+ 上的一个适当函数. 在 1997年, Fan和 Pan [16] 建立了下列结果.

定理 A 设 α1 = · · · = αn = 1, Th,Ω,φ 如 (1.6) 所定义. 假定 φ 满足下列条件:

|φ(t)| 6 C1|t|d, |φ′′(t)| 6 C2|t|d−2, C3|t|d−1 6 |φ′(t)| 6 C4|t|d−1,

其中 d ̸= 0 和 t > 0. 如果 Ω ∈ H1(Sn−1) 且满足 (1.2), h ∈ ∆γ(R+), γ > 1, 那么对于 |1/p − 1/2|
< min{1/2, 1/γ′}, Th,Ω,φ 是 Lp(Rn) 中的有界算子.

作为定理 1.2 和 1.4 的应用, 我们有下列更一般性的结果.

定理 1.5 设 Th,Ω,φ如 (1.6)所定义.假定 φ是 (0,∞)上非负或非正的单调函数且满足 |Φ(t)| 6 C,

其中 Φ(t) := φ(t)
tφ′(t) , C 是只与 φ 的有关的常数. 假定 Ω ∈ H1(Sn−1) 且满足 (1.2), h ∈ N1(R+), 则存在

常数 Cp = Cp,φ > 0 使得

∥Th,Ω,φ(f)∥Lp(Rn) 6 Cp(1 +N1(h))∥Ω∥H1(Sn−1)∥f∥Lp(Rn)

对一切 1 < p <∞ 成立.

定理 1.6 设 T ∗
h,Ω,φ 如 (1.7) 所定义, φ 如定理 1.5 所述. 假定 Ω ∈ H1(Sn−1) 且满足 (1.2),

h ∈ N1(R+), 则存在常数 Cp = Cp,φ > 0 使得

∥T ∗
h,Ω,φ(f)∥Lp(Rn) 6 Cp(1 +N1(h))∥Ω∥H1(Sn−1)∥f∥Lp(Rn)

对一切 1 < p <∞ 成立.

注 1.2 显然, 若 φ 满足定理 A 的假定, 则有 |Φ(t)| = |φ(t)/(tφ′(t))| 6 C. 进一步, 在 φ 满足定

理 1.5 的假定下, 下列事实是明显的 [17]:

(i) limt→0 φ(t) = 0, limt→∞ |φ(t)| = ∞, 如果 φ 非负单增, 或非正递减;

(ii) limt→0 |φ(t)| = ∞, limt→∞ φ(t) = 0, 如果 φ 非负递减, 或非正单增.

注 1.3 由注 1.2及对任意 γ > 1有∆γ(R+) ( N1(R+)可知,即使在迷向情形: α1 = · · · = αn = 1,

定理 1.5 也是定理 A 的本质改进和推广. 同时应当指出 p 的范围在定理 1.5 中比在定理 A 中更广.

本文结构如下: 第 2 节介绍一些已有的记号和引理; 第 3 节证明定理 1.1–1.4; 而定理 1.5 和 1.6

的证明则在第 4 节给出. 我们指出本文所用的主要方法取自于文献 [4, 9, 15,17].
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为方便起见, 下文中我们记 p′ 为 p 的共轭数, 即满足 1/p+ 1/p′ = 1. 令 ϖ 表示 {αj}nj=1 中不同

数的个数, 1 = (1, 0, . . . , 0) ∈ Sn−1. 用字母 C 或 c 表示独立于本质变量的正常数, 但在不同的位置其

值可以不同表示.

2 辅助引理

首先我们回忆一下球面 Sn−1 上的 Hardy 空间的定义及其原子分解. Hardy 空间 H1(Sn−1) 定义

如下:

H1(Sn−1) :=

{
Ω ∈ L1(Sn−1) : ∥Ω∥H1(Sn−1) =

∫
Sn−1

sup
06r<1

∣∣∣∣ ∫
Sn−1

Ω(θ)Prw(θ)dσ(θ)

∣∣∣∣dσ(w) <∞
}
,

其中 Prw(θ) 表示 Sn−1 上的 Poisson 核, 其定义为

Prw(θ) =
1− r2

|rw − θ|n
, 0 6 r < 1, θ, w ∈ Sn−1.

下面我们给出原子的定义和 H1(Sn−1) 函数的原子分解.

定义 2.1 称定义在 Sn−1 的函数 a(·) 为正则原子, 如果存在 θ ∈ Sn−1 和 ϱ ∈ (0, 1] 使得

supp (a) ⊂ Sn−1 ∩B(θ, ϱ), 其中 B(θ, ϱ) = {y ∈ Rn : |y − θ| < ϱ}, (2.1)

∥a∥L2(Sn−1) 6 ϱ−(n−1)/2, (2.2)∫
Sn−1

a(y)Ym(y)dσ(y) = 0 (2.3)

对任意次数不超过 N 的球面调和多项式 Ym 成立, 其中 N 是任意固定整数.

由文献 [4,18,19] 知, 对于任意满足 (1.2) 的 Ω ∈ H1(Sn−1), 存在正则原子 Ωj 满足 (1.2)、(2.1) 和

(2.2), 及 ω 满足 (1.2) 和 ∥ω∥L∞(Sn−1) 6 1 使得

Ω =
∞∑
j=1

λjΩj + ∥Ω∥H1(Sn−1)ω, (2.4)

其中 {λj}∞j=1 是负数且满足
∑∞
j=1 |λj | 6 ∥Ω∥H1(Sn−1).

下面我们列出几个后面要用的已知结果.

引理 2.2 [16] 假定 n > 3, b(·) 满足 (2.1)、(2.2) 和∫
Sn−1

b(y′)dσ(y′) = 0. (2.5)

令

Fb(s) = (1− s2)(n−3)/2χ(−1,1)(s)

∫
Sn−2

b(s, (1− s2)1/2ỹ)dσ(ỹ),

Gb(s) = (1− s2)(n−3)/2χ(−1,1)(s)

∫
Sn−2

|b(s, (1− s2)1/2ỹ)|dσ(ỹ),

则存在与 b(·) 无关的常数 C 满足

supp(Fb) ⊂ (ξ′1 − 2ϱ(ξ′), ξ′1 + 2ϱ(ξ′)), (2.6)
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supp(Gb) ⊂ (ξ′1 − 2ϱ(ξ′), ξ′1 + 2ϱ(ξ′)), (2.7)

∥Fb∥∞ 6 C/ϱ(ξ′), ∥Gb∥∞ 6 C/ϱ(ξ′), (2.8)∫
R
Fb(s)ds = 0, (2.9)

其中 ϱ(ξ′) = |ξ|−1|Lϱξ|, Lϱξ = (ϱ2ξ1, ϱξ2, . . . , ϱξn).

引理 2.3 [16] 假定 n = 2, b(·) 满足 (2.1)、(2.2) 和 (2.5). 令

Fb(s) = (1− s2)−1/2χ(−1,1)(s)(b(s, (1− s2)1/2) + b(s,−(1− s2)1/2)),

Gb(s) = (1− s2)−1/2χ(−1,1)(s)(|b(s, (1− s2)1/2)|+ |b(s,−(1− s2)1/2)|),

则 Fb 满足 (2.6)、(2.9) 和

∥Fb∥Lq 6 C|Lϱξ′|−1+1/q;

Gb 满足 (2.7) 和

∥Gb∥Lq 6 C|Lϱξ′|−1+1/q, q ∈ (1, 2).

引理 2.4 [20] 设 ϖ 如第 1 节所述, 则对任意 x, y ∈ Rn 和 0 6 ϵ 6 1,∣∣∣∣ ∫ 2

1

e−iAtx·y dt

t

∣∣∣∣ 6 C|x · y|−ϵ/ϖ,

其中 C 与 x 和 y 无关.

3 定理 1.1–1.4 的证明

本节致力于定理 1.1–1.4 的证明. 首先我们给出一些记号, 并建立一些引理. 设 1 和 ϖ 如第 1 节

所述. 对 β > 2, k ∈ Z, 我们定义 Rn 上的测度 {σk} 和 {|σk|} 如下:

σ̂k(ξ) =

∫
βk6ρ(y)<βk+1

h(ρ(y))Ω(y′)

ρ(y)α
e−2πiξ·ydy, (3.1)

|̂σk|(ξ) =
∫
βk6ρ(y)<βk+1

|h(ρ(y))Ω(y′)|
ρ(y)α

e−2πiξ·ydy. (3.2)

明显地,

Th,Ω(f)(x) =
∑
k∈Z

σk ∗ f(x). (3.3)

引理 3.1 设 h ∈ ∆γ(R+), γ ∈ (1, 2], 而 Ω 是满足 (2.1)–(2.3) (θ = 1) 的正则原子, 则对 k ∈ Z 和
ξ ∈ Rn, 有

sup
k∈Z

∥σk∥ 6 C log β∥h∥∆γ(R+), (3.4)

sup
k∈Z

|σ̂k(ξ)| 6 C log β∥h∥∆γ(R+), (3.5)

|σ̂k(ξ)| 6 C log β∥h∥∆γ(R+)|Aβk+1Lϱξ|1/(2ϖγ
′), (3.6)
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|σ̂k(ξ)| 6 C log β∥h∥∆γ(R+)|AβkLϱξ|−1/(2ϖγ′), (3.7)

其中常数 C 与 ϱ, γ 和 β 无关.

证明 我们仅对 n > 3的情形给出证明,关于 n = 2情形的证明相对容易些,其证明将省略.对于

ξ ̸= 0,我们选取一个旋转变换 O 满足 O(Aρξ) = |Aρξ|1. 让 O−1 表示 O 的逆变换, ỹ′ = (s, y′2, . . . , y
′
n).

选取 v ∈ Z 满足 2v < β 6 2v+1. 利用变量替换, (3.4) 可由下列不等式得到:

∥σk∥ 6
∫ βk+1

βk

∫
Sn−1

|Ω(y′)J(y′)|dσ(y′)|h(ρ)|dρ
ρ

6 C∥Ω∥L1(Sn−1)

v∑
j=0

∫ βk2j+1

βk2j
|h(ρ)|dρ

ρ

6 C(v + 1)∥h∥∆1(R+)

6 C log β∥h∥∆γ(R+),

其中 ∥Ω∥L1(Sn−1) 6 C (因为 Ω 是一个正则原子). 类似地, 我们容易证明 (3.5). 下面来证明 (3.6). 作

变量替换得

σ̂k(ξ) =

∫ βk+1

βk

∫
Sn−1

Ω(y′)e−2πiy′·AρξJ(y′)dσ(y′)h(ρ)
dρ

ρ

6
∫ βk+1

βk

∫
Sn−1

Ω(O−1(y′))e−2πi|Aρξ|y′·1J(O−1(y′))dσ(y′)h(ρ)
dρ

ρ
.

令 ΩJ(y′) = Ω(O−1(y′))J(O−1(y′))/∥J∥L∞(Sn−1). 显然, ΩJ 满足 (2.2)、(2.5) 和 supp (ΩJ) ⊂ B(ς, ϱ)

∩Sn−1, 其中 ς = Aρξ/|Aρξ|. 又

σ̂k(ξ) = ∥J∥L∞(Sn−1)

∫ βk+1

βk

∫
R
FΩJ (s)e−2πi|Aρξ|sdsh(ρ)

dρ

ρ
,

其中 FΩJ 如引理 2.2 中所定义. 再次利用变量替换可得

σ̂k(ξ) = ∥J∥L∞(Sn−1)

∫ βk+1

βk

∫
R
N(s)e−2πi|AρLϱξ|sdsh(ρ)

dρ

ρ
,

其中 N(s) = ϱ(ς)FΩJ (ϱ(ς)s), ϱ(ς) = |AρLϱξ|/|Aρξ|. 由引理 2.2 知, N(·) 是一个紧支撑函数, 其支撑区

间为 (−2 + ς1/ϱ(ς), 2 + ς1/ϱ(ς)), 且 |N | 6 C 和
∫
RN(s)ds = 0, 其中 ς1 = ρα1ξ1/|Aρξ|, C 与 s 和 ϱ 无

关. 因此, 由 N(·) 的消失性可得

|σ̂k(ξ)| 6 ∥J∥L∞(Sn−1)

∫ βk+1

βk

∣∣∣∣ ∫
R
N(s)(e−2πi|AρLϱξ|s − e−2πi|AρLϱξ|ς1/ϱ(ς))ds

∣∣∣∣|h(ρ)|dρρ
6 C

∫ βk+1

βk

∫
|s− ς1

ϱ(ς)
|62

|N(s)||AρLϱξ|
∣∣∣∣s− ς1

ϱ(ς)

∣∣∣∣ds|h(ρ)|dρρ
6 C|Aβk+1Lϱξ|

∫ βk+1

βk

|h(ρ)|dρ
ρ

6 C log β∥h∥∆γ(R+)|Aβk+1Lϱξ|.
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由此结合 (3.5) 便得 (3.6). 另一方面, 由变量替换和 Hölder 不等式得

|σ̂k(ξ)| 6
∫ βk+1

βk

∣∣∣∣ ∫
Sn−1

Ω(y′)e−2πiy′·AρξJ(y′)dσ(y′)

∣∣∣∣|h(ρ)|dρρ
6

v∑
j=0

∫ βk2j+1

βk2j

∣∣∣∣ ∫
Sn−1

Ω(y′)e−2πiy′·AρξJ(y′)dσ(y′)

∣∣∣∣|h(ρ)|dρρ
6

v∑
j=0

(∫ βk2j+1

βk2j

∣∣∣∣ ∫
Sn−1

Ω(y′)e−2πiy′·AρξJ(y′)dσ(y′)

∣∣∣∣γ′
dρ

ρ

)1/γ′

∥h∥∆γ(R+)

6 ∥h∥∆γ(R+)∥Ω∥
(γ′−2)/γ′

L1(Sn−1)

v∑
j=0

(Hj,k(ξ))
1/2, (3.8)

其中

Hj,k(ξ) =

∫ βk2j+1

βk2j

∣∣∣∣ ∫
Sn−1

Ω(y′)e−2πiy′·AρξJ(y′)dσ(y′)

∣∣∣∣2 dρρ .
注意到

Hj,k(ξ) =

∫ βk2j+1

βk2j

∫∫
Sn−1×Sn−1

Ω(y′)Ω(x′)e−2πi(y′−x′)·AρξJ(y′)dσ(y′)dσ(x′)
dρ

ρ

6
∫∫

Sn−1×Sn−1

|Ω(y′)Ω(x′)|
∣∣∣∣ ∫ βk2j+1

βk2j
e−2πi(y′−x′)·Aρξ

dρ

ρ

∣∣∣∣J(y′)J(x′)dσ(y′)dσ(x′).
利用引理 2.4, 我们有∣∣∣∣ ∫ βk2j+1

βk2j
e−2πi(y′−x′)·Aρξ

dρ

ρ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∫ 2

1

e−2πi(y′−x′)·A
βk2jρ

ξ dρ

ρ

∣∣∣∣ 6 C|(y′ − x′) ·Aβk2jξ|−1/(2ϖ).

因此,

Hj,k(ξ) 6 C

∫∫
Sn−1×Sn−1

|Ω(y′)Ω(x′)||(y′ − x′) ·Aβk2jξ|−1/(2m)J(y′)J(x′)dσ(y′)dσ(x′).

同文献 [4, (3.10)] 的证明一样, 我们可得

Hj,k(ξ) 6 C|Aβk2jLϱξ|−1/(2ϖ), (3.9)

其中 C 与 k, j, β 和 ϱ 无关. 从 (3.8) 和 (3.9) 可知,

|σ̂k(ξ)| 6 C∥h∥∆γ(R+)

v∑
j=0

|Aβk2jLϱξ|−1/(4ϖ)

6 C(v + 1)∥h∥∆γ(R+)|AβkLϱξ|−1/(4ϖ)

6 C log β∥h∥∆γ(R+)|AβkLϱξ|−1/(4ϖ).

由此, 并利用 (3.5) 和 γ ∈ (1, 2] 容易导出 (3.7). 引理 3.1 得证.

引理 3.2 设 h, Ω 和 γ 如引理 3.1 所述, β = 2γ
′
. 定义极大算子 σ∗ 如下:

σ∗(f)(x) = sup
k∈Z

||σk| ∗ f(x)|,
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则有

∥σ∗(f)∥Lp(Rn) 6 C(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)∥f∥Lp(Rn), 1 < p <∞,

其中 C > 0 与 γ 无关.

证明 选取非负函数 ψ ∈ C∞
0 (Rn) 满足

supp (ψ) ⊂ {x ∈ Rn : ρ(x) 6 1}, ψ̂(0) = 1.

对 k ∈ Z, ξ ∈ Rn, 记 ψk = β−kαψ(Aβ−kx), 且定义 Rn 上的测度 {µk} 如下:

µ̂k(ξ) = |̂σk|(ξ)− ψ̂(AβkLϱξ)|̂σk|(0). (3.10)

由 (3.10) 和引理 3.1 可得

|µ̂k(ξ)| 6 C(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)(min{1, |Aβk+1Lϱξ|, |AβkLϱξ|−1})1/(2mγ
′). (3.11)

令 Ψ̂k(ξ) = ψ̂(AβkLϱξ)|̂σk|(0). 再次利用 (3.10) 可知,

σ∗(f) 6 G(f) + Ψ∗(|f |), (3.12)

µ∗(f) 6 σ∗(f) + Ψ∗(|f |), (3.13)

其中 µ∗(f) = supk∈Z ||µk|∗f |, Ψ∗(f) = supk∈Z ||Ψk|∗f |, G(f) = (
∑
k∈Z |µk∗f |2)1/2. 由 Hardy-Littlewood

极大函数的 Lp 有界性, 我们有∥∥∥ sup
k∈Z

|ψk ∗ f |
∥∥∥
Lp(Rn)

6 C∥f∥Lp(Rn), 1 < p <∞, (3.14)

其中 C > 0 与 γ 无关. 另一方面, 我们容易验证

||Ψk| ∗ f(x)| 6 C(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)ψk ∗ |fϱ|(L1/ϱx), (3.15)

其中函数 fϱ 定义为 fϱ(x) = f(Lϱx). 利用 (3.14) 和 (3.15) 有

∥Ψ∗(f)∥Lp(Rn) 6 C(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)∥f∥Lp(Rn), 1 < p <∞. (3.16)

注意到 (3.12) 和 (3.16), 我们只需证明

∥G(f)∥Lp(Rn) 6 C(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)∥f∥Lp(Rn), 1 < p <∞, (3.17)

其中 C 与 γ 无关. 运用熟知的 Rademacher 函数性质, (3.17) 可由下式导出:

∥τϵ(f)∥Lp(Rn) 6 C(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)∥f∥Lp(Rn), 1 < p <∞, (3.18)

其中 τϵ(f)(ξ) =
∑
k∈Z ϵkµk ∗ f(ξ), ϵ = {ϵk}, ϵk = 1 或 −1 (关于 ϵ 一致成立), C 与 γ 无关. 令 {Φk} 是

C∞
0 ((0,∞)) 负函数列, 且满足

supp (Φk) ⊂ [β−k−1, β−k+1],
∑
k∈Z

Φk(t)
2 = 1,

∣∣∣∣( d

dt

)j
Φk(t)

∣∣∣∣ 6 Cj
tj
, j = 1, 2, . . . ,
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其中 Cj 与 β 无关. 定义乘子算子 Sk 和 Υk 如下:

Ŝk(f)(ξ) = Φk(ρ(Lϱξ))f̂(ξ), Υ̂k(f)(ξ) = Φk(ρ(ξ))f̂(ξ).

利用 Littlewood-Paley 不等式, 对任意函数 {gk} ∈ Lp(ℓ2,Rn) 和 f ∈ Lp(Rn), 存在与 β 和 ϱ 无关的常

数 Cp > 0 满足 ∥∥∥∥∑
k∈Z

Υk(gk)

∥∥∥∥
Lp(Rn)

6 Cp

∥∥∥∥(∑
k∈Z

|gk|2
)1/2∥∥∥∥

Lp(Rn)

, 1 < p <∞, (3.19)

∥∥∥∥(∑
k∈Z

|Υk(f)|2
)1/2∥∥∥∥

Lp(Rn)

6 Cp∥f∥Lp(Rn), 1 < p <∞. (3.20)

容易验证

Sk(f)(ξ) = Υk(fϱ)(L1/ϱξ), (3.21)

其中 fϱ 如 (3.15) 所述. 由 (3.19)–(3.21) 可得∥∥∥∥∑
k∈Z

Sk(gk)

∥∥∥∥
Lp(Rn)

6 Cp

∥∥∥∥(∑
k∈Z

|gk|2
)1/2∥∥∥∥

Lp(Rn)

, 1 < p <∞, (3.22)

∥∥∥∥(∑
k∈Z

|Sk(f)|2
)1/2∥∥∥∥

Lp(Rn)

6 Cp∥f∥Lp(Rn), 1 < p <∞, (3.23)

其中 {gk} 是任意的且满足 {gk} ∈ Lp(ℓ2,Rn), f ∈ Lp(Rn), Cp > 0 与 β 和 ϱ 无关. 由 Sk 定义, 我们

可写

τϵ(f) =
∑
j∈Z

∑
k∈Z

ϵkSj+k(µk ∗ Sj+k(f)) :=
∑
j∈Z

τj(f). (3.24)

故由 Plancherel 定理、(1.1) 和 (3.11) 可得

∥τj(f)∥2L2(Rn) 6 C
∑
k∈Z

∫
β−k−j−16ρ(Lϱξ)6β−k−j+1

|f̂(ξ)|2|µ̂k|2dξ

6 C((γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)Bj)
2∥f∥2L2(Rn),

其中

Bj = 2(2−j)λα/(2ϖ)χ{j>3}(j) + χ{−2<j<3}(j) + 2(j+1)λα/(2ϖ)χ{j6−2}(j). (3.25)

因而有

∥τj(f)∥L2(Rn) 6 C(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)2
−δ|j|∥f∥L2(Rn), (3.26)

其中 C 和 δ 与 γ 和 ϱ 无关. 再结合 (3.24) 可推得

∥τϵ(f)∥L2(Rn) 6 C(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)∥f∥L2(Rn).
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于是有

∥G(f)∥L2(Rn) 6 C(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)∥f∥L2(Rn).

进而综合 (3.12)、(3.13) 和 (3.16) 导出

∥µ∗(f)∥L2(Rn) 6 C(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)∥f∥L2(Rn).

由此, 利用 (3.11) 和文献 [9, 第 544 页] 的证明可知,∥∥∥∥(∑
k∈Z

|µk ∗ gk|2
)1/2∥∥∥∥

Lp(Rn)

6 C(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)

∥∥∥∥(∑
k∈Z

|gk|2
)1/2∥∥∥∥

Lp(Rn)

(3.27)

对任意函数 {gk} ∈ Lp(ℓ2,Rn) 和 |1/2− 1/p| = 1/4 成立. 又由 (3.22) 和 (3.23) 有

∥τj(f)∥Lp(Rn) 6 C(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)∥f∥Lp(Rn),

∣∣∣∣12 − 1

p

∣∣∣∣ = 1

4
. (3.28)

借助于 (3.24) 及在 (3.26) 与 (3.28) 之间插值可得

∥τϵ(f)∥Lp(Rn) 6 (γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)∥f∥Lp(Rn), p ∈
(
4

3
, 4

)
.

因而,

∥G(f)∥Lp(Rn) 6 (γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)∥f∥Lp(Rn), p ∈
(
4

3
, 4

)
.

基于上述讨论, 利用 (3.11)–(3.13)、(3.16)、(3.22)、(3.23) 和 (3.26) 及文献 [9, 第 544 页] 证明和插值定

理, 我们有

∥G(f)∥Lp(Rn) 6 (γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)∥f∥Lp(Rn), p ∈
(
8

7
, 8

)
.

重复上述讨论, 我们能获得 (3.17). 引理 3.2 得证.

利用引理 3.2 和类似于文献 [9, 第 544 页] 的证明, 我们能获得下面的引理.

引理 3.3 设 h, Ω 和 γ 如引理 3.1 所述, β = 2γ
′
, 则∥∥∥∥(∑

k∈Z

|σk ∗ gk|2
)1/2∥∥∥∥

Lp(Rn)

6 C(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)

∥∥∥∥(∑
k∈Z

|gk|2
)1/2∥∥∥∥

Lp(Rn)

对 1 < p <∞ 和任意函数 {gk} ∈ Lp(ℓ2,Rn) 成立, 其中常数 C > 0 与 γ 无关.

现在我们来证明定理 1.1–1.4.

定理 1.1的证明 设 Ω ∈ H1(Sn−1)满足 (1.2), h ∈ ∆γ(R+), γ ∈ (1, 2]. 由 (2.4),存在正则原子 Ωj

满足 (1.2)、(2.1) 和 (2.2), 而 ω 满足 (1.2) 及 ∥ω∥L∞(Sn−1) 6 1 使得

Ω =
∞∑
j=1

λjΩj + ∥Ω∥H1(Sn−1)ω,

其中 {λj}∞j=1 是负数且满足
∑∞
j=1 |λj | 6 ∥Ω∥H1(Sn−1). 利用文献 [12, 命题 2.4] 和事实 L∞(Sn−1)

⊂ L log+ L(Sn−1), 我们有

∥Th,ω(f)∥Lp(Rn) 6 C(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)∥f∥Lp(Rn), 1 < p <∞.
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因此, 为证明定理 1.1, 只需证明当 Ω 是满足 (2.1)–(2.3) 的正则原子时, 有

∥Th,Ω(f)∥Lp(Rn) 6 C(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)∥f∥Lp(Rn), 1 < p <∞, (3.29)

其中常数 C 与 γ 无关.下面设 Ω是一个满足 (2.1)–(2.3)的正则原子. 不失一般性, 可假定 θ = 1为 Ω

的支集中心. 设乘子算子 Sk 如引理 3.2 证明所述, β = 2γ
′
. 由 (3.1) 和 Sk 的定义, 我们可写

Th,Ω(f)(ξ) =
∑
j∈Z

∑
k∈Z

Sj+k(σk ∗ Sj+kf)(ξ) :=
∑
j∈Z

Tj(f)(ξ). (3.30)

类似于 (3.26) 的证明可得

∥Tj(f)∥L2(Rn) 6 C(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)2
−δ|j|∥f∥L2(Rn), (3.31)

其中 C 和 δ 如 (3.22) 一样. 另一方面, 由 (3.22) 和 (3.23) 及引理 3.3, 我们有

∥Tj(f)∥Lp(Rn) 6 C(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)∥f∥Lp(Rn), 1 < p <∞. (3.32)

利用 (3.30), 及在 (3.31) 与 (3.32) 插值可得 (3.29). 定理 1.1 证毕.

定理 1.3的证明 由 (2.4)和类似于文献 [12,定理 3]的证明,我们只需证明当 Ω为满足 (2.1)–(2.3)

的正则原子时, 有

∥T ∗
h,Ω(f)∥Lp(Rn) 6 C(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)∥f∥Lp(Rn), 1 < p <∞, (3.33)

其中常数 C 与 γ 无关.我们将运用 Fan等人 [21] 的方法作证. 设 Ω是满足 (2.1)–(2.3)的正则原子. 不

失一般性, 可假定 θ = 1. 对任意 ϵ > 0, 存在整数 k 满足 βk−1 6 ϵ < βk, 则

T ∗
h,Ω(f)(ξ) 6 σ∗(|f |)(ξ) + sup

k∈Z

∣∣∣∣ ∞∑
j=k

σk ∗ f(ξ)
∣∣∣∣. (3.34)

利用引理 3.2, 只需证明∥∥∥∥ sup
k∈Z

∣∣∣∣ ∞∑
j=k

σk ∗ f(ξ)
∣∣∣∣∥∥∥∥
Lp(Rn)

6 Cp(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)∥f∥Lp(Rn), 1 < p <∞, (3.35)

其中 Cp与 γ无关.令 Γ ∈ C∞
0 (Rn),其支集为 {x ∈ Rn : ρ(x) 6 1},且 Γ(x) = 1,当 ρ(x) < 1/2. 定义 Θk

为 Θ̂k(ξ) = Γ(AβkLϱξ), 及 Γk 为 Γk(ξ) = β−kαΓ(Aβ−kξ), 则我们有

∞∑
j=k

σk ∗ f(ξ) = (δ −Θk) ∗
∞∑
j=k

σk ∗ f(ξ) + Θk ∗ Th,Ω(f)(ξ)−Θk ∗
k−1∑
j=−∞

σk ∗ f(ξ)

=: Ik,1(f)(ξ) + Ik,2(f)(ξ) + Ik,3(f)(ξ),

其中 δ 是 Dirac 函数. 因此,

sup
k∈Z

∣∣∣∣ ∞∑
j=k

σk ∗ f(ξ)
∣∣∣∣ 6 sup

k∈Z
|Ik,1(f)(ξ)|+ sup

k∈Z
|Ik,2(f)(ξ)|+ sup

k∈Z
|Ik,3(f)(ξ)|. (3.36)

容易验证

Θk ∗ f(x) = Γk ∗ fϱ(L1/ϱx),
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其中 fϱ 如 (3.15) 所定义. 类似于 (3.13) 的证明可推得∥∥∥ sup
k∈Z

|Θk ∗ f |
∥∥∥
Lp(Rn)

6 Cp∥f∥Lp(Rn), 1 < p <∞, (3.37)

其中常数 Cp > 0 与 β 和 ϱ 无关. 又由 (3.29) 和 (3.37), 我们有∥∥∥ sup
k∈Z

|Ik,2(f)|
∥∥∥
Lp(Rn)

6 C∥Th,Ω(f)∥Lp(Rn) 6 Cp(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)∥f∥Lp(Rn), 1 < p <∞. (3.38)

下面我们来估计 supk∈Z |Ik,1(f)|. 记

sup
k∈Z

|Ik,1(f)(ξ)| 6
∞∑
j=0

sup
k∈Z

|(δ −Θk) ∗ σj+k ∗ f(ξ)| =:

∞∑
j=0

Λj(f)(ξ). (3.39)

由引理 3.2 和 Hardy-Littlewood 极大函数的性质可知,

∥Λj(f)∥Lp(Rn) 6 Cp∥σ∗(|f |)∥Lp(Rn) 6 Cp(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)∥f∥Lp(Rn), 1 < p <∞. (3.40)

另一方面, 利用 Plancherel 定理、(1.1)、引理 3.1 和 Θk 的选取, 容易推出

∥Λj(f)∥2L2(Rn) 6 ∥(|(δ −Θk) ∗ σj+k ∗ f |2)1/2∥2L2(Rn) 6
∑
k∈Z

∫
βkρ(Lϱξ)>1/2

|σ̂j+k(ξ)|2|f̂(ξ)|2dξ

6
∑
k∈Z

k∑
i=−∞

∫
β−i/26ρ(Lϱξ)<β−i+1/2

|σ̂j+k(ξ)|2|f̂(ξ)|2dξ

6 C
∑
k∈Z

k∑
i=−∞

((γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)2
(i−k−j)λα/(2m))2

∫
β−i/26ρ(Lϱξ)<β−i+1/2

|f̂(ξ)|2dξ

6 C((γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+))
22−jλα/ϖ

∞∑
i=0

2−iλα/ϖ∥f∥2L2(Rn)

6 C((γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+))
22−jλα/ϖ∥f∥2L2(Rn).

故有

∥Λj(f)∥L2(Rn) 6 C(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)2
−jλα/(2ϖ)∥f∥L2(Rn). (3.41)

再由 (3.39) 和在 (3.40) 与 (3.41) 之间插值可得∥∥∥ sup
k∈Z

|Ik,1(f)|
∥∥∥
Lp(Rn)

6 C(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)∥f∥Lp(Rn), (3.42)

其中常数 C 与 γ 无关. 最后, 我们来估计 supk∈Z |Ik,3(f)|,

sup
k∈Z

|Ik,3(f)(ξ)| = sup
k∈Z

∣∣∣∣ ∞∑
j=1

Θk ∗ σk−j ∗ f(ξ)
∣∣∣∣ 6 ∞∑

j=1

sup
k∈Z

|Θk ∗ σk−j ∗ f(ξ)| =:
∞∑
j=1

Hj(f)(ξ). (3.43)

由引理 3.2 有

∥Hj(f)∥Lp(Rn) 6 Cp(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)∥f∥Lp(Rn), 1 < p <∞. (3.44)
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又由 Plancherel 定理得

∥Hj(f)∥2L2(Rn) 6
∥∥∥∥(∑

k∈Z

|Θk ∗ σk−j ∗ f |2
)1/2∥∥∥∥2

L2(Rn)

6
∑
k∈Z

∫
βkρ(Lϱξ)61

|σ̂k−j(ξ)|2|f̂(ξ)|2dξ

6
∑
k∈Z

|σ̂k−j(ξ)|2χ{βkρ(Lϱξ)61}∥f∥2L2(Rn)

6 C((γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+))
2
∑
k∈Z

|Aβk−j+1Lϱξ|1/(2mγ
′)χ{βkρ(Lϱξ)61}∥f∥2L2(Rn)

6 C((γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+))
22−2jη∥f∥2L2(Rn),

其中上述最后不等式由缺项序列的性质得到, 而 η 与 γ 无关. 于是,

∥Hj(f)∥L2(Rn) 6 C(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)2
−jη∥f∥L2(Rn). (3.45)

插值 (3.44) 和 (3.45), 并结合 (3.43) 得到∥∥∥ sup
k∈Z

|Ik,3(f)|
∥∥∥
Lp(Rn)

6 C(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)∥f∥Lp(Rn). (3.46)

从而由 (3.36)、(3.38)、(3.42) 和 (3.46) 可推出 (3.5). 定理 1.3 得证.

定理 1.2 和 1.4 的证明 两个定理的证明是类似的, 下面我们将采用文献 [12] 中的外插方法给

出定理 1.2 的证明. 设 dm(h) 如第 1 节所述, 令 E1 = {t ∈ R+ : 0 < |h(t)| 6 2} 和 Em = {t ∈ R+ :

2m−1 < |h(t)| 6 2m} (m > 2). 由文献 [12] 可知,

∥hχEm∥∆1+1/m(R+) 6 2mdm/(m+1)
m (h), (3.47)

∞∑
m=1

m2mdm/(m+1)
m (h) 6 C(1 +N1(h)). (3.48)

由此, 应用 Minkowski 不等式和定理 1.1 得

∥Th,Ω(f)∥Lp(Rn) 6
∞∑
m=1

∥ThχEm ,Ω
(f)∥Lp(Rn)

6 C∥Ω∥H1(Sn−1)

∞∑
m=1

m2mdm/(m+1)
m (h)∥f∥Lp(Rn)

6 C(1 +N1(h))∥Ω∥H1(Sn−1)∥f∥Lp(Rn),

1 < p <∞. 定理 1.2 得证.

4 定理 1.5 和 1.6 的证明

本节我们将证明定理 1.5 和 1.6. 定理的证明需要用到如下重要引理.

引理 4.1 [17] 设 Φ 和 φ 如定理 1.5 所述. 若 h ∈ ∆γ(R+), γ > 1, 则

∥h(φ−1)Φ(φ−1)∥∆γ(R+) 6 C∥h∥∆γ(R+),
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其中 C 是仅与 φ 有关的常数.

引理 4.2 设 Φ 和 φ 如定理 1.5 所述, 则

(i) 当 φ 是非负单增函数时, Th,Ω,φ(f) = Th(φ−1)Φ(φ−1),Ω(f);

(ii) 当 φ 是非负递减函数时, Th,Ω,φ(f) = −Th(φ−1)Φ(φ−1),Ω(f);

(iii) 当 φ 是非正递减函数时, Th,Ω,φ(f) = Th(φ−1)Φ(φ−1),Ω̃(f);

(iv) 当 φ 是非正单增函数时, Th,Ω,φ(f) = −Th(φ−1)Φ(φ−1),Ω̃(f);

(v) 当 φ 是非负单增函数时, T ∗
h,Ω,φ(f) = T ∗

h(φ−1)Φ(φ−1),Ω(f);

(vi) 当 φ 是非负递减函数时, T ∗
h,Ω,φ(f) = −T ∗

h(φ−1)Φ(φ−1),Ω(f);

(vii) 当 φ 是非正递减函数时, T ∗
h,Ω,φ(f) = T ∗

h(φ−1)Φ(φ−1),Ω̃
(f);

(viii) 当 φ 是非正单增函数时, T ∗
h,Ω,φ(f) = −T ∗

h(φ−1)Φ(φ−1),Ω̃
(f),

其中 Ω̃(y) = Ω(−y).
证明 注意到注 1.2, 类似于文献 [17, 引理 2.3] 中的讨论, 我们容易建立引理 4.2. 这里我们省略

其证明细节.

下面我们来证明定理 1.5 和 1.6.

定理 1.5 和 1.6 的证明 由定理 1.1 和 1.3 可知,

∥Th(φ−1)Φ(φ−1),Ω(f)∥Lp(Rn) 6 Cp(γ − 1)−1∥h(φ−1)Φ(φ−1)∥∆γ(R+)∥Ω∥H1(Sn−1)∥f∥Lp(Rn),

∥T ∗
h(φ−1)Φ(φ−1),Ω(f)∥Lp(Rn) 6 Cp(γ − 1)−1∥h(φ−1)Φ(φ−1)∥∆γ(R+)∥Ω∥H1(Sn−1)∥f∥Lp(Rn),

其中 Cp 是与 γ 无关的常数. 应用引理 4.1 和 4.2 可得

∥Th,Ω,φ(f)∥Lp(Rn) 6 Cp(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)∥Ω∥H1(Sn−1)∥f∥Lp(Rn),

∥T ∗
h,Ω,φ(f)∥Lp(Rn) 6 Cp(γ − 1)−1∥h∥∆γ(R+)∥Ω∥H1(Sn−1)∥f∥Lp(Rn).

由此, 结合如定理 1.2 证明中的外插讨论便得.
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Parabolic singular integrals with rough kernels and extrapolation

LIU Feng & WU HuoXiong

Abstract This paper is devoted to studying the parabolic singular integrals with rough kernels both on the

unit sphere and in the radial direction, as well as the corresponding maximal singular integrals. By the estimates

of Fourier transforms, the Littlewood-Paley theory and the extrapolation arguments, under the rather weak

size conditions, which are the best known ones so far, the Lp bounds for such operators are established. As

applications, the corresponding results for the corresponding operators associated to certain smooth surfaces are

also obtained.
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