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摘要: 用矩阵 Jordan 标准形理论，证明了和与积相等的矩阵对的 Jordan 标准形具有互为确定

的性质，进而得到由和与积相等的矩阵对的最小多项式及交换子空间确定的多项式表示的新

结果．
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Abstract: Applying the theory of Jordan canonical form，we proved the properties of Jordan canonical forms of
the matrix pair with the sum and product being equal are determined mutually，obtaining the new results of
polynomial denotation determined by minimal polynomial and commutative subspaces．
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0 引 言

用 瓘 n×n
和 瓘［x］分别表示复数域 瓘 上的 n ×n 矩阵及一元多项式的集合; 瓕 +

表示正整数;

deg f(x)为 f(x)∈瓘［x］的次数; E(En)表示(n×n)单位矩阵; JA，fA(x)= det(xE－A)，mA(x)∈瓘［x］
分别 表 示 A ∈ 瓘 n×n

的 Jordan 标 准 形、特 征 多 项 式 和 最 小 多 项 式． 约 定 n 次 幂 零 矩

阵Nn =
0 En－1

0 0( )∈瓘 n×n ．

由于和与积相等的矩阵对
［1］

性质优良，因此引起人们广泛关注
［2-9］． 约定矩阵类(A，B)∈Tn(瓘 )

= {A，B∈瓘 n×n A+B=AB}，用 C(A)= {X∈瓘 n×n AX=XA} 和 W(A)= {g(A) g(x)∈瓘［x］} 分别表

示由给定 A∈瓘 n×n
所确定的瓘 n×n

交换子空间和多项式子空间，显然 W(A)C(A) ． 由文献［2-3］知，
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当(A，B)∈Tn(瓘 )时，必有 AB=BA．
命题 1［1］

设(A，B)∈Tn(瓘 )，若 A 有 n 个不同的特征值，则存在 u(x)∈瓘［x］且 deg u( x)

≤n－1，使得 B=u(A) ．
本文先证明了(A，B)∈Tn(瓘 ) 的 Jordan 标准形具有互为确定的关系，然后作为应用，给出了

用 mA(x)，fA(x)，C(A)，W(A)所确定的积与和相等的矩阵对 A，B 的多项式表示的新结论，从而推广

了文献［1］的相应结果．
1 积与和相等的矩阵对的 Jordan 标准形

由 n 次幂零矩阵的性质易得: 由 λ(≠0)∈瓘 所确定的 Jordan 块矩阵 J=λE+Nn∈瓘
n×n，从而

J －1 = (λE + Nn)
－1 =

λ －1 － λ －2 λ －3 … ( － 1) n－2λ －n+1 ( － 1) n－1λ －n

0 λ －1 － λ －2 … ( － 1) n－3λ －n+2 ( － 1) n－2λ －n+1

0 0 0 … λ －1 － λ －2

0 0 0 … 0 λ －1

……………………………………………………………

















∈ 瓘 n×n ． (1)

由此及 Jordan 标准形的性质易得:

引理 1 设可逆矩阵 A∈瓘 n×n
的 Jordan 标准形

JA = diag(J1(A)，J2(A)，…，Js(A))， (2)

Ji(A) = λ iEni
+ Nni ∈ 瓘

ni×ni， i = 1，2，…，s; n =∑
s

i = 1
ni， (3)

则 A－1
的 Jordan 标准形

JA －1 = diag(J1(A
－1)，J2(A

－1)，…，Js(A
－1))，

Ji(A
－1) = λ －1

i Eni
+ Nni ∈ 瓘

n×n， i = 1，2，…，s; n =∑
s

i = 1
ni ． (4)

由式 (1) 知，Jordan 块矩阵 J = λE+Nn(λ≠0) 的逆 J－1
一般不再是 Jordan 块矩阵，因此，一

般 Ji(A
－1)≠Ji(A) －1，但 Ji(A

－1)与 Ji(A)具有相近的密切关系(见式(3)，(4)) ．
引理 2［1］

设(A，B)∈Tn(瓘 )，则:

1) AB=BA;

2) A，B 的特征值均不为 1;

3) λ 是 A 的特征值  λ
λ－1

为 B 的特征值;

4) A－E 与 B－E 互为逆矩阵．
当(A，B)∈Tn(瓘 )时，由引理 3 知 JA－E =JA－E，JB－E =J(A－E) －1，这样由式(1)及引理 1 和引理 2 易

得:

定理 1 设(A，B)∈Tn(瓘 )，A 的 Jordan 标准形如式(2)，(3)，则 B 的 Jordan 标准形为

diag(J1(B)，J2(B)，…，Js(B)) = JB，

Ji(B) = λ i

λ i － 1
Eni

+ Nni ∈ 瓘
n×n， i = 1，2，…，s; n =∑

s

i = 1
ni ．

引理 3［6］
设 A∈瓘 n×n

的 所 有 不 同 特 征 值 为 λ1，λ2，…，λ t，则 A 的 最 小 多 项 式 mA(x)

=∏
t

i = 1
(x － λ i)

ki，其中 ki 为特征值 λ i 确定的 Jordan 块的最高阶数; 同时，A 可对角化  mA(x)

=∏
t

i = 1
(x － λ i) A 的每个 Jordan 块都是 1 阶的．

由引理 2 和定理 1 可得:

定理 2 设(A，B)∈Tn(瓘 )，如果 λ1，λ2，…，λ t 是 A 的所有两两不同的重数分别为 n1，n2，…，nt

的特征值，且 A 的特征多项式和最小多项式分别为
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fA(x) =∏
t

i = 1
(x － λ i)

ni， mA(x) =∏
t

i = 1
(x － λ i)

ki; (5)

则(x－λ i)
ri 是 A 的初等因子 x－

λ i

λ i－1( )
ri

是 B 的初等因子，i=1，2，…，t;

fB(x) =∏
t

i = 1
x － λ i

λ i － 1( )
ni

; mB(x) =∏
t

i = 1
x － λ i

λ i － 1( )
ki

; (6)

fA(x) = mA(x)  fB(x) = mB(x) ． (7)

定理 1 和定理 2 表明，当(A，B)∈Tn(瓘 ) 时，JA 与 JB 互为确定，从而 fA( x) 与 fB( x)，mA( x)

与 mB(x)与也互为确定． 于是由引理 3 和定理 2 及式(5)，(6) 可知: 当(A，B)∈Tn(瓘 ) 时，A 可对角

化B 可对角化; 当(A，B)∈Tn(瓘 )时，A 有 n 个不同的特征值  B 有 n 个不同的特征值．
于是命题 1 可改进为:

推论 1 设(A，B)∈Tn(瓘 )，如果 A，B 之一有 n 个不同的特征值，则存在 u( x)，v( x)∈瓘［x］
且 deg u(x)，deg v(x)≤n－1，使得 B=u(A)，A= v(B) ．
2 和与积相等的矩阵对的多项式表示

非减次矩阵是一类重要的矩阵，且 A 是非减次矩阵的充要条件是

fA(x) = det(xEn － A) = mA(x)， A∈ 瓘 n×n ． (8)

非减次矩阵 A∈瓘 n×n
具有如下性质

［6］: B∈瓘 n×n
与 A 可交换存在 u(x)∈瓘［x］且 deg u(x)≤n－1，

使得 B=u(A) ．
设 A∈瓘 n×n，则有

［5，7］:

C(A) = W(A)  deg mA(x) = n  dim C(A) = n  dim W(A) = n， (9)

式中 dim C(A)和 dim W(A)分别表示 C(A)和 W(A)的维数．
定理 3 设(A，B)∈Tn(瓘 )，且 A 的 Jordan 标准形如式(2)，(3) 所示． 如果满足下列条件之一，

则存在 u(x)，v(x)∈瓘［x］且 deg u(x)，deg v(x)≤n－1，使得 B=u(A)，A= v(B):

1) deg mA(x)= n;

2) deg mB(x)= n;

3) C(A)= W(A);

4) C(B)= W(B);

5) dim C(A)= n;

6) dim C(B)= n;

7) dim W(A)= n;

8) dim W(B)= n．
证明: 1) 当 deg mA(x)= n 时，由 deg fA(x)= n 和 mA(x)整除 fA(x)知 fA(x)= mA(x)，由式(8)知 A

是非减 次 的，又 由 引 理 2 和 非 减 次 矩 阵 的 性 质 知，存 在 u ( x)∈瓘 ［x］且 deg u ( x)≤ n － 1，使

得 B=u(A); 此时由式(7)可得 fB(x)= mB(x)，再由引理 2 和非减次矩阵的性质知，存在 v(x)∈瓘
［x］且deg v(x)≤n－1，使得 A= v(B) ．

2) 当 deg mB(x)= n 时，类似 1) 知 fB( x) = mB( x)，再应用式(7) 知，必有 deg mA( x) = n，从

而由 1)知存在 u(x)，v(x)∈瓘［x］且 deg u(x)，deg v(x)≤n－1，使得 B=u(A)，A= v(B) ．
1)和 2)的讨论表明，当(A，B)∈Tn(瓘 )时，deg mA(x)= n  deg mB(x)= n，因此由式(9)可得

dim C(A) =n  dim C(B) = n  dim W(A) = n  dim W(B) = n 
C(A) = W(A)  C(B) = W(B)， (A，B) ∈ Tn(瓘 ) ．

从而由 1)和 2)知定理 3 所有的结论成立． 证毕．
显然，文献［1］所得命题 1 是定理 3 的一个特例．
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例 1 矩 阵 A =

0 1 2 3
0 0 1 2
0 0 0 1
0 0 0 0













， B =

0 －1 －3 －8
0 0 －1 －3
0 0 0 －1
0 0 0 0













由 文 献 ［1］给 出， 由 文 献 ［1］

知(A，B)∈T4(瓘 ) ． 由 fA ( x) = mA ( x) = x4 知 A 不 满 足 命 题 1 的 要 求; 但 由 定 理 3 知，可

设 u(x)= a+bx+cx2 +dx3，使得

u(A) = aE + bA + cA2 + dA3 =

a b 2b + c 3b + 4c + d
0 a b 2b + c
0 0 a b
0 0 0 a













= B =

0 － 1 － 3 － 8
0 0 － 1 － 3
0 0 0 － 1
0 0 0 0













，

比较得 B=u(A)= －A－A2 －A3，即有 u(x)= －x－x2 －x3，使得 B=u(A)，类似可知有 v(x)= －x－x2 －x3，使

得 A= v(B) ．

例 2 矩阵 A=
2 3 －1
－1 －1 1
－1 －5 3











，B=
2 －1 1
1 2 0
3 2 2











是文献［1］给出的和与积相等的矩阵对，文献［1］

未讨论多项式表示． 类似例 1 知，存在 u(x)= 6－3x+x2，v(x)= 6－5x+x2，使得B=u(A)= 6E－3A+A2，A
= v(B)= 6E－5B+B2 ．
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