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摘 要 对 今一空间与 l: 之间粗嵌入关系作进一步的研究, 证明了度量空间X 可粗嵌

入进 l: 当且仅当存在某个 2 < p"< oo , 使得 X 可一致地粗嵌入进 {临,2 < p 三po}#
这给出度量空间粗嵌入进 12 的一个等价刻画.
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1 引言和基本定义

在文 !11中, G rom ov 引入了粗嵌入 (eoar se em bedding)的概念 #
定义 1.1 设 X ,Y 是度量空间, 映射 f : X * Y 称为一个粗嵌入, 如果存在不减函数

户1,户: :[o,+ oo )* =O,+ co ),使得
(i) 户1(d(x, , ))三d(f(x),f(军))三户2(d(x, , )), V x ,夸1X :

(11) lim ,, +co 户:(t) = + 00 .

Gr om ov 11, 2>认为一个离散群到一个 Hi lbe rt 空间 (或一致凸 Ban ach 空间) 的粗嵌入性 , 可

能与 N ov ikov 猜想相关.Yu 15, 4]随后证明了能粗嵌入进某个 Hi lber 七空间的具有界几何的度量

空间 (相应地, 离散群)满足粗 B au m 一C onne s 猜想 (相应地, N ov ik ov 猜想).根据这一重要结果,

对于一大类的离散度量空间 (相应地, 离散群)都可以验证其是否满足粗 B au m 一C onne s猜想 (相

应地 , N ov iko v 猜想).随后 K as par ov 和 Yu 同又考察了粗嵌入进一致凸B an ach 空间的情况.由

于上述这些重要的研究结果, Hi lber t 空间 (或更一般的 Ban ac h 空间)的粗嵌入理论的研究引起

了人们极大的重视.

这其中, 今一空间与 l:之间粗嵌入性的研究具有特殊的意义. N ow ar k 阿7]证明了 l: 可粗嵌

入进每个 l; , 1 三p < oo , 同时证明了度量空间可粗嵌入进 l: 当且仅当其可粗嵌入进某个l;, 1 三

p 三2.Jo hn so n 和 R an dr ian ar ivo ny [s] 证明了 l; (p > 2) 不能粗嵌入进 12.本文证明了度量空间

X 可粗嵌入进 l: 当且仅当存在某个p "> 2 ,使得 X 可一致地粗嵌入进 {l;,2 < p 三po}.

因为嵌入一个复的 Hi lber t空间等价于嵌入一个实的 Hi lber t空间, 因此 , 我们假设 B an ac h

空间都是实的.用 s( X )表示 B an ac h 空间x 的单位球面.若 {Xn }""N 是一列B an ac h 空间, 我

们用 (E 瓜 ), 表示这列B an ac h 空间关于P- 范数的直和 , 即

(ixn);一{一-一,几一xn任瓜,艺11
飞 /黑 !告

纵尸<oo全, /Jllv一欠斗11珠110少
当每个 X "都为l; 时, (又切p等距于l;.

定义 1.2 设 X 是度量空间, {(玖 ,d*),入1r} 是一族度量空间, 称 X 可一致地粗嵌入进

{妹 ,入任r}, 若存在不减函数

pl,p: :10 ,+ oo )弓 [0 ,+ oo ) 以及 方 :X * 玖, 入任r,

满足

(i) 户1(d(x , , ))三d*(么(x),几(, ))三户2(d(x , , )), V x ,军任x , v 入1r ;

(11) lim :~ +oc 户:(艺) = + 00 .

Johnson 和 Ra ndrianarivo 即 [8]证明了l; (尹> 2) 不能粗嵌入进 22.我们将证明若存在某个

p "> 2,使得 X 可一致地粗嵌入进 {l;,2 < p 三p "}, 则 X 可粗嵌入进 12.

2 主要结果

为了证明本文的主要结果, 我们先给出一些引理.

引理 2.1 同 度量空间 x 可粗嵌入进某个 Hi lbe rt 空间当且仅当存在不减函数

户1,户: : =O, + oo ) ! =0, + co ),
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使得

lim
t一 + ""p:(t) = + oo ,

以及对每个有限集 A c X , 都存在 几 :A * 12, 满足

户1(d(x , , ))三}{八(x)一九(, )11三户2(d(x ,夕)), V x ,夕任A .

引理 2. 2 回 设M 是l; (l 三p 三oo )中包含n 个点的子集,则M 可等距嵌入进借中,其

中m = 盖可n一l) #
利用上述引理, 我们可以证明如下定理.

定理 2.1 若对某个 2 < p "< oo , 度量空间 X 可一致地粗嵌入进 {如, 2 < p 三P0 }, 则 X

可粗嵌入进 12.

证明 依题意, 存在不减函数 pl,p: : [0 ,+ oo ) * [0 ,+ oo ), 以及 九 :X 升 今, 2 < p 三

p ", 满足
(i) pl(d(x ,, ))三11寿(x)一fp (, ){}; 三户2(d(x , , )), V x , , 1X , 2 < p 三po:

(11) lim :* +co 户1(忿) = + 00 .

由引理 2.1, 只需证明对任意有限集 A = {x ",xl, , ,纵一l} c X , 都存在 八 :A 叶 坛,满足

pl(d(x , , ))三11八(x)一八(, )11: 三户2(d(x ,万)), V x , , 任A #

取 2 < p ! < p",p !\ 2 #对每个 k 1N , 记 , !,-= 九*(x !),乞= o ,1, , ,n 一1.由引理 2.2 ,将

{"!,",, !,l, ,, "*,卜1}视为l欲的子集,其中m = 告n(n一1),并且不妨设"!,0= o,则有

"1(d(x -,x, ))三}1, !,-一"!,川p !三户2(d(x -,x, )), 乞,J = 0,1, , ,n 一l, 无任N . (*)

注意到对每个 乞= 1, 2, , , n 一l,

!}, !,-}};"三!!, !,-!}p!三pZ(d(x -,x")), V k 任N .

因此 {叭,:, k 1N }是 缪 中的有界集. 由紧性知, {叭,:, k 1N }存在收敛子列.不妨设无* co 时,

, !,-弓 , -任l罗, 艺= 1, 2, , , n 一1.
定义 八 :A ! l罗 1 12, 满足 f(x -)= , -, 葱= 0, 1, , , n 一1, 其中 , "= O #因为 , !,-一, !,J 升

夕-一巧(k 升 oo ), 所以
lim
k 叶 "c

}}, !,-一夕!,, }};; = }1, -一巧}}2

再由 (*) 知

户:(d(x*, x, ))三}}夕-一驹}!: 三户2(d(x -, x, )), 乞,J = O , 1, , , n 一1 #

因此 九 即为所求.

为了说明定理 2.1 的条件不是平凡的, 我们可利用文 !7一10] 中的方法证明: 若度量空间 X

可粗嵌入进 12, 则对任意的 2 < po < co ,X 可一致地粗嵌入进 {l;, 1三p 三p"}.
首先给出有关定义和引理.

定义 2.3 1/ ] 设 1 兰p , "< oo , M ajz ur 映射 妈 ,":S (l;)弓

妈 ,"(二)一{Ix ,I晋sign(二-)}霆, , 二一{x -}霆1

满足

s (l")定义如下

任S (lp).

当 p < q 时, 呜 ,"
P

q
}>x 一vl1 ; 三}}岭 ,"(x) 一蛛 ,"(u)] }"三Cl }x 一ull ; , x ,万任S (l;),
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其中常数C 只和p,"有关.当p > q时,呜 ,"满足相反的不等式,并且妈 ,"= 崎另.
特别地, 对于 M az ul 映射从 ,p :S( l2)衬S( l, ), 我们有下述不等式.

引理 2.3 (1) 当 1 三p < 2 时,

告一 ",.量:}}场,#(#,一峨,#(", -,#兰}}x 一, }}2, x ,, 1S (12).

(2) 当 2 < p < oo 时,

}}x 一, }{: 三1!M2 ,, (x)一M2 ,p(, )}}; 三2{{x 一, }}夕, x, , 任S(12)#

证明 (l )只需证明合Ilx 一uIl 歹三/场 ,, (x) 一肠 ,, (功/;,这等价于证明
生("士1!2 < (a景士1!, , v "> l
ZP 0 z 一 ! - . 一

可通过两边求导得到证明.

(2) 只需证明 }}肠 ,, (x) 一峨 ,;(功}}, 三2!}x 一, }}言,

2, }a士1}2,

这等价于证明

"盖士1jp 三 V a > 1

所用方法与 (l) 类似.

引理 2.4 [l0 > 设 x 是度量空间, 则 x 可粗嵌入进 Hi lbe rt 空间 尸 当且仅当对每个 R > 0

和 1> 0 ,都存在映射 沪:x * S( 尹 ), 满足

(i) sup{11沪(x)一沪(y)}{, :x,万1X , d(x, , )三R } 三1:
(11) lim s* oo inf {11沪(x)一沪(y)I,, :x, , 1X , d(x,y)全S } = 2.

利用上述两个引理我们可以证明如下结果.

定理 2. 2 设度量空间 X 可粗嵌入进 12, 则对任意的 2 < po < oo , X 可一致地粗嵌入进

{l, , 1三p 三po}.

证明 由引理 2. 4 ,对每个 "任N ,存在沪":X * S( l2)及氏 > 0,使得当x , , 1X , 武x ,功三

n 时 ,有

11沪"(x)一沪!(, )112 三2一(几+ -):

当x , , 任x , 武x ,功全氏 时, 有

4}沪"(x)一沪"(, )11:七1.

不失一般性 ,可设数列 {氏}严格递增趋向于无穷大.

对每个 1三p 三p ",记 尹!, = 峨 ,, "甲":X * s( 切.由引理2. 3 知

(i) 当x , , 任X ,d(x ,夕)三n 时, 对 1 三夕三2 ,有

-,!n,#(#,一,n,#-,,,,#三:(2一-二0):2一;
对 2 三p 三po,有

11沪",, (x)一沪",;(!)I一; 三2(2卫玉誓且).

(11)当 x , , 任X , d(x , , )全凡 时, 对 1三夕三2 ,有
11工q白

{{沪",;(x)一沪",, (夕)}}, 全
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2一P0
>一

对 2 三p 二P0 , 有

,I沪",;(x)一沪",;(, )}};

固定 xo任X ,定义寿:X ! (E 肠);, 满足

寿(x)一0 (!二,;(x)一,几,,(xo)), x 1X #

容易看到

{粼二)Il: 一艺11, ",, (x) 一! ;(x0 )lI; < co.

因此 寿 有意义. 下面证明 寿

(-一1)告:武x,")!菇,则当

是粗嵌入. 设

1三p 三2 时,
k p 一 1

x , y 1 X , 对于 1 三p 三 P0 , 取 称 任N , 使得

}}粼x) 一寿(州}男= 艺 11,几,, (x)一,几,;(,)11男+
几= 1

C-

艺 11!几,;(x)一,几,;(")11男
n = 无,

O 1

三(标一-)20+ 艺 2一/p三(k, 一1)2, + -
性= 无p

三Zpd(二, , )p + 1 三(Zd(x , , )+ 2)p:

当 2 三p 三p "时 ,
儿p 一I co

11 , , ~ ! 了八八Hp _ 戈, 日" 了, ! _ , " 八八Ilp 二 ! , 11," 了, !_ -" 八八llp11厅Lx) 一厅气夕川芬= 之山 }}沪",,气x)一甲毯,口川卜十 之/ 11甲氏川芯)一甲几扒脚llb
性= z 几= 无,

C 旧

: (标一-)20+ 又 2p2一2-/+ -,三k;20
几= 儿,

三Zp(d(x , , )0+ l)三(Zd(x , , )+ 2))p ,

即对 1 丛p 三P0 ,有

}}寿(x) 一寿(功11; 三2d (x ,功+ 2.

另一方面,取 l 1N ,使得 Sl 一1 三d(x ,功< Sl (记 S0 = 0) ,则对 1 三p 三2, 有

,,!(#,一!(夕)日::氢.}一(#)一,#(夕)}.;:(卜1)(;).
:!(X)一!(").},:合(l一1)/:

1 , _ !生

一 (l一1), o

对 2 三p 三p ", 有
!!!.了/2一P0lfZ龟!!

一

!}酬二)一粼, )ll: 全艺 11! ,,(x) 一",,(u) II: 全

王(l一l)命
P 0

>一
2一P0

n = 1

}l寿(x)一寿(")l}; 全(z一z)告
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因此, 取

"1(")一艺
生("一1)命!rs"_;,s")(t)
夕O

户2(艺) = 2(t+ 1),

则

p !(d(x ,, ))三{}介(x)一方(, )际三pZ(d(x, , )), V -,, 任X , 1三p 三po #

显然 pl, p: 都是不减函数, hm " +00 pl(约= + oo ,并且pl, p:不依赖于 p ,所以 X 可一致地粗嵌

入进 {l;, 1 三p 三po}#
由定理 2.1, 2.2 以及 N ~ k 两7}的结果可以得到:

推论 2.1 设 x 是度量空间, 则以下论述等价:

(l) X 可粗嵌入进 12;

(2)存在某个 1 三p < 2 (等价于,所有 1 三p < 2), 使得 X 可粗嵌入进 l;;

(3)存在某个 p"> 2 ,使得 X 可一致地粗嵌入进 {z; ,2 < p 三如};

(4)对于任意的 p"> 2,X 可一致地粗嵌入进 {l; ,1 三p 三p "}.
以下是有待解决的问题.

问题 (l) 若 X 可粗嵌入进 12,是否有 X 可一致地粗嵌入进 {l, , 1三p 三oo }?

(2)若 X 可粗嵌入进每个 l, 沙> 2),是否意味着 X 可粗嵌入进 12?
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