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抛物型方程的一个新的 GE - 3并行算法
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摘  要:  利用 Sau l. yev格式和它的对称格式及一个绝对稳定的隐格式, 构造了一个求解抛物型方程的分组显式 (GE-3)并

行算法,该算法的截断误差为 O (S+ h2 ),条件稳定.数值例子验证了理论分析的有效性。
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Abstract:  Using a scheme, its symmetric scheme and an implic it differenc ing scheme o f absolute stab ility , w e

construct group explic it scheme(GE-3) para llel a lgorithm for solv ing parabo lic equa tion. The truncation error o f this

a lgorithm isO (S+ h
2
) w ith stab ility condit ions. A numerica l ex ample show s that the schemes are effective.
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1 引言

通过对抛物型方程的研究,我们知道,对于显格

式, 由于它具有天然的并行性,因此可以作为并行格

式来利用 (杨情民, 1981; 金承日, 1991; 胡健伟等,

1991) ;对于半显格式, 它虽然不是显格式, 但是在

实际计算过程中却是显式计算, 从而使计算量大为

减少,在并行算法的研究中有着重要的作用 (张莉

等, 2004;曹俊英, 2007) ;对于隐格式, 由于用它来逼

近抛物型方程时需要解一个大型的方程组, 如何来

用隐格式来构造并行算法,这是一个新的难题,对于

这方面的研究 (周顺兴, 1982; 刘庆富等, 2005)。较

少本文用绝对稳定的 Saul. yev格式及对称形式和

一个 2层 6点绝对稳定的隐格式设计了一个分组显

式 GE-3格式, 该格式, 截断误差为 O ( S+ h
2
),稳定

性条件为
1

6
[ r [ 5

6
。文中的数值例子验证了该并

行格式理论分析的正确性。

2 差分格式的构造

考虑一维抛物型方程初边值问题:

9u
9t

= R
9
2
u

9x
2, 0 [ x [ L, t > 0, R > 0

u( x, 0) = U( x ), 0 [ x [ L

u( 0, t) = u( L, t) = 0, t \ 0

(1)

取时间步长为 S,空间步长为 h =
L

M
(M为整数 ),

对区域 [ 0, L ] @ [ 0, T ]做矩形剖分,其中: xj = jh, tn =
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nS,并令 [u ]
n

j = u (xj, tn ), u
n

j 是 [u ]
u

j 的近似值。

当问题 (1)的解充分光滑时, 有如下关系式成

立:

9
m-n

u

9x
m
9t

n = R
n 9

m+2n
u

9x
m+ 2n ( 2)

其中 m、n为非负整数.利用 r =
RS
h
2 ,由文 (张宝

琳等, 1999),得 Sau l. y ev格式为:

( 1 + r )u
n+ 1

j - ru
n+ 1

j+ 1 = ( 1 - r) u
n

j + ru
n

j- 1 ( 3)

该格式绝对稳定,精度为 O ( S/h + S+ h
2
)1

根据对称性可得其对称格式为:

( 1 + r )u
n+ 1
j - ru

n+ 1
j- 1 = ( 1 - r) u

n

j + ru
n

j+ 1 ( 4)

( 4)的精度和稳定性条件同 ( 3).

利用文 (张天德, 2000)构造二层 6点的隐格式

为:

( 1 - 6r ) u
n+1

j- 1 + (10 + 12r) u
n+ 1

j + (1 - 6r ) u
n+ 1

j+ 1

= (1 + 6r ) u
n

j- 1 + ( 10 - 12r ) u
n

j + (1 + 6r) u
n

j+ 1 ( 5)

该格式绝对稳定,精度为 O ( S+ h
2
).

3 GE- 3格式的构造

利用格式 ( 3), ( 4), ( 5)设计格式:

- ru
n+ 1
j + (1 + r ) u

n+ 1
j- 1 = (1 - r ) u

n

j- 1 + ru
n

j- 2

(1 - 6r ) u
n+ 1
j- 1 + ( 10 + 12r ) u

n+ 1
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n+ 1
j+ 1

= (1 + 6r) u
h

j- 1 + (10 - 12r) u
n

j + ( 1 + 6r) u
n

j+ 1

(1 + r ) u
n+ 1

j+ 1 - ru
n+ 1

j = ( 1 - r) u
n

j+ 1 + ru
n

j+ 2

( 6)

即:

1+ r - r

1 - 6r 10 + 12r 1 - 6r

- r 1 + r

u
n+ 1
j-1

u
n+ 1
j

u
n+ 1
j+1

=

1 + r

1 + 6r 10 - 12r 1 + 6r

1 - r

u
n

j- 1

u
n

j

u
n

j+ 1

+

ru
n

j-2

0

ru
n

j+2

数值 u
n+ 1
j- 1 , u

n+ 1
j , u

n+ 1
j+ 1可由第 n层的 5个点的函数

值 u
n

j-2, u
n

j- 1, u
n

j, u
n

j+ 1, u
n

j+ 2, 显式计算:

(* )

u
n+ 1
j- 1 =

1

e
( cu

n

j- 2 + du
n

j- 1 + bru
n

j + 14r
2
u

n

j+ 1

+ aru
n

j+ 2               ( 7)

u
n+ 1
j =

1
f

( au
n

j- 2 + 14ru
n

j- 1 + bu
n

j + 14ru
n

j+ 1

+ au
n

j+ 2               (8)
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n
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n

j+ 1

+ cu
n
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其中:

a = - r (1 - 6r );    b = ( 10 - 12r) (1 + r );

c = r( 10 + 23r + 6r
2
); d = 10 + 14r - 10r

2
;

e = (24r + 10) ( 1 + r ); f = 24r + 10.

用图示表示为:

   *   *   *      n + 1

*   *   *   *   *  n

j - 1 j - 1 j  j + 1 j + 2

经过计算, 不难得到差分方程 (7), ( 8), ( 9),

分别在 ( j, n - 1), ( j, n ), ( j, n + 1) 处的截断误差

E1, E2, E 3分别如下:

E1 =
- 72r

3
+ 18r

2
+ 11r + 5

6( 24r + 10) ( 1 + r)
rh

2 9
4
u

9x
4 |

n

j- 1

+ O (S
A
h
B- 2

)
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- 72r

2
+ 18r - 1
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- 72r

3
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rh

2 9
4
u
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A
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其中: A+ B= 5, B > 2, 因此, (* )的截断误差为

O (S + h
2
).

4 稳定性分析:

为了方便起见,令:

a1 = 1 + r, a2 = - r, a3 = 1 - 6r, a4 = 10 + 12r

a5 = 1 - r, a6 = 1 + 6r, a7 = 10 - 12r, a8 = r.

则 ( 6)对应的矩阵形式为:
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  即为M U
n + 1

= NU
n
+ b, n = 0, 1, 2, ,, 其中 U

n
=

u
n

1, u
n

2, L, u
n

m- 1
T 1

利用胡家赣引理 (胡家赣, 1984), M 当严格对

角占优,即:

| a1 | > | a2 |

| a4 | > 3 | a3 |
,

即,
| 1 + r | > | r |

| 10 + 12r | > 2 | 1- 6r |,

亦即 r >
1
6
时, 有:

+M
- 1

N + ] F m ax
E
m

j

| n i, j |

| m i, j | - E
jX i

| m i, j |

= max
i

| a5 |

| a1 |- | a2 |
,

| a7 | + 2 | a6 |

| a4 | - 2 | a3 |
,

| a5 |+ | a8 |

| a1 |- | a2 |

= max
i

| a7 |+ 2 | a6 |

| a4 |- 2 | a3 |
,

| a5 | + | a8 |

| a1 | - | a2 |

= max
i

| 10- 12r |+ 2 | 1 + 6r |
| 10+ 12r |+ 2 | 1 - 6r |

,
| 1- r |+ | r |
| 1+ r |- | r |

F 1

Z

| 10- 12r | + 2 | 1 + 6r |

- | 10 + 12r | + 2 | 1 - 6r |F 1    ( 10)

| 1 - r |+ | r | - | 1 + r | + | r |F 1  ( 11)

对于 ( 10)分以下 3种情况进行讨论:

¹ 0 < r F 1

6
 º 1

6
< r <

1

6
 » r >

5

6

综合 ¹ - » ,我们得到满足 (10)的 r为:

1

6
< r F 5

6
1对于 (11),满足 ( 11)的 r为:

r F 1.

综合 (10), (11)和 r >
1

6
, 得

1

6
< r F 5

6
.即:

+M
- 1

N + ] F 1] 1

6
< r F 5

6
1

此时,截断误差为 O ( S+ h
2
).

5 数值例子

对初边值问题:

9u

9t
=
9
2
u

9x
2, 0 F x F P, t > 0

u( x, 0) = sinx, 0 F x F P

u( 0, t) = u( P, t) = 0, t \ 0

已知其精确解为: u (x, t) = e
- 1
sinx, 我们利用格

式 GE - 3得到如下结果, 表中的值是在节点 ( jh,

nS)处的误差值, 其中

h=
P
300

1
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表 1 GE - 3格式

Tab 1 G E - 3 scheme

j= 60 j= 120 j= 180 j= 240

r= 1 /3, n= 100 1. 149455e- 007 6. 038621e- 008 - 1. 709060e- 008 - 8. 808126e- 008

r= 1 /3, n= 2 000 3. 224789e- 007 4. 250280e- 007 3. 539764e- 007 1. 369332e- 007

r= 1 /3, n= 20 000 1. 244278e- 006 1. 999406e- 006 1. 968712e- 006 1. 163755e- 006

r= 5 /6, n= 100 2. 850854e- 007 1. 489892e- 007 - 4. 365177e- 008 - 2. 197270e- 007

r= 5 /6, n= 2 000 6. 634148e- 007 9. 404355e- 007 7. 815480e- 007 2. 481352e- 007

r= 5 /6, n= 20 000 1. 004753e- 006 1. 614107e- 006 1. 588066e- 006 9. 364358e- 007

  数值例子验证了理论分析的结果.
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