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I n t h i s p a P e r

we
o n ly e o n s id e r fi n i t e g r o u p s G

.

W e l e t Ir r
(G ) d e n o t e al l e o l l l p le x i r r e d u e ib le

e h a r a e t e sr o f G
.

L e t e d (G ) d e n o t e t h e s e t o f d e盯e es o f x w h e n 义 r a n g e s

ove
r I r r

(G )
.

T h e r e ar e

m a
叮

r e s u lt s t o c las s iyf 如 it e 罗 o u p s G b a s e d o n e d (G )
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Fo
r e x a m p le

,

of r a g iv e n s e t s = { 1
, a ,

石}
w it u 5 0

吮
e o n d i t io n s o n a ,

6 任 N
,

t h e int e g e r s e t
,

T h o
m as 吻

r i t z s e h l l o l s t u d i e s t h e 6 n i t e 罗 o u p s

s
at i s

yf i n g !
e d (G )】= 5

.

S o m e o t h e r r e l a t e d : e s

血
s 。 a n b e of un d !6 ]

.

L e t I r r l

(G ) d e n o t e a l l n o
--n l in e ar ir r e d u e ib l e e h ar a e t e r s o f a 罗 o u p G

.

x n 1 9 9 2
,

Y
.

B e r k o v ie h l` ]

e t a l
.

e la s s i fi e d a l l fi n i t e 盯 o u p s wi t h d i s t in e t d e gr e e s of r d i s t in e t n o
--n li n e ar 山ar a e t er

s o f G
·

In 1 9 9 6
,

Y
.

B e r
初

v ihc [4 ] uf
r t he

r e l a s s i fi e d a l l fi 苗 t e s o lv a b el 罗o u p s w i t h o n l y two
n o ul i n e ar

ir r e d u e ib le hc
a r a e t e r s h va i n g e

qu
a l d e g r e e

.

In t h e e韶 e o f 】I r r :

(G ) ! = 1 o r 2 o r 3
,

i t 15 a lm
o s t w e l-l k n o w n t o e l a s s iyf t h e s e fi n i t e g r o u邵 by

t h e p曲 l is h e d a r t ie le s [8
, 4 , “ ]

.

A m o n g t h e s e : e s u l t s 【4
, “ ] t o e las s iyf al l fi n it e g r o

即
5 o f }Ir

r l
(G )卜 3

,

o n e im p o r t a nt e a s e 15
!
e d (G ) } = 2

.

In t h i s p a p e r ,

we
e o ns id e r m o r e 罗 n e r a l e asj e s a n d s u P p o s e

I r r l
(G ) h as p r im e e l e m e nt s

.

w 论 e las s iyf
a l l t h e s e fi n it e g r o u p s i n tw o e

as
e s :

( 1 ) G 15 ni lp o t e nt :

( 2) G 15 n o -n n i lp o t e n t
.

T h e g r o u p in the fi r s t e as e s t i l l b e u
kn

n o w n in a l o t o f cas
e s

.

OF
r t h e

s e c o n d c
as

e ,

t h a t 15 t o s

鳅 G 15 n o t n i lp o t e n t a n d !
e d (G ) }= 2

,

t h e r e 15 a r e s u l t t o d e s cr ib e t hi s

t y p e o f 盯o u p i n [9!
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N o r i t z s e h [̀ o ]
.
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de l ie at
e e一as s ifi e
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n

U nIb er
.

o F
r入任 Ir r

(H )
a nd H三G

,

we d e n o t e the in d u e t io n o f 人 t o G 场 入G
.

1 L e m m as a n d D e fi n i t i o n s

OF
r t h e e o

nve
n i e n e e o f th e r e

da
e r ,

we
e o l le e t s o m e

we l l
一

kn
o w n af e t s as o u r le

unn
as in t hi s

S e ct i o n
.

T h e fi r s t r e s ul t 15 a b o u t fi n it e g r o u P G w i t h o

uyl
o n e n o

-n li n e a r ir r e duc ib le e h a r a e t e r
.

L e m m a 1
.

1 [8 ] G h邵 。 n ly 。 n e n o过 i n e a : ir r e d u e ib l e e h ar a e t e : i f a n d o

uyl i f o
ne

o f t h e

of ll o w i n g as s e r t io ns h o ld s :

( 1) G 15 na ext
r -a s p e e ia l Z

一

gr o u p
.

( 2) G 15 a R o b e ni us gr o u p w it h a n ba
e l i a n R o b e n iu s ke r n e l N na d a n ba

e l i a n R o b e ni us

c o

mP le m e nt H o f }H卜 IN J一 2
.

L e m m a 1
.

2 [9
, 1 0 ] L e t G b e a n o

o
n i lp o t e nt 罗。

即
a n d e d (G ) = { 1

,

m }
, t h e n

( 1) F (G ) 15 t h e o ul y a b e il a n s u b盯。
即

o f G o f i n d e x 。 :

(2 ) I f a S y l o w 介 s

ub 盯
。
即

o f G 15 n o -n ba
e l ia n , t h e n

!G
: F (G ) {= 夕:

(3 ) If al l S y lo w s u b盯o

Pu
s o f G a r e a b e l i a n , t h e n F (G ) = G

` x Z (G )
,

G /Z (G ) 15 a R o b e n ius

gr o u p w i t h R o b e ni us ke r n e l F (G ) /Z (G )
.

n
e n n x t i o n 1

.

3 `10 ] A n o n 一 a b e l ia n 介罗 o u p ` 15 e a l le d s e

而
e x t r -a s p e e ia l i f of r a l l m巍m al

s u b g r o

Pu
s N o f Z (G )

,

t he acf
t o r g r o

即 G /N 15 e x t r -a s p e e i al
.

D e n n 一t一o n 1
.

4 [7 ] A 盯 o u p ` 15 e a ll e d a e a
m in a 盯 o u p i f G

` 15 a p r o p e r n o r m a l s u b盯 o u p

a n d { [夕
, x 」

: x 〔 G } 卫G
`

of r a ll 夕 〔 G 一 G
` .

L e m m a 1
.

5 110 1 L e t G b e a n o n 一

曲
e u a n 介罗 o u p
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t h e n t h e of l lo w in g two
s t a t e m e nt s ar e

e q ul va le llt :

( 1) z ( e ) = “ a n d 。 d (` ) = { 1
,
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: z (` ) I告} :
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L e m m a 1
.
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T h e n
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e x t r -a s p e e ia l 各盯 o u p :
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(3 ) D ( 1 6 )
,

Q ( 16 )
,
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(4 ) G 15 a s e
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e x t r二 s p e e ial Z

一

g r o u p w it h {G ! = 2 2m + ` a n d !G
,

}一 1 = 2` 一 1 = 9 15 a p r im e

n u m b er ;

(5 ) G = p x A
,

p is na 呱
r -a s p e e ia l Z

一

gr o u p ,

IA I= g
,
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.

p r o o f If G 15 ni lp o t e nt wi t h {fr
r l
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e d (G )卜 2

,

t h e n i t 15 o
ne

o f 肛 o u p s i n (1 )
,
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.

I f G 15 n ilp o t e nt w it h Il
r r l
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,
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e r
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me
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, e d (G ) = { 1

,
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,
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, 5 0
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.

we g e t 无 = Zm
a n d 4 } (g + 1)

.
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t h a t G 15 a C a m in a Z

一

罗o u p

a n d o f e las s 2 o r o f m a y im 只
r

】e las s
.
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) T h e ni lp o t e
nc y e las s o f G : e l (G ) = 2

·

T h at i s G
`
三 Z (G )

.

A e e o r d i吧 t o 2 2爪 兰 IG
: Z (G )】

,

w e h va
e

}Z (G ) }三 Z n 一 2爪 = }G
`

}
,

s。 z (e ) = ` ,

na d 。 d (` ) 一 { 1
,

l̀
: z (` ) l盖}

.

B y L e

mm
a l

.

s we g e t t h e 罗。
即 (4 )

.

(b ) }G }= Z n , e l (G ) = n 一 1
·

G 。 = 1
, t h e n

IG
`

l一 2“ 一 ` o r Z“ 一 2
·

S inc
e

12
” 一 2爪 l一 }G

`

l
,

we g e t IG
`.

1一 2” 一 2 na d e d (G ) -

{ l ,

2 }
.

S o n 全 4
.

B u t 饰 L e

unn
a 1

.

6
,

G 4 = 1
.

T h e n n = 4
.

I t is o n e o f t he 罗 o u p s in (3 ) 勿 {2」
.

S e e o

nd
,

i f G 15 ni lp o t e nt
,

G 15 n o t Z
一

盯 o u p , t he n t h e r e e x i s t s p 任 S y lwo
p

(G )
,

p n o
-n

a b e li a n ,

p 15 a p r ime Caf t o r o f }G !
.

A s s u m e G = P x A
.

}A }笋 1
.

B y ( !8」
,

T h e o r e m 4
.

2 1 )

I r r

(G ) = { 0 x a
}8 任 I r r

(p )
, a 任 I r r

(A ) }
,

t h e n

Il
r r l

(G ) { = 叮= Ip
: p

,

日I
r r l

(A ) l+ IA
: A

`

lll
r r l

(p ) l+ Il
r r l

(A )日I
r r ;

(p ) 1
.

S in c e
l
e d (G ) }= 2

,

p n o n a b e l ia n
,

t he n
l
e d ( p ) I= 2

,

l
e d (A ) l = 1

.

5 0 9 = iA , Il
r r l

(p ) l
,

t h e n
IA I= g

a n d }I
r r l

(P )】= 1 ,

by L e

unn
a 1

.

1 we h vea
t h e r es u l t (5 )

.

o bv io us e l从 a l l罗 o u p s G in (1 )
一
(5 )

a r e s
at is yf in g o ur e o n d i t i o ns

·

R
e m ar k 2

.

2 B y T h e o r e m 2
.

1 ba ove
,

If G is a 介 gr o u P a

nd
s
at si efi

s the
e o n d i t io ns in

T h e o r e
m 2

.

1
,

t h e n G 15 a Z
一

gr o

Pu
.

N wo we
e o ns id e r a n o t he

r e as e : G 15 n o
--n ni lp o t e nt

,

}I
r r l

(G )卜 q (叮 15 a p r im e n u m b e r
)

a n d

}
e d (G )卜 2

.

T he o r e m 2
.

3 L e t G b e
no -n ni lp o t e nt a n d {fr

r l

(G ) } = g
,

w h e r e q 15 a p r im
e

nu mb
e r

.

T he n }
e d (G )卜 2 if a n d o ul y if o n e o f the of ll o w i n g as s e r t io ns h o lds :

( l ) F (G ) 15 ba
e ll a n

,

}G
: F (G )卜 }F (G )

: G
`

卜 p
,

p 15 a p r im e d i v i s io r o f }G
`

}
,

IG
`

}一 1 is a

P r i
me

n u m b e r
.

(2 ) G 15 a s e m id ir e e t p r o d u e t o f G
` w it h A

.

G
` 15 na ba

e li a n 介盯o u p na d A 15 e y e l ie
,

IA I = q ( iG
`

I一 l ) (q 15 a p r im e

nu mb
e r

)
.

G / Z (G ) 15 a R o b e ni us gr o u p w it h 及 o b e ni us ke r
ne l

i s o m o r p h ie t o G
` a n d a n a e y e lie R o b e n ius e o m p el me nt o f o r d e r

}G
`

}一 1
.

( 3 ) G = Nl
x

NZ
,

w h e r e

Nl 15 R
o b e n ius 罗 o u p w i t h na

e le m e nt a珊 ba
e li a n ke r n e l N na d a

e y e l ie e o m p le m e nt H o f }H } = }N }一 1
.

{N2 }= 口, w h e r e 9 15 a p r im e I l u m b e r
.

(4 ) G 15 R o b e ni us 盯o u p w i t h a n e le m e nt a r y a b e l i a n ke r
ne l N a n d a e

yc li e e 0 I n p le m e nt H

o f g }H ! = }N ! 一 1
,

w h e r e 0 15 a p r i
me

n u

mb
e r

·

p r o o f If G 15

帅
e

( 1)
,

师 IG I一 !G
: G

`

}+ E
x 。 I r r ,

(。 ) 、 ( 1)
’ ,

we h vea Ilr
r l

(G ) I一 IG
`

l一 1 -

g
,

}
e d (G ) }= 2

.

I f G 15 yt p e
( 2 )

,

we h vea 12 (G ) l = 9
.

S u p p o s e x 〔 I r r l
(G / Z (G ) )

,

t h心n 义 ( 1) = }G
,

t一 1
.

A s s

mue
t h at 【义`

, ,

入」并 0
,

入任 I r r
(G

,

)
.

T h e n we h vae
t h a t 入务GI

, .

G /G
` 望 A 15 叮

e l i e
.



2 02 数 学 进 展 83卷

No we wa wt nto p r

o ve入
G=E乳

lx ` , x : = x
,

义` 任 Irr l

(G )
,

w h e r e a ll x ` h vea
t h e s a

m
e

d e盯 e 。 x (z ) = l“ 卜 1
,

、 = 一
,

2
,

…
, ,

.

L e t T = GI (* )
.

s in e e T = “ (T n A ) i s a s e

而 d i r e e t o f “
w i t h T n 且

,

入 C a n b e e xt e n d e d t 。 a 拼 〔 I r r

(T )
.

T h e n b y T /“ 15 c y e l ie
,

we h vea

双 一
艺

。 “ 幻

。 ` 〔 I r r
( T /G

w h e r e 拼a ` r

un ove
r I r r

(T I入) w h e n a ` r

un ove
r I r r

(T /`
’

)
.

T hus by e lioff
r d T h e o r e m [8

,

T h e o r e m “
·

“ ]

w e h a v e

入G 一
艺 (。

a `
)
G

·

。 `任 I r r
(T /G

L e t 无` = (拜
a `

)G
,

t h e n t h e y w i ll r u n o ve r al l x r r

(̀ l入) w h e n a 、 r

un
o ve r I r r

(T /“ )
.

we
e a n

s e e t h a t 无` ( 1) = IG /T ! 15 t he
s a m e n u m b e r of r a ll 义`

.

I n p ar t ie ul a r , s u p p o s e 义 = 义 1 ,

t h e n

义` ( l ) = 义1

(一) = l“ l一 1
.

T hUS }G
: G

`

} = s

( }G
`

1一 1 )
, 5 0 5 = 9 a n d I r r l

(G ) h as at l e as t 叮 n o
-n l in e ar i r r e d u e ib le

c h a r ac t e r s o f d e罗 e e

}G
`

1一 1
·

R o m IG I一 4G
: G

,

l+ E
x o l r r :

( e )义 ( l )
2 ,

it of l lo w s t h at Il
r r l

(G ) l =

Q
, c d (G ) = { 1

,

}G
`

}
一 1 }

.

I f G 15 yt p e

(3 )
,

勿 L e

unn
a 1

.

1
,

NI h as
o n ly o n e

no -n l in e a r ir r e d u e ib l e hc
a r a e t e r

.

Fo
r

IN2 1= g
,

t h e n
, I r r,

(G )卜 g
, a n d I

e d (G ) t= 2
.

I f G is t”
e

(4 )
, s in e e G卿 15 ba

e l ia n , t h e n

(肠 )
G 一 艺

。 。 L i n (。 z, )重
·

Fo
r a

叮 、 任 I r r l

(G )
,

we
h va

e N 兰 ke
r x

, 5 0

we
e
na

s e e t h at I r r l

(G ) = I r r

(G ) 一 I r r

(G /N )
,

b y t h e p r o p e r t ie s o f R o b e n i u s

罗 o u p
.
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摘要
:

对于具有素数个非线性不可约特征标且它们的维数相等的有限群
,

我们给出一个分
类

.
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