
软件开发与设计SOFTWARE DEVELOPMENT AND DESIGN

本文收稿日期：2009-3-30

线性时间选择算法时间复杂度深入研究
王云鹏

（厦门大学软件学院，厦门 361005）

摘 要： 算法研究是计算机科学的核心领域之一。文中针对元素选择问题及解此问题的线性时间选择算法进行了深

入研究，详细分析并论证了期望情况下与最坏情况下线性时间选择算法的时间复杂度，并对拟中位数元素选择问题

进行了深层次的拓展，通过计算比较求出了线性时间下的最小复杂度因子。以期有助于该算法在相关领域的应用。
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1 引言
给定 n 个元素的集合，集合中的第 k 个顺序统计量是指

集合中的第 k 个 （1≤k≤n） 最小元素。集合中第一个顺序统

计量是指集合中的最小元素，第 n 个顺序统计量是指集合中

的最大元素。如何从给定的集合中查找第 k 个最小元素，被

称为元素选择问题。解决这一问题的算法在数据文件分类、
人工智能搜索以及并行算法和图论算法设计方面都具有广泛

应用。当前，已有多种算法可以轻易地进行元素选择。不过，

如何进一步降低线性时间选择算法的时间复杂度，以此提高

大容量数据检索和人工智能搜索的速度与效率，一直以来都

是比较排序算法领域研究的热点。

2 期望情况下线性时间的选择
下面讨论解一般选择问题的一个分治算法 RandomizedSe－

lect。其基本思想是对输入数组进行递归划分，该划分由 Ran－
domizedPartition 函数随机产生。因此，要找数组 a [0 : n-1]
中第 k 小元素，只要调用 RandomizedSelect (a,0,n-1,k) 即可。
具体算法描述如下：

template<class Type>
Type RandomizedSelect (Type a [] , int p, int r, int k)
{
if (p==r) return a [p] ;
int i=RandomizedPartition (a, p, r) , j=i-p+1;
if (k<=j) return RandomizedSelect (a, p, i, k) ;
return RandomizedSelect (a, i+1, r, k-j) ;

}
基于以上算法，进行如下时间复杂度分析：

设 T (n) 表示 RandomizedSelect 算法在输入为 a [p..r] 时

的运行时间。因为该算法为一个随机算法，所以 T (n) 是一个

随机变量。过程 RandomizedPartition 以等概率返回任一元素作

为枢轴元素，因此，对于满足 1≤j≤n 的每个 j，子数组 a [p..
i] 有 j 个元素 (都小于等于枢轴元素) 概率为 1/n。对于 j=1,2
……,n，定义指示器随机变量为 Xj

Xj = {子数组 a [p..r] 只有 j 个元素} 且 E [Xj] = 1
n

假设 T (n) 单调递增，分析在最大可能输入的情况下递归

调用所用的时间，即得到一个上界。第 k 个元素总是在具有

最大个数的那个划分中。对于给定的调用 RandomizedSelect，
指示器随机变量 Xj 在只有一个 j 值时为 1；其他所有 j 值时则

为 0。当 Xj=1 时，设递归调用的两个子数组大小分别为 j-1 和

n-j 。因此，递归方程为

两边同时取期望，则得
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其中 Xj 和 是独立的随机变量。

考虑表达式 ，则有

如果 n 为偶数，在求和算式中，从

中的每一项只出现两次；如果 n 为奇数，所有这些项出现两

次， 出现一次。因此，

用替换方法解此方程。假设对于满足递归方程初始条件

的 某 些 常 数 ， 且 当 时 ，

，其中 n0 为足够小的整数。设 O (n) 项隐含的

常数为 a，使得对于所有 。利用归纳假

设

需要证明，对于足够大的 n，最后的表达式至多为 cn，

或 。该不等式两边加上 且提出公因子 n，

可 得 。 只 要 选 择 常 数 c 满 足

，即 c>4a 得

因此，选择 ， 。假设当 时，

，可得 ，综合以上分析，得出一般选择

问题平均情况下线性时间内即可完成。

3 最坏情况下线性时间的选择
如果能在线性时间内找到一个划分基准，使得按这个基

准所划分出的 2 个子数组的长度都至少为原数组长度的 ε 倍

(0<ε<1)，那么就可以在最坏情况下用 O （n） 时间完成选择

任务。

可以按以下步骤找到满足要求的划分基准：

将 n 个输入元素划分成 én/5ù 个组，每组 5 个元素，只可

能有一个组不是 5 个元素。用任意一种排序算法，将每组中

的元素排好序，并取出每组的中位数，共 én/5ù 个。
递归调用 select 来找出这 én/5ù 个元素的中位数。如果

én/5ù 是偶数，就找它的 2 个中位数中较大的一个。以这个元

素作为划分基准。
图 1 是上述划分策略的示意图，其中 n 个元素用小圆点

来表示，空心小圆点为每组元素的中位数。中位数的中位数

在图中标出。图中所画箭头是由较大元素指向较小元素的。
为简化问题，设所有元素互不相同。在这种情况下，找出的

基准 x 至少比 个元素大，因为在每一组中有 2 个

元 素 小 于 本 组 的 中 位 数 ， 而 个 中 位 数 中 又 有

个 小 于 基 准 x。同 理 ， 基 准 x 也 至 少 比

个 元 素 小 。 而 当 时 ，

。所以按此基准划分所得的 2 个子数组

的长度都至少缩短 。

具体算法描述如下：

Template < class Type >
Type Select (Type a [ ] , int p, int r, int k) {

if (r-p<75) {
用某个简单排序算法对数组 a [p:r] 排序;
return a [p+k-1] ;
} ;

for ( int i = 0; i<= (r-p-4) /5; i++ )
将 a [p+5*i] 至 a [p+5*i+4] 的第 3 小元素与 a [p+i] 交

换位置；

//找中位数的中位数，r-p-4 即上面所说的 n-5
Type x = Select (a, p, p+ (r-p-4) /5, (r-p-4) /10) ;
int i=Partition (a,p,r, x) ,
j=i-p+1;
if (k<=j) return Select (a,p,i,k) ;
else return Select (a,i+1,r,k-j) ;

}
基于以上算法，进行如下时间复杂度分析。

设对 n 个元素的数组调用 Select 需要 T （n） 时间，那么

找中位数的中位数 x 至多用 T (n/5) 时间。由于按照算法所选

的基准 x 进行划分所得的两个子数组分别至多有 个元素，

所以无论对哪一个子数组调用 Select 至多用 T (3n/4) 时间。

图 1 拟中位数法

（下转到 37 页）
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T （n） 的递归式中两个自变量之和 n/5+3n/4=19n/20=an,
0<a<1。

这是使得 T (n) =O (n) 的关键。

4 线性时间下的复杂度因子
采用拟中位数作为划分基准可以保证在最坏情况下用线

性时间完成选择，T (n) =O (n) 在量级上达到了该问题的下

界。不过，子序列长度选择 5，是否同时获得了最小的时间复

杂度呢？

设 Select 算法在最坏情况下时间复杂度为 T (n)，设算法

中子序列长度选取 x，那么对每个子序列中的元素排序都需

次比较，总共则需要 次比较，此

时的 T (n) 满足

因 T (n) 为线性的，要求 ，设 为复杂

度因子， ，那么

得，

若令 ，当 x>4 时，只

需求出函数 f (x) 的最小值即可得最小复杂因子 。考虑到算

法中子序列长度的对称性，这里选取 x>4 的奇数。经计算得

到如表 1 所示数据。
显然，子序列长度为 5 并非我们的最优选择。不难发现，

当为子序列长度选取 19 时可以得到更小的复杂度因子=20.28。
通过对拟中位数法解元素选择问题的深层次拓展，可以求出

线性时间下的最小复杂度因子，那么线性时间选择算法最小

的时间复杂度问题便迎刃而解。

5 结语
在过去的半个世纪里，算法研究取得了大量重要的突破。

同时，作为算法特性之一的时间复杂度也在算法爱好者的不

懈探索中一降再降，这为从数据库系统到 Internet 搜索引擎，

从 N 体问题的模拟到分子生物学中的序列分析等等一系列算

法应用领域带来了革命。文中则通过对元素选择问题的深入

研究，详细分析了期望情况下与最坏情况下的线性时间选择

算法，并针对两种情况下算法的时间复杂度给出了严格的论

证。最后，通过计算与比较得出线性时间下元素选择问题的

最小复杂度因子。至此，对元素选择问题以及解决此问题的

线性时间选择算法都有了更进一步的研究、更深层次的理解，

在相关领域会得到广泛应用。
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表 1 子序列长度选取与复杂因子对应关系
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并在这个项目中使学习者对 Session 这个作用域存取信息有了

深入了解，这给学习者学习后续内容增添了信心，也带来了

学习的乐趣。在这个项目中，学习者对 MVC 模式也能有一个

很好的感性认识。
Session 对象用来保存每个用户的信息，以便跟踪每个用户

的操作状态。其中，Session 的信息保存在容器中，而 SessionID
保存在客户机的 Cookie 中。讨论的购物车是基于 Cookie 技术

的 Session，如果客户端关闭了 Cookie 功能，那么通常情况下，

服务器会自动切换到 URL 重写来实现 Session 功能。
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