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土 结构相互作用体系动力响应的敏感性分析
*

古泉，曾志弘，邱志坚，郑翥鹏

(厦门大学 建筑与土木工程学院，福建 厦门 361005)

摘 要: 本文概述了基于直接微分法的非线性有限元动力响应对于模型材料参数、几何参

数和地震不确定性参数的敏感性分析方法，介绍了基于力法、位移法和三场混合法等方法的有

限单元直接微分法敏感性分析最新进展，并着重讲述了将直接微分法拓展到非线性结构和岩

土等材料模型中，用于分析土-结相互作用体系的敏感性分析方法。本文将此敏感性方法应用

到一个有实际工程背景的受双向地震荷载作用下的三维土-结相互作用体系中，通过有限差分

法证明敏感性分析计算结果的高效性和正确性，验证了此方法应用到实际工程中的有效性和

实用性。直接微分法由于计算得到的是半解析解，具有精确、高效、不受数值噪音干扰等优点，
具有潜在重要的工程价值。
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Seismic Ｒesponse Sensitivity Analysis of Soil-Structure Interaction Systems
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( School of Architecture and Civil Engineering，Xiamen University，Xiamen，Fujian 361005，P． Ｒ． China)

Abstract: Sensitivities of the FE response with respect to both model ( material or geometry ) and loading
parameters represent an essential ingredient in studying the structures． This paper presents recent developments in FE
response sensitivity analysis based on the Direct Differentiation Method ( DDM) for displacement-based，force-based，

and three-field mixed finite elements，with a focus on the extensions of the DDM to nonlinear material constitutive
models of structural or geotechnical systems． DDM based response sensitivity analysis methods are used to analyze a
real three dimensional nonlinear soil-structure interaction system under bi-directional seismic load to verify its
accuracy，efficiency and applicability to engineering problems． The DDM has semi-analytieal solution and is
accurate，effective and not disturbed by numerical noise，it has latent engineering value．
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1 引 言

结构在地震或风荷载等外力作用下的响应受

多种不确定性因素的影响，包括结构自身不确定性

(比如材料不确定性和几何尺寸不确定性) 和环

境、荷载不确定性等。对于结构设计人员来说，如

何分析和量化结构响应不确定性非常重要
［1，2］。

目前学术界已经基本形成共识，即仅仅通过确定性

研究来分析复杂结构或者土与结构相互作用体系

的动力响应是不够全面的，基于概率、可靠度的不

确定性分析是非常必要的补充
［3］。一个体系的不

确定性从概念上可分为认知不确定性( 可通过提
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高认知能力减小甚至消除) 和偶然不确定性(客观

存在的无法消除)。深入研究这些不确定性的来

源、量化其大小、以及分析其传播过程( 从震源不

确定性、材料不确定性和几何不确定性等最终体现

为结构地震响应的不确定性的过程) 是非常重要

的。这也是风险评估、可靠度分析、概率响应分析

等不确定性分析的基础
［4］。有限元敏感性分析为

不确定分析提供了一个重要分析工具，是至关重要

的一个计算环节。如何高效和精确地计算结构响

应的敏感性也是基于梯度的优化分析、系统识别、
模型更新和参数重要性研究等问题的基础。在这

个背景下，本文介绍了有限元敏感性分析的几种基

本方法，重点讲述基于直接微分法的敏感性分析方

法，以及其在复杂的非线性结构或者土-结构相互

作用体系中的应用。结构响应的敏感性或者梯度

通常定义为
r
θ θ = θ0。其中 r 代表结构响应，包括

全局响应(位移、速度、加速度等) 和局部响应( 梁

柱截面上的弯矩、剪力、曲率;高斯点上的应力、应
变等);θ 为敏感性参数，包括几何，材料或荷载等。
这里响应敏感性从数学上定义为响应 r 对 θ 的偏

导数，即在其他参数固定情况下由于特定参数 θ 改

变引起的响应改变，也可以理解为响应的梯度。由

于响应 r 对 θ 的敏感性是参数 θ 的函数，定义中取

θ = θ0，其中 θ0 为敏感性参数 θ 的特定值
［5 ～ 13］。

有限元响应敏感性分析有多种不同的方法，比

如有限差分法(FDM)，包括向前、向后和中心有限

差分法
［2，14，15］，伴随法(AM)［2］，摄动法(PM)［16］

和直接微分法(DDM)［5 ～ 15］
等方法。其中，有限差

分法是敏感性分析中最简单、常用的一种方法，但

此方法计算量大，对有限元响应的计算精度要求很

高，且容易受数值噪声的影响
［6，17］，因此在复杂非

线性体系中不够适用;伴随法对于线性和非线性弹

性结构系统的计算非常有效，但该方法应用到非线

性滞回材料时，却不如其他方法高效;摄动法虽然

计算效率很高，但结果不够准确。相对这些方法，

直接微分法计算高效、准确，可应用于复杂的非线

性体系中，是本文重点讲述的方法。
直接微分法的具体计算过程是在每一时步计

算收敛后，对离散后的结构动力平衡方程直接求导

(静力问题可以视为动力问题的特例)，可以得到

公式:

1
β(Δt)2M + α

β(Δt)
C + (Kstat

T )n+[ ]1 un+1

θ
=

－ (
1

β(Δt)2
M
θ

+ α
β(Δt)

C
θ

)un+1 －
r(un+1(θ)，θ)

θ un+1
+

珘Fn+1

θ
式中:Δt = (tn +1 － tn)为时间步长，α 和 β 是 NewMark

积分常数，当α = 1
2 和 β = 1

4 时，为无条件稳定。M、C

和 Kstat
T 分别为质量矩阵、阻尼矩阵和刚度矩阵;un +1表

示当前步(n +1 步)节点的位移，
un +1

θ 为位移敏感性，

即需要求解的量;珘Fn +1为等效外荷载;r(un +1(θ)，θ)

表示结构的内力，为节点位移 un +1函数，而 un +1为是

敏感 性 参 数 θ 的 函 数，同 时 r 也 是 θ 的 函 数。
(·)

θ un + 1
表示在 un + 1固定条件下的偏导数。

上述公式中的
r(un + 1(θ)，θ)

θ un + 1

是结构内力

梯度，相对最难计算，需要按照结构内力求解方法，

分别计算有限元响应计算的各个级别的梯度，包括

结构内力梯度(结构级)，单元内力梯度(单元级)，

截面内力梯度 ( 截面级) 和材料应力梯度 ( 材料

级)，并由下向上逐级积分最终得到结构内力梯

度。直接微分法具体公式推导参见文献
［2，5，14］。直

接微分法的计算结果可以用有限差分法验证。即，

将敏感性参数 θ 加上一定量的扰动 Δθ，将扰动后

的敏感性参数值 θ + Δθ 代入到响应公式中进行计

算，可以得到其对应的响应为 Δr + Δr。通过有限

差分值 Δr /Δθ 和直接微分法得到的
r
θ θ = θ0 进

行对比，来验证直接微分法得到的敏感性分析正确

性。在一定的范围内，随着扰动值 Δθ 的减小，阶段

误差减小，计算得到的 Δr /Δθ 一致趋近于由直接微

分法计算得到的
r
θ

，由此可验证敏感性分析结果的

正确性。但是，过小的扰动值 Δθ 可能会导致有限

差分计算结果发散，这是由于计算的舍入误差造成

的。因此通常有一个可接受的扰动值区间和一个最

优的扰动值，但是在未做有限差分收敛性研究前很

难预 先 确 定 这 个 可 接 受 区 间 和 最 优 扰 动 值 的

大小
［18］。

2 基于直接微分法的有限元响应敏

感性分析

2． 1 基于位移法的框架单元敏感性分析

基于位移法的有限单元是目前有限元中最常
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用的单元，通过位移插值形函数假定单元位移场分

布，继而获得应变，根据材料的本构关系计算得到

应力，随后通过积分得到单元内力。对上述计算每

步直接求微分，可以得到单元位移梯度、高斯点应

变梯度、应力梯度和单元内力梯度的关系，将其代

入敏感性分析基本方程，最终求解得到响应的敏感

性。由于基于位移法单元技术成熟、计算稳定，被

广泛用于有限元计算中，因此基于位移法单元的框

架单元敏感性分析被用于各种问题中。但基于位

移法单元的缺点是需要单元数量较多，而力法单元

可以较好地克服这一缺点，即用较少的单元来实现

较高的计算精度，从而提高计算效率
［19］。

2． 2 基于力法 ( Force-based) 的框架单元敏感性

分析

相比基于位移法单元，基于力法插值单元( 即

对内力基于形函数直接插值) 在达到相同有限元

响应计算精度时，所需的单元数量和整体计算量都

有明显减少。例如，参考文献
［11］

中对超静定二维

单层钢结构框架分析表明，基于力法的有限元分析

方法收敛到精确解的速度明显较位移法速度快。
当计算分析的结构越复杂，这种优势也就越明显。
将直接微分法拓展到基于力法框架单元中，可以利

用这些计算上的优势。从理论上说，基于力法单元

比基于位移单元的有限元响应敏感性方法更加复

杂，因为力法单元在截面变形和单元节点位移之间

没有简单的直接对应关系。求解该问题需要在单

元级、每一个计算时步上求解一个线性方程组，但

该线性方程组中存在截面变形梯度和单元节点力

梯度待求解未知量，较位移法的单元内力梯度更加

复杂，具体求解方法可参见文献
［20］。

2． 3 基于三场混合框架单元 ( Three-field mixed
formulation elements) 的敏感性分析

在过去的 30 年间很多研究者针对混合有限元

的研究开展了大量的工作，基于变分原理发展出了

几种不同的有限单元
［21，22］，并建立了这些单元之

间的关系。同时，对这些单元的计算性能和准确

性，也进行了全面的分析和改进
［22］。经过多年的

研究，混合单元的理论发展已经比较成熟，并且在

许多结构分析中得到了广泛应用。因此，把基于直

接微分法拓展到混合单元当中也具有较大的计算

优势。最近，基于 Hu-Washizu ［21］
的三场混合单元

的 直 接 微 分 法 敏 感 性 分 析 公 式 已 经 被 推 导 出

来
［23］，这些公式的推导是基于有限元基本方程(包

括平衡方程，相容性方程及材料的本构方程)，适

用于材料非线性和几何非线性问题的静力和动力

分析。
2． 4 直接微分法应用到三维混凝土和岩土材料中

直接微分法能够被拓展和应用于多种三维塑

性本构模型中，从而非常高效、精确地计算混凝土

和岩土材料的响应敏感性。最近，直接微分法被应

用于三维混凝土 Cap 塑性本构模型
［24，25］，此模型

由 Hofstetter G 和 Simo JC 提出，被广泛用于模拟混

凝土非线性力学行为。另外，直接微分法还被推广

和应用到砂土边界面塑性模型
［26，27］

和多屈服面模

型
［28 ～ 30］

中。这两个模型是目前学术界模拟粘土和

可液化砂土非线性动力行为和液化行为最重要的

模型之一，也在工程界广泛使用。由于有限元计算

岩土材料时响应精度往往无法达到很高( 即计算

得到响应的有效数字位数不够，如果提高收敛精度

计算量将极大提高，甚至不收敛)，有限差分方法

经常无法计算得到满足精度的梯度，而直接微分法

可以解决这一重要问题，得到和响应精度相当的梯

度
［27］，为岩土工程的基于梯度的优化计算方法提

供重要工具，包括计算可靠度、模型更新、系统识别

等计算方法，因此具有重要突破。
2． 5 直接微分法应用到水利工程中

最近，基于直接微分法的敏感性分析也被应用

与考虑流固耦合的混凝土重力坝和拱坝中。通过

把直接微分法拓展到用于模拟三维混凝土和地基

的截断 Drucker-Prager 模型、仅考虑压力的流体单

元、流固耦合边界单元、以及考虑透射吸能地基边

界的单元中，能够计算复杂的流固耦合混凝土坝的

敏感性。由于直接微分法的高效性和精确性，使得

上述基于梯度的优化算法能够成功应用于诸多水

利工程问题中。
2． 6 直接微分法应用到多点约束问题

基于直接微分法的有限元响应敏感性分析已

经被拓展到多点约束的线性和非线性有限元模型

中。从理论上可以处理三个不同约束，1) 变换方

程法 2)拉格朗日乘数法 3) 罚函数法。文献
［13］

中

论述了直接微分法用于多点约束的理论推导，并列

举了应用多点约束的非线性框架结构、土-结构相

互作用体系的敏感性分析算例。这为有限元中一

大类多点约束问题的直接微分法求解计算提供了

理论依据和计算工具。
2． 7 有限元响应敏感性分析的其他计算问题

有限元响应敏感性的公式可能有两种不同的

推导方法。第一种方法是先计算相应，再推导其敏
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感性(梯度);第二种方法定义相应敏感性为基本

未知量，直接求解得到响应敏感性。可以证明，这

两种敏感性计算最终结果是相同的
［14］。另外，在

敏感性分析过程中，需要用到一致切线模量而不是

连续切线模量
［31］。虽然在一维材料本构中，一致

切线模量和连续切线模量是相同的，但对于多维材

料本构却并不如此。目前已推导出三维 Cap 模

型
［24］

和多屈服面模型
［33］

等一致切线模量并将其

在有限元框架中实现。最后，有限元敏感性的是否

连续或光滑同样是一个需要仔细研究的问题。尤

其是当有限元敏感性应用到基于梯度的优化算法

中时，梯度的不连续将会影响优化算法的收敛速率

和能否得到全局最优解，甚至影响到优化算法能否

收敛
［33］。而非光滑的材料本构模型在从弹性到塑

性的受力状态转变期间会发生响应敏感性的不连

续现象，因此有必要采用光滑的非线性本构模型避

免这一问题
［34］。

3 基于直接微分法的非线性土与结构

相互作用体系的响应敏感性分析算例

本节应用直接微分法计算三维土和结构非线

性相互动力作用体系的响应敏感性，数值模型如图

(1)所示。结构是用基于位移法插值的非线性梁

柱框架单元、纤维截面、一维非线性 J2 钢筋模型

(钢筋的屈服强度 σy = 248． 2 MPa，弹性模量 E =

210 GPa)和一维非线性 Kent-Scott-Park 模型模拟

(混凝土的抗压强度 fc = 34． 5 MPa);土采用三维

(八节点) 单元，与压力无关的多屈服面弹塑性模

型
［32，35］

模拟(其中四层土的性质见表 1)。结构与

土的连接是通过在基础上位置相同的两个结点水

平和竖向位移协调条件实现的;土的下部固定，侧

向边界上等高程处节点通过的水平和竖向位移相

等模拟简单剪切条件，具体描述见文献
［19］。该土

与结构相互系统受双向(x 和 y 方向) 地震荷载作

用，地震波的时间历程如图 1 所示。图 2 为上层框

架结构中 A 点的弯矩和曲率关系，图 3 为土体接

近表面的高斯点 B 点的剪应力和剪应变关系。从

图 2、图 3 中可以看出，A 点和 B 点在地震荷载作

用下表现出强非线性。图 4 为第二层结构节点位

移 u2 对顶层土的剪切模量 G1 的敏感性及其有限

差分验证图。从图中可知，随着 Δθ /θ 的减小，有

限差分值 Δr /Δθ 逐渐趋近于由直接微分法算出响

应敏感性值
r
θ
。从而可以验证直接微分法在土与

结构相互作用体系中计算的正确性。图 5(a)为土

层间 x 方向相对位移的时间历程，图 5(b) 为第一

层结构 x 方向层间位移 Δ1x对每层剪切刚度相对敏

感性。由这些图可知，影响层间 Δ1x最主要的参数

是两个深处土层的剪切刚度 τ3 和 τ4。
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图 1 土和结构相互作用体系的几何尺寸、岩土材料的本构模型和输入的地震动

Fig． 1 Geometry，soil material constitutive model and input earthquake ground motion for the benchmark SFSI system

图 2 框架结构中 A 点的弯矩和曲率关系

Fig． 2 Local moment-curvature response in the frame at point A

图 3 土中 B 点附近高斯点上剪应力和剪应变关系

Fig． 3 Local shear stress-strain response in the soil at point B

表 1 土的性质( 土层的顺序为从上往下)

Table 1 Material properties of various layers of

soil column ( from top to bottom)

土层 # G /kPa τmax /kPa 泊松比

1 54 450 33 0． 35

2 33 800 26 0． 35

3 96 800 44 0． 35

4 61 250 35 0． 35
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图 4 第二层节点位移 u2 对第一层( 顶层) 土的剪切模量 G1 的敏感性

Fig． 4 Sensitivity of nodal displacement u2 to low strain shear modulus G1 of the first ( top) soil layer

图 5 标准土和结构相互作用体系

Fig． 5 Benchmark SFSI system

3 结 语

阐述了有限元响应敏感性分析方法的最新进

展，并重点论述了基于直接微分法的敏感性分析方

法。讲述了直接微分法拓展和应用于基于位移插

值单元、力法插值单元、三场耦合单元、混凝土和岩

土材料、涉及多点约束问题、土与结构相互作用问

题、流固耦合问题等诸多学术和工程问题中的现

状。通过一个在双向地震荷载作用下强非线性土

与结构相互作用体系的算例，计算得到体系的响应

以及响应敏感性，利用有限差分法证明敏感性分析

计算结果的正确性，并通过对计算结果分析，来验

证了直接微分法在实际工程中的有效性和实用性。
直接微分法由于计算得到的是半解析解，具有精

确、高效、不受数值噪音干扰等优点，具有潜在重要

的工程价值。
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从南岳地区花岗岩残积土、全风化花岗岩、两
者过渡层土体矿物组成成分对比分析可得:花岗岩

残积土的风化程度最高，衍生矿物种类最多，原生

矿物种类最少;全风化花岗岩的风化程度弱于花岗

岩残积土，衍生矿物种类最少，原生矿物种类最多;

两者过渡层土体的风化程度介于花岗岩残积土与

全风化花岗岩之间。

5 结 论

运用扫描电子显微镜、X 射线衍射仪对南岳地

区花岗岩残积土从微观结构和矿物成分两方面进

行微观特性分析研究，得出以下结论:

(1)在 SEM 照片中可以发现土体中分布着大量

尺寸不一的孔隙与裂隙，微观结构中存在团粒状结

构、片块状结构、片状结构、块状结构、细粒状结构。
(2)通过对三组样品的 XＲD 衍射谱图分析可

知，南岳地区花岗岩残积土主要矿物成分为高岭

石、珍珠陶土、斜长石、水钠锰矿、埃洛石、石英、地
开石、蛇纹石及硫酸镁。

(3)通过对花岗岩残积土、全风化花岗岩、两

者过渡层土体的微观结构和矿物成分对比分析可

知，花岗岩风化程度越高，微观结构越复杂多样，土

体中存在的原生矿物越少，衍生矿物越多。
(4)由于花岗岩残积土中存在着易溶于水的

矿物和遇水膨胀的高岭石矿物，且颗粒间孔隙、裂
隙连通性好使土体在水作用下体现出其宏观的软

化崩解特性。
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