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判断矩阵一致性逼近的一种新方法
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摘 要 本文根据一致性判 断矩阵定 义
,

提 出 了一种求取一致性判 断矩阵 的新

方 法
。

该方 法 充分利 用 了判 断矩阵所提供的直接判 断和 全部间接判 断信 息
,

消除 了

专家判 断思维逻辑的混乱和不一致性
。
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层次分析法作为规划
、

预测和决策工具
,

自问世 以来已在世界各国得到极为迅速普及和

推广
,

并在实际的社会经济分析中发挥着重大的决策作用 l’ }
。

根据层次分析法原理
,

层次分

析法应用的关键之一在于构造判断矩阵
。

判断矩阵的获得通常由专家给定
。

理想的判断矩阵

应该满足完全一致性条件
,

满足完全一致性条件的判断矩阵称为一致性判断矩阵
。

一致性判

断矩阵具有很多优越性
,

由一致性判断矩阵求取排序向量非常简便
。

虽然层次分析法的排序

理论迄今已有了很大的发展
,

但是
,

所有排序方法都仅仅利用 了专家判断所提供的直接判断

信息
,

未能充分利用判断矩阵所提供的全部间接判断信息 ; 而且现有排序方法几乎都是直接

求解判断矩阵的排序向量
。

此类排序方法 固然很有用也很有效
,

但理论上终究不够完善
,

而

且也不如 由一致性判断矩阵求取排序向量简便和利索
。

为了克服现有排序方法的不足
,

本文
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提出一种新的排序思想和处理方法
。

在充分考虑专家判断全部信息的基础上
,

本文首先对专

家判断矩阵进行一致性逼近
,

然后 由一致性判断矩阵
,

可以很方便地导出判断矩阵的排序向
,

旦巨
。

二
、

判断矩阵一致性逼近原理

设判断矩阵 A 一
叭 )

。 x 。 ,

其排序向量为 W 一 ( W
. ,

W
Z ,

…
,

砰
。

)
了 ,

并满足归一化约

束条件

( l )

若 A 满足完全一致性条件

a , ; 一 a `、
/

a , 、 i
,

j
,

k = l
,

2
,

…
,

则称 A 为一致性判断矩阵
。

根据一致性判断矩阵特性
,

有

(2 )

a = W / W 艺
,

J / 1 1
( 3 )

亦即

W 二 “ 附 i
,

哥 U 7
( 4 )

将式 (4 ) 代入归一化约束条件式 ( l )
,

得

W
, 一 l/ 艺

a 。 j 一 l

由此可得一致性判断矩阵排序向量 W 的精确解为

2
,

…
, n ( 5 )

评
’

一 ( l / 工
a

; l ,

l / 工
a , 2 ,

…
,

l / 艺
a

, , :

( 6 )

显然
,

由一致性判断矩阵求取排序向量非常简便
。

然而
,

众所周知
,

层次分析法中判断矩阵

的获得一般都是由专家给定
。

因此
,

判断矩阵的一致性必然要受到专家知识结构
、

判断水平

和个人偏好等众多主观因素的影响
,

再加之判断事物本身的模糊性和不精确性
,

实际应用中

的判断矩阵常常是非一致性的
。

在 A 为非一致性矩阵的情况下
,

式 ( 2) 所示完全一致性条

件不再成立
,

亦即

a 。 笋 a , 、 / a , 、 i
,

j
,

k 一 l
,

2
,

一
n ; k 笋 j (7 )

从 上式可 以看 出
, 。 ; ,

只 是 由判断矩阵 A 给出的有关 i 和
.

/ 事物的直接判断元素 ; 而

“ `、 / aj
、

k( 一 1
,

么 一
” ; k 钊 ) 则是 由判断矩阵 A 所提供的有关 i 和 j 事物的间接判

断元素
。

迄今为止
,

所有的排序方法仅仅利用 了判断矩阵 A 所提供的直接判断元素
,

而疏

忽 了 A 矩阵所提供的间接判断元素
。

直接判断元素对导 出判断事物的排序权值固然很重

要
,

然而
,

间接判断元素对导出判断事物的真实排序权值同样也很重要
。

当同时考虑直接

判断和间接判断元素时
,

可得到有关 i 和 j 事物相对重要性的判断元素共
n
个

,

其具体数值

可统一表示为
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a
,

/ a
.

k = l
,

2
,

IK j K
( 8)

当 A 为一致性判断矩阵时
,

上述
”
个判断元素具有相同的数值

“

护 若 A 为非一致性判断矩

阵
,

则上述
n
个判断元素彼此之间互有差异

,

此类差异往往是 由专家判断思维逻辑的混乱

或判断不准所造成
。

为了更加准确地定量测度 i 和 j 事物的相对重要性
,

可对式 (8) 有关 i

和 j 事物相对重要性的
n
个判断元素值进行全面综合

。

综合的方式理论上可有算术平均方法

和几何平均方法两种
,

但由于算术平均方法综合的结果破坏 了判断矩阵元素间的互 反特

性
,

故而仅能按几何平均方法进行综合
,

由此有

a 。 一

丫瓦翻
一

”

ha
/

”

撅
i,

2
,

…
, n (9 )

显然
,

a 。 比 。 。 更能准确地测度出 i 和 j 事物的相对重要性
。

设矩阵万一 伍。 )
。 、 。 ,

则有

定理 1 万为一致性判断矩阵
,

其导出标度 牙
’

与对数最小二乘排序方法 L( L s M ) 导

出的 A 矩阵的排序向量吻合
,

亦即

呵
一

”

厕
/

客
”

厕
少一

l,2, ( 10 )

证 : 根据公式 (9)
,

有

、 .尹、 .产11今̀
侣.
1侣
.1

z

`
、了̀、

iI 一
”

压
/

”

撅jl 一
”

厕
/

”

厕

i
,

l = l
,

2
,

j
,

l = l
,

2
,

由此可导得

戈
, /民

, 一
”

厕
/

”

厕
一 : 。

l’,j
,

, 一 1
,

2,.
二

( 1 3 )

亦即
,

万= (汀

矩阵
。

满足完全一致性条件
,

故由一致性判断矩阵定义可知
,

万为一致性判断

根据一致性判断矩阵排序公式 (5 )
,

万矩阵的排序权值可表示为

呵 一 /

客
: 。 一

”

厕
/

客
”

厕
、 一

l,2
, ~

~ (4)l

此式正好为对数最小二乘排序方法导 出的 A 矩阵的排序公式121
。

【证毕 ]

定理 2 若 A 为一致性判断矩阵
,

则有万二 A
。

虽然万恒为一致性判断矩阵
,

但并不

等于 A 矩阵无需进行一致性检验
。

万依赖于判断矩阵 A
,

不同的 A 矩阵分别对应于不同的

万矩阵
。

文献 3[] 通过最优传递矩阵 C 一 (
。

户
。 、 。

对 A 矩阵进行对数逼近并由此导出一个拟

优一致性判断矩阵 A
’

= E x P( c )
,

从而错误地认为对 A 矩阵无需进行一致性检验的观点非

常值得商榷
,

此文已经导致一些错误的应用 l’, ’ }
。

理论上可以证明
,

最优传递矩阵方法与对
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数最小二乘排序方法和方根法具有相同的导 出标度 砰
’ 。

谁也不会认为
,

对数最小二乘排

序方法无需进行一致性检验
。

A
’

是一致性判断矩阵并不能说明对 A 矩阵无需进行一致性

检验
。

若 A 是高度非一致性的
,

疏忽一致性检验往往可能会导致错误的排序结果
。

传统的一致性检验方法通常借助于 A 矩阵的最大特征根
,

亦即

又 一 n

C l 二』竿下
n 一 l

( 15 )

式中
: 元m a 、

为 A 矩阵的最大特征根
。

由于本文提供的排序方法是通过一致性判断矩阵万直

接求解 A 矩阵的排序向量 w
,

并未求解 A 矩阵的最大特征根
,

故而传统的使用最大特征根

进行的一致性检验方法 已经 不再适用
,

为此必须变换为适用于排序向量 牙 进行一致性检

验
。

经过变换 0l]
,

有

1 _ 「 W W ]
C l = -万

-
一 : 二 )

_

l 口
. .

二
乙 + a = 牛一 2 1

n 气n 一 l ) , 、

芯
毛 。

L
” 伴

, ’ ` 伴
,

」
( 16 )

显然
,

根据此式进行一致性检验无需计算 A 矩阵最大特征根
,

因此
,

该公式比特征根检验

公式 ( 15) 具有更广阔的适用范围
,

适用于判断矩阵所有排序方法
。

如若 A 矩阵不具有满意的一致性
,

则 A 矩阵通常要反馈给专家本人进行调整并重新判

断
。

专家 自身得到 的反馈信息充其量也只能是专家自己所给判断矩阵及其排序向量和一致

性检验的结果
。

仅此信息
,

专家很难找到或发现其判断失误或逻辑混乱的地方
。

本文提供

的一致性判断矩阵万
,

则为专家重新判断并调整原始判断矩阵提供了很大的方便
。

在要求专

家修正判断矩阵时
,

只需将万矩阵一同反馈给专家参考
,

专家在对比分析判断矩阵 A 和万

矩阵的基础上
,

能够比较容易地对 A 矩阵作出科学而合理的修正
。

三
、

算 例

例 1 该例取 自文献 [3]
。

已知

l

l
es
J一了气、à,乙,山1

1

1 3 4

l / 3 1 1 / 3

l / 4 3 1

l / 3 1 3

l / 7 1 / 3 1 / 2

有

0
.

13 10
,

0
.

155 5
,

l / 3

l / 2

根据特征向量排序方法 (E M )
,

砰 = ( 0
.

4 55 1
,

又 = 5
.

4 9 0 0

基于本文的排序思想和方法
,

C l = 0
.

12 2 5

有

R I

0
.

19 5 1
,

0
.

0 633 )
T

= 1
.

12 C R = 0
.

10 9 4
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0
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1
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1
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0
.

8 8 9 6

0
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1
.

00 0 0

0
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58 39

7
.

0 335

1
.

9 4 7 3

2
.

1 1 18

2
.

8 7 65

1
.

O00( )

附
’

= ( 0
.

450 3
,

0
.

12 5 3
,

0
.

13 9 2
,

0
.

1 5 3 6
,

0
.

0 6 5 9 )
丁

A 矩阵相对于 w
’

的一致性指标为

C l = 0
.

1 183 R l = 1
.

12 C R = 0
.

10 5 6

例 2 该例取自文献 7[]
。

已知

l

l / 5

l / 3

l / 7

l / 6

l / 6

3

4

3

l / 5

l / 3

l / 3

5

7

3

l / 3

l

l / 6

l / 3

l / 4

l / 6

5

6 3

l / 3 l / 4

l / 2

l / 3

l / 5

6

l / 7

l / 5

l / 5

l / 4

l / 7

l / 5

l / 8

l / 6

l / 6

l / 2

8 6 6 2

运用特征向量排序方法
,

有

才 = (0
.

17 3 0
,

0
.

0 5 4 0
,

0 0
.

1 5 5 1
,

0
.

0 17 5
,

0
.

0 3 10
,

0
.

0 3 63
,

0
.

1 66 5
,

0
.

3 33 2 )
了

只 = 9
.

66 9 1 C l = 0
.

2384 R l = 1
.

4 1 C R = 0
.

169 1

基于本文的排序思想和方法
,

得到

1
.

0 0 0 0

0
.

3 5 84

0
.

8 5 0 7

0
.

1 10 7

0
.

203 5

0
.

2 4 2 0

0
.

9 5 5 4

2
.

0 0 0 0

2
.

7 9 03 1
.

17 5 5

1
.

0 0 0 0 0
.

4 2 1 3

2
.

3 7 3 7 1
.

0000

0
.

3 0 8 8 0
.

13 0 1

0
.

5 6 7 8 0
.

239 2

0
.

6 7 5 2 0
.

28 4 5

2
.

66 60 1
.

12 3 1

5
.

5 8 0 7 2
.

3 5 10

0
.

0 6 26
,

0
.

14 8 7
,

的一致性指标为

C l = 0
.

22 7 6

9
.

036 2 4
.

9 14 4 4
.

1 3 2 5

3
.

2384 1
.

7 6 12 1
.

4 8 10

7
.

6 8 7 1 4
.

18 0 6 3
.

5 1 5 5

1
.

0 0 0 0 0
.

5 4 39 0
.

4 5 7 3

1
.

8 3 8 7 1
.

0 0 0 0 0
.

8 4 0 9

2
.

1866 1
.

189 2 1
.

000 0

8
.

6 33 6 4
.

69 54 3
.

94 83

18
.

0 7 2 5 9
.

828 7 8
.

2 6 4 9

0
.

0 193
,

0
.

0 356
,

0
.

0 4 2 3
,

1
.

0 4 6 6

0
.

3 7 5 1

0
.

89 0 4

万
0

.

1 15 8

0
.

2 130

砰
`

一 (0
.

17 4 5
,

A 矩阵相对于 w
`

0
.

2 533

1
.

00 00

2
.

0 9 3 3

0
.

16 7 0

0
.

5 0 0 0

0
.

17 9 2

0
.

4 2 5 3

0
.

0 5 5 3

0
.

10 17

0
.

12 10

0
.

4 7 7 7

1
.

0 0 0 0

,

0
.

3 4 9 6 )
了

R l = 1
.

4 1 C R = 0
.

16 14
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以上两例均为非满意一致性判断矩阵
。

若要提高排序结果的准确性和可信度
,

还需对判

断矩阵 A 作出适当程度的调整或修正
。

基于本文的排序思想和方法导出的排序向量和一致

性指标与对数最小二乘排序方法导出的结果完全一致
。

有兴趣者可以 自己验证
。

四
、

结束语

判断矩阵的一致性逼近是层次分析法排序理论研究的重要内容
。

本文提出的一致性逼近

方法概念清楚
、

涵义明确
,

而且算法也很简单
。

该方法不但利用了判断矩阵所提供的直接判

断信息
,

而且还利用了判断矩阵所提供的全部间接判断信息
,

为判断矩阵排序提供了一种新

的途径
,

对丰富和完善层次分析法的排序理论起到了良好的推动和促进作用
。

除此之外
,

本

文提出的一致性判断矩阵为专家调整判断矩阵的一致性带来了很大方便
,

在 A H P 应用中具

有较高的参考价值
。
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