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广义加权算术平均组合预测技术研究
 

王应明　罗 英

(厦门大学系统科学系　 361005)

摘　要　本文研究组合预测问题, 提出了一类具有广

泛代表性的广义加权算术平均组合预测技

术。新的组合预测技术比传统的组合预测技

术更具有优越性, 能取得更好的组合预测效

果。

关键词　组合预测　参数估计　算术平均数　二次

规划

1　引言

组合预测一直受到国内外预测界的广泛重视。针

对不同预测问题的实际情况, 组合预测可以选用多种

不同的形式, 如加权算术平均组合预测、 加权几何平

均组合预测、加权调和平均组合预测或其它非线性组

合预测等。对某一特定的预测问题而言, 人们自然希

望能够找到一种理想的组合形式, 以便能使组合预测

效果最优。但笔者在研究过程中发现, 最优的组合形

式并不是通过上述几种简单组合形式的对比分析就

能得到的。为此, 需要提供一种系统的分析技术, 这就

是本文所要介绍的广义加权算术平均组合预测技术。

2　广义加权算术平均组合预测模型及其参数估计

设某一预测问题在某一时段的实际值为 y t ( t=

1, 2,… , n), 对此预测问题有 m 种可行的预测方法,其

预测值或模型拟合值分别为 f tj ( t= 1, 2,… , n; j = 1,

2, … ,m )。又设 m 种预测方法的加权向量为 W =

(W 1,W 2,… ,W m )T , 且满足归一化约束条件和非负约

束条件, 即

eTW = 1 ( 1)

W ≥ 0 ( 2)

其中 eT = ( 1, 1,… , 1), 根据笔者在文献 [ 1]导出的广

义加权算术平均法计算公式, 令

y
 
t = [∑

m

j= 1

W j f
p
t j /∑

m

j= 1

W j ]
1 /p

= (∑
m

j= 1

W j f
p
t j )

1 /p

( t= 1, 2,… , n,下同; p ≠ 0) ( 3)

其中 y
 
t为m种可行预测方法在 t时刻的广义加权算术

平均值, p 为非零可调参数, 对不同的预测问题可取

不同的数值。

对公式 ( 3), 若令 p = 1,则有

y t = ∑
m

j= 1

W j f t j ( 4)

若令 p = - 1,则有

y
 
t = 1 /∑

m

j= 1

W j

f t j
( 5)

很显然, 公式 ( 4)为简单加权算术平均组合预测

公式,公式 ( 5)是简单加权调和平均组合预测公式。也

就是说, 简单加权算术平均和调和平均组合预测公

式,仅是公式 ( 3)取参数 p = ± 1时的特例, 因此, 公

式 ( 3)更具有一般性。事实上, 对公式 ( 3),若令 p = 2

或 1 /2还可导出另外两种常见的组合预测形式, 即

y
 
t = ∑

m

j= 1

W j f
2
t j ( 6)

或

y
 
t = (∑

m

j= 1

W j f t j ) 2 ( 7)

公式 ( 6)和公式 ( 7)分别称为简单加权平方和平

均组合预测公式和简单加权平方根和平均组合预测

公式。可见, 模型 ( 3)具有广泛的代表性, 此模型即为

本文所给出的广义加权算术平均组合预测模型。

为便于对模型 ( 3)进行组合权系数的估计, 将模

型 ( 3)转变为:

y pt = ∑
m

j= 1

W j f pt j ( 8)

如果不考虑预测误差的存在 ,在理想的情况下应有下

式成立:

ypt = ∑
m

j= 1

W j f
p
t j ( 9)

但实际上, 由于预测误差的客观存在性和不可避
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免性 , ( 9)式在通常情况下是不成立的。为此, 引入误

差项

　　　　　Xt (p ) = ypt - y pt

= ypt - ∑
m

j= 1

W j fptj ( 10)

令

　　　
y~ t ( p ) = y p

t

f~ tj (p ) = fptj　 ( j = 1, 2, … ,m )

( 11)

( 12)

则 ( 10)式用向量形式可表示为:

Εp = Y
~

p - F
~

pW ( 13)

其中 Εp = (X1( p ),X2 (p ), … ,Xn (p ) )T, Y
~

p = ( y~ 1 (p ),

y~ 2 (p ), … , y~ n ( p ) )T , F
~

p = ( f~ t j (p ) )n×m。

很显然, 误差总是愈小愈好, 为此定义误差性能指标

为:

m inJ p = ∑
n

t= 1

X2t (p ) = ΕT
pΕp

= (Y~ p - F~ pW )T (Y~ p - F~ pW ) ( 14)

于是, 求解最优组合加权向量 W * 等价于求解如

下最优化问题

m inJ p = (Y~ p - F~ pW )T (Y~ p - F~ pW ) ( 15)

s. t.
eTW = 1

W ≥ 0

( 16)

( 17)

显然, 这是一个二次规划问题。根据二次规划理论可

知, 该二次规划问题的最优解一定存在, 且其 K uhn-

T ucker条件可表示为:

- F~ T
p (Y
~

p - F~ pW ) - λe - U~ = 0

eTW = 1

u
~

iW i = 0　　　　 ( i= 1, 2,… , m )

W , U~ ≥ 0

( 18)

( 19)

( 20)

( 21)

式中λ为与约束条件 eTW = 1相对应的 L ag range乘

子, U~ = (u~ 1, u
~

2, … , u~m )T为与加权向量W = (W 1,W 2,

… ,W m )T 相对应的 K uhn- T u cke r乘子, e = ( 1, 1,

… , 1)T。由于λ无非负约束,故令λ= λ′- λ″, 且满足:

λ′, λ″≥ 0, λ′ λ″= 0; 同时构造辅助线性规划模型

(A LP )为:

m inJ~ = v ( 22)

s. t.

(F
~ T

pF
~

p )W - λ′e + λ″e - U
~
= F

~ T
pY
~

p

eTW + v = 1

W , U~ ≥ 0,λ′, λ″, v ≥ 0

λ′与 λ″及 u
~

i与 W i不能同时为基变量

( i= 1, 2,… , m )

( 23)

( 24)

( 25)

( 26)

解此辅助线性规划模型 (ALP ) , 即可得到广义加权

算术平均组合预测模型的最优组合加权向量 W * 。设

定不同的模型参数 p ,可得到不同的最优组合加权向

量 W * , 但其中必有一组能使组合预测效果最佳。最

优的模型参数 p 也可通过试探法或寻优的方法获得,

此处不再详述。

3　组合预测效果评价

为了选择最优模型参数 p , 必须制定一套切实可

行的指标, 对组合预测效果进行综合评价。按照预测

效果评价原则和惯例, 本文选择下列指标作为评判准

则:

( 1)平方和误差

SSE = ∑
n

t= 1

(y t - y
 
t )

2 ( 27)

式中, yt为预测事物实际观测值, y
 
t为预测值。

( 2)平均绝对误差

M A E =
1
n∑

n

t= 1

|y t - y t| ( 28)

( 3)均方误差

M SE =
1
n ∑

n

t= 1

(y t - y t ) 2 ( 29)

( 4)平均绝对百分比误差

M APE =
1
n∑

n

t= 1

|
y t - y t

y t
| ( 30)

( 5)均方百分比误差

M SP E =
1
n ∑

n

t= 1

(
y t - y

 
t

y t
)2 ( 31)

4　组合预测应用举例

以文献 [ 2～ 4 ]所给预测实例为例进行广义加权

算术平均组合预测。原始数据如表 1所示。广义加权算

术平均组合预测效果如表 2所示, 表 2中的 p* 为组合

预测效果最佳的模型参数。为便于比较分析。表 2中同

时给出了各单个预测方法及加权几何平均组合预测

的效果评价。

以例 1的评价效果可以看出,取得最佳预测效果

的模型组合形式, 既不是比较常见的简单加权几何平

均、简单加权算术平均 (p = 1)和简单加权调和平均

(p = - 1)等形式,也不是简单加权平方和平均 ( p =

2)和简单加权平方根和 ( p = 0. 5)等形式, 而是取 p

= - 0. 64时的广义加权算术平均组合形式。例 2和例

3的评价效果则表明, 仅就这两个实例而言,简单加权

算术平均组合形式是预测模型的最佳组合形式, 这也

是通过对模型参数 p 进行寻优而得出的结论。综合以

上分析可以看出, 广义加权算术平均组合形式具有广

泛的代表性、普遍性和适用性, 能针对各种不同的预

测问题寻优确定模型的最佳组合形式, 从而能够有效

地提高预测精度, 取得较好的预测效果。
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表 1　预测实例原始数据简表

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

y t 14. 9 18. 6 22. 2 17. 6 19. 6 24 31. 6 43. 7 37 47. 2

例 1[2] f t1 10 14. 9 23. 3 26. 1 17. 5 20. 2 26. 4 36. 8 52. 5 38. 5

f t2 12 15. 48 18. 95 22. 43 25. 9 29. 38 32. 85 36. 33 39. 8 43. 28

y t 57. 0 65. 4 75. 4 82. 5 92. 8 102. 7 119. 5 143. 8 169. 7 201. 0 251. 2

例 2[3] f t1 54. 52 62. 89 72. 54 83. 67 96. 51 111. 32 128. 41 148. 11 170. 84 197. 06 227. 31

f t2 64. 68 64. 74 68. 72 76. 61 88. 42 104. 15 123. 79 147. 35 174. 82 206. 21 241. 51

y t 11. 49 13. 06 15. 34 20. 58 23. 28 26. 46 27. 33 34. 22 40. 19 53. 37 77. 79 100. 63

例 3[4] f t1 18. 47 14. 54 12. 84 13. 38 16. 15 21. 16 28. 40 37. 87 49. 58 63. 53 79. 00 98. 12

f t2 10. 03 11. 23 15. 24 18. 67 27. 78 26. 36 29. 67 27. 40 42. 73 47. 36 71. 00 109. 32

表 2　预测效果评价简表

预测效果评价指标 SSE M AE M SE M AP E M SPE

例 1

个体预测
方法 (Ⅰ ) 520. 60 6. 04 2. 28 0. 2251 0. 0825

方法 (Ⅱ ) 199. 76 4. 11 1. 41 0. 1696 0. 0599

组
合
预
测

简单加权几何平均
W 1= 0. 2159

W 2= 0. 7841
191. 35 3. 97 1. 38 0. 1590 0. 0561

广
义
加
权
算
术
平
均

p * = - 0. 64
W 1= 0. 1387

W 2= 0. 8613
185. 69 3. 93 1. 36 0. 1597 0. 0562

p= - 1
W 1= 0. 0393
W 2= 0. 9607

192. 71 4. 05 1. 39 0. 1663 0. 0584

p= 0. 5
W 1= 0. 1910

W 2= 0. 8090
193. 25 3. 98 1. 39 0. 1605 0. 0579

p= 1
W 1= 0. 1158
W 2= 0. 8842

194. 16 4. 05 1. 39 0. 1649 0. 0579

p= 2
W 1= 0

W 2= 1. 0
199. 76 4. 11 1. 41 0. 1696 0. 0599

例 2

个体预测
方法 (Ⅰ ) 795. 59 5. 78 2. 56 0. 0440 0. 0156

方法 (Ⅱ ) 338. 25 4. 96 1. 67 0. 0474 0. 0179

组
合
预
测

简单加权几何平均
W 1= 0. 5652

W 2= 0. 4384
449. 04 4. 28 1. 92 0. 0334 0. 0122

广
义
加
权
算
术
平
均

p= - 1
W 1= 0. 7017

W 2= 0. 2983
536. 54 4. 53 2. 11 0. 0332 0. 0126

p= 0. 5
W 1= 0. 3833

W 2= 0. 6167
369. 85 4. 48 1. 75 0. 0378 0. 0129

p= 1*
W 1= 0. 1259

W 2= 0. 8741
328. 56 4. 80 1. 65 0. 0443 0. 0159

p= 2
W 1= 0

W 2= 1. 0
338. 25 4. 96 1. 67 0. 0474 0. 0179

(下转 67页 )
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　　表 2　预测循环表　 (百万元 )　　　　　　　表 3　总平均度变差、季节度差表　 (百万元 )

i
y ij j 1 2 3 4 Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ

1 3 1 2 5 5 3 4 7

2 5 3 4 7 7 6 6 9

3 7 6 6 9 9 8 8 11

4 9 8 8 11

5 y 5, 1 y 5, 2 y 5, 3 y 5, 4

i
y i j j 1 2 3 4 ui

1 3 1 2 5 - 3. 125

2 5 3 4 7 - 1. 125

3 7 6 6 9 1. 125

4 9 8 8 11 3. 125

v j 0. 125 - 1. 275 - 0. 875 2. 125 M = 5. 875

由命题 2　R = 8+ 11+ 11. 2= 30. 2, S = 3+ 6+ 8= 17, T = 91+ 11. 2 - 1= 101. 2

所以: y
 
5, 2=

4R + 4S - T
( 4 - 1) ( 4 - 1)

=
4× 30. 2+ 4× 17 - 101. 2

9
= 9. 73(百万元 )

同理可得: y
 
5, 3= 10. 9(百万元 ), y

 
5, 3= 13. 12(百万元 )。

方法三: 用简捷预测法,即用命题 3与命题 4的结论预测该商场第五年各季销售额 (见表 3)。
由命题 3知, y n+ 1= (nun - u1 ) /(n - 1),所以 y 5= ( 4× 3. 125+ 3. 125) /3= 5. 208。

由命题 4可得:

y 5, 1= 5. 875+ 5. 208+ 0. 125= 11. 20(百万元 )　　 y 5, 2= 5. 875+ 5. 208 - 1. 375= 9. 741(百万元 )

y 5, 3= 5. 875+ 5. 208 - 0. 875= 10. 21(百万元 )　　 y 5. 4= 5. 875+ 5. 208+ 2. 215= 13. 21(百万元 )

从方法一至方法三的 3种预测结果来看, 所得结果基本一致,其误差在 1% 以内。因此, 可认为 3种方法预

测结果精确度相当, 其微小差异一般可归因于随机因素影响或计算中间误差。但不难发现,方法二要比方法一

简 单,方法三则比方法二又要简单、方便得多。所以, 方法三即本文的命题 3与命题 4不失为预测季节变动序

列的一种简捷方法。
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续表 2

预测效果评价指标 SSE M AE M SE M AP E M SPE

例 3

个体预测
方法 (Ⅰ ) 401. 56 4. 88 1. 67 0. 1959 0. 0731

方法 (Ⅱ ) 245. 58 3. 59 1. 30 0. 0998 0. 0334

组
合
预
测

简单加权几何平均
W 1= 0. 2617
W 2= 0. 7383

117. 86 2. 60 0. 90 0. 0737 0. 0242

广
义
加
权
算
术
平
均

p = - 1
W 1= 0. 2473

W 2= 0. 7527
126. 06 2. 67 0. 94 0. 0742 0. 0250

p = 0. 5
W 1= 0. 3204
W 2= 0. 6796

103. 36 2. 44 0. 85 0. 0743 0. 0247

p = 1*
W 1= 0. 4121

W 2= 0. 5879
94. 89 2. 34 0. 81 0. 0791 0. 0283

p = 2
W 1= 0. 6007
W 2= 0. 3993

130. 33 2. 69 0. 95 0. 1052 0. 0421
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