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1 引言
Kalman-Yakubovich-Popov（KYP）引理 [1]被认为是沟通

频率域和状态空间的一座桥梁，它可以将以频率域不等式

（FDIs）形式描述的设计指标转换成线性矩阵不等式（LMIs）

形式进行求解，从而为设计带来极大的便利，因此 KYP 引

理在控制系统综合问题中被广泛采用。同时，标准 KYP引

理的缺陷也暴露出来，它不太适合用来解决许多实际的工

程问题。标准 KYP 引理针对的是全频段，因而由 FDIs 体

现出来的设计指标也只能是全频段的，然而工程实际中往

往仅需要针对有限频段进行设计（例如伺服系统设计时主

要考虑中低频段的跟踪性能和稳态精度），或者对不同的

频段使用不同的设计指标进行设计（例如在混合灵敏度 [2]

设计中，要求低频段具有较小的灵敏度，高频段具有较小

的补灵敏度），因此标准的 KYP引理就有些不合适了，因为

这样设计出来的系统并不能凸显有限频率范围的特性，可

能含有较大的保守性。

频率加权函数作为解决上述问题的一种主流方法被

提了出来。它基本的设计思想是：设计一个加权函数W (s) ，
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使用基于全频段的加权传递函数 W (s)H (s) 的 FDI 去逼近

基于有限频段的原系统传递函数 H (s) 的 FDI。这里加权

函数 W (s) 其实就相当于一个低通、带通或高通的滤波器。

加权函数方法被证明是有效的，在实际设计中也得到了广

泛的应用，如混合灵敏度问题，频率分离控制 [2]，平衡模型

降阶中的频率加权方法 [3]等，然而它也有着许多的弊端。

首先，频率加权不具有类似数学意义上的紧支撑性质，并

不是严格意义上考虑有限频段。其次，由于大部分状态空

间理论中，产生的控制器和控制对象是同维的，而随着加

权函数复杂程度的提高，控制器的维数也将急剧上升，这

为设计的应用带来极大困难。另外，寻求合适的加权函数

本身是一个耗时且复杂的过程，尤其是需要在加权函数本

身的复杂度和对系统设计指标描述的精确性之间平衡时。

Iwasaki 等人将 KYP 引理推广到有限频段，提出了广

义的 KYP（GKYP）引理[4-5]，从而为解决有限频段\混合频段

问题带来了全新的思路。近年来，GKYP 引理在许多工程

设计问题中得到了很好的应用，包括两类问题——结果非

保守的和结果保守的。结果非保守的问题包括反馈系统

的开环回路成形、数字滤波器设计、结构\控制设计整合等，

这类问题的共同特点是：设计指标体现在待设计参数上的

约束本质上是凸的，因而最终都可以精确地（或非保守地）

转化为一组LMI的半定规划（semidefinite programming）或

凸最优规划问题。很可惜，控制中另一类基本问题——用

闭环传递函数 FDI指标刻画的反馈控制问题，恰恰属于后

者。闭环传函 FDI指标添加在待设计参数上的约束是非凸

的，因而问题本质上是非凸的，求解变得困难。文献[6]通

过增加额外条件和使用投影定理 [7]，并通过变量替换 [8]，得

到了满足闭环传函小增益指标的动态输出反馈控制器存

在的充分条件。但不同于全频段（全频段使用 KYP引理解

决小增益问题，LMIs本身已确保了设计后闭环系统的渐近

稳定性），有限频段小增益指标问题，并未保证设计后闭环

系统的稳定性。文献[5]从区域极点配置的角度，增加新的

变量和附加条件，通过投影定理，得出了设计后闭环系统

稳定的一个充分条件。文献[9]则通过构造两个不同的扰

动输入和相应的被调输出，形成两个不同通道，使得其中

一个通道满足全频段小增益指标和闭环系统渐近稳定性，

另一个通道则满足有限频段小增益指标。

跟踪问题 [2，10-12]作为控制中的一类基本问题，目的是要

使得系统输出尽可能地跟踪外部参考信号。跟踪问题通

过适当的定义，可以很方便地转化为以跟踪误差和控制输

入幅度为优化目标的标准 H¥ 问题。

本文的目的就是针对闭环小增益指标，对现有的有限

频段动态输出反馈方法进行改进，并应用于跟踪问题的研

究。在不增加新变量的前提下，增加稳定性约束，同时针

对增加约束后难以找到可行解的情况，讨论了改变零空间

条件后的求解。最后通过跟踪问题仿真例子验证，有限频

段动态输出反馈虽然存在保守性，但在合理选择参数的情

况下，仍然可以使得其保守性小于传统的全频段最优 H¥ 控

制的保守性。

本文所使用符号的说明：M Τ 和 M * 分别表示矩阵 M

的转置和复共轭转置。对于方阵 M，记 He(M ): = M + M * 。

Ηn 表示 n ´ n 的Hermitian矩阵的集合。Φ⊗ P 表示矩阵Φ

和 P 的Kronecker积。 σmax(G) 代表矩阵 G 的最大奇异值。

2 问题描述
考虑线性时不变对象 G(s) ：
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其中，x(t)Î R
np，w(t)Î R

nw ，u(t)Î R
nu ，z(t)Î R

nz ，y(t)Î R
ny 。

nc 阶动态输出反馈控制器 K(s) ：
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则从 w 到 z 的闭环传递函数 H (s) 的状态空间实现为：
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其中，维数 n: = np + nc 。

给定 Φ、ΨÎΗ2 ，记频率集合 Λ(ΦΨ ) 为：
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其中 λ为频率变量（连续域内为 s ，离散域内为 z）。

稳定的有限频段 H¥ 控制的目标是设计动态输出反馈

控制器 K(s) ，使得对于任意的 sÎ Λ(ΦΨ ) ，闭环系统 H (s)

满足：

（1）H (s) 渐近稳定；

（2）σmax(H (s))< γ （5）
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，F = diag(FFI) ，其中

Y、V Î C
np ´ np ，V 可逆。

引理 1[6 对于系统（3），给定矩阵 P、Q Î Hn，Φ、ΨÎΗ2，

R Î C
n ´(2n + nz) ，其中 N 是 R 的零空间，以下条件等价：

（1）条件（5）成立并且：
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（2）存在矩阵 W Î C n ´ n 使得下式成立：

J ( )ΦΤ ⊗ P +Ψ Τ ⊗ Q J * + H é
ë
ê

ù
û
ú

I 0
0 -γ2 I

H * < He(LWR)（6）

注 1 通过使用投影引理[7]，引理 1可由文献[6]的定理 1

（即 GKYP 引理，其中 Π 取 é
ë
ê

ù
û
ú

I 0
0 -γ2 I

）推出，注意到 L 是

é
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的零空间。

条件 1 存在 R Î C
n ´(2n + nz) 满足：
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RF * = F*R （8）

文献[6]基于引理 1，通过变量替换，给出了满足有限频

段小增益指标的动态输出反馈控制器存在的充分条件。

引理 2[6] 对于系统（1），给定矩阵 Φ = é
ë

ù
û

0 1
1 0

、ΨÎΗ2 ，

sÎ Λ(ΦΨ ) ，并且假设 R 满足条件 1，则以下条件等价：

（1）存在一个结构如（2）所示，阶数 nc = np 的动态输出

反馈控制器 K(s) 满足设计指标条件（5）。

（2）存在矩阵 X、Y、Z、M、G、H、L、W̄ = é
ë
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和 P̄、

Q̄ ÎΗn 满足 Q̄ > 0 使得下式成立：
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其中：
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不失一般性，假设 Z - YX 非奇异，令 U 和 V 为满足

VU = Z - YX 的任意矩阵，控制器参数 ( )AcBcCcDc 可通

过求解下式得到：

é
ë

ù
û

M G
H L

= é
ë

ù
û

YAX 0
0 0

+ é
ë
ê

ù
û
ú

V YB2

0 I
é
ë
ê

ù
û
ú

Ac Bc

Cc Dc

é
ë
ê

ù
û
ú

U 0
C2 X I （10）

注 2 引理 2是文献[6]定理 2的特殊形式（连续域情形），

通过变量替换[8]，引理 2可由引理 1推出。

3 保证闭环稳定的有限频段 H¥ 控制

由于引理 2 并未保证设计后闭环系统稳定，下面考虑

在不增加新变量的前提下，增加稳定性约束，使得设计后

的闭环系统渐近稳定且满足小增益指标。

定理 1 对于系统（1），给定矩阵：
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> 0 和 P̄、Q̄ ÎΗn 满足 Q̄ > 0

使得下面两式成立：
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则存在一个结构如（2）所示，阶数 nc = np 的动态输出

反馈控制器 K(s) 使得设计后的闭环系统渐近稳定且满足

小增益指标 σmax(H (s))< γ。

不失一般性，假设 I - YX 非奇异，令 U 和 V 为满足

VU = I - YX 的任意矩阵，控制器参数 ( )AcBcCcDc 可通

过求解式（10）得到。
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于 Ā cl + Ā*
cl < 0 ，又因为 Ā cl = FA clWF* ，故对式（11）两边同

时左乘 F -1 ，再同时右乘 (F*)-1 ，得到 AclW + WA*
cl < 0 。又

由 W̄ = FWF* = W̄ * > 0 知，W = W * > 0 。由Lyapunov稳定性

判据，知闭环系统（3）是渐近稳定的。

将引理 2的式（9）展开得：

é

ë
êê

ù

û
úú

I 0
0 I
0 0

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

é
ë

ù
û

0 1
1 0

Τ

⊗ P̄ +
é

ë
êê

ù

û
úú

Ψ11 Ψ12

Ψ *
12 Ψ22

Τ

⊗ Q̄
é

ë
êê

ù

û
úú

I 0
0 I
0 0

*

+

é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

0 0
B̄cl 0

D̄cl I

é
ë
ê

ù
û
ú

I 0
0 -γ2 I

é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

0 0
B̄cl 0

D̄cl I

*

< He(L̄R)

即

é

ë

ê

êê
ê

ù

û

ú

úú
ú

Ψ11Q̄ P̄ +Ψ12Q̄ 0

P̄ +Ψ *
12Q̄ Ψ22Q̄ 0

0 0 -γ2 I

+
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

0
B̄cl

D̄cl

I
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

0
B̄cl

D̄cl

*

< He(L̄R)（13）

由 Schur 补引理，式（13）等价于式（12）。又由引理 2，

式（12）成立则设计指标（5）被满足。

证毕。

考虑到在使用投影定理从文献[6]的定理 1到引理 1的

转化过程中，
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的零空间的不惟一性，可以得到

定理 2。

定理 2 对于系统（1），给定矩阵：
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û

ú
ú

AX + B2 H + ( )AX + B2 H
*

A + B2 LC2 + M *

M + ( )A + B2 LC2

*
YA + GC2 + ( )YA + GC2

*
< 0 （14）

é

ë

ê

ê

ê

êê
ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

úú
ú

ú

ú
é

ë

ê

êê
ê

ù

û

ú

úú
ú

Ψ11Q̄ P̄ +Ψ12Q̄ 0

P̄ +Ψ *
12Q̄ Ψ22Q̄ 0

0 0 -γ2 I

- He(L̄′R)
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

0
B̄cl

D̄cl

[ ]0 B̄*
cl D̄*

cl -I

< 0（15）
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其中，L̄′: =
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

W̄
-Ācl

-C̄cl

。

则存在一个结构如（2）所示，阶数 nc = np 的动态输出

反馈控制器 K(s) 使得设计后的闭环系统渐近稳定且满足

小增益指标 σmax(H (s))< γ。

不失一般性，假设 I - YX 非奇异，令 U 和 V 为满足

VU = I - YX 的任意矩阵，控制器参数 ( )AcBcCcDc 可通

过求解式（10）得到。

证 定理 2与定理 1的区别仅在于零空间条件的不同。

如注 1，注意到 L′: =
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

I
-Acl

-Ccl

也是
é

ë
êê

ù

û
úú

Acl In 0
Ccl 0 Inz

的零空

间，用 L′: =
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

I
-Acl

-Ccl

去替换 L: =
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

-I
Acl

Ccl

，应用投影定理，式（6）

变为：

J ( )ΦΤ ⊗ P +Ψ Τ ⊗ Q J * + H é
ë
ê

ù
û
ú

I 0
0 -γ2 I

H * < He(L′WR)

通过变量替换，式（9）相应变为：

J ( )ΦΤ ⊗ P̄ +Ψ Τ ⊗ Q̄ J * + H̄ é
ë
ê

ù
û
ú

I 0
0 -γ2 I

H̄ * < He(L̄′R)

同定理 1，将上式展开并应用 Schur补引理，可得式（12）。

证毕。

4 仿真算例
下面以导弹指令跟踪系统[11]的例子进行说明。

针对某导弹选取 t = 32.8 s 时的特征点参数，则标称对

象传递函数模型[11]：

P(s) =
0.910(1.634s + 1)

s(0.033 856s2 + 0.033 488s + 1)

系统性能指标：在整个空域内实现比例导引，稳态增

益保持 1.0 不变，且保持系统稳态误差 ess < 5% ，阶跃信号

作用下的超调量 σ% < 5% ，调节时间 ts < 1.0 s ，由此，可选

择参考跟踪模型为：

Gm(s) = 100
s2 + 14s + 100

取跟踪问题加权控制能量项 ρu [2，13]的加权因子 ρ =

0.000 015 ，该跟踪问题可转化为标准 H¥ 控制问题，被控对

象如下：

ẋ =

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê
ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
-0.5 0 1 0 0

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 -14 -100
0 0 0 1 0

x +

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê
ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
0
0
0
1
0

w +

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê
ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
1
0
0
0
0

u

z = é
ë

ù
û

0 0 -1 0 100
0 0 0 0 0

x + é
ë
ù
û

0
0

w + é
ë

ù
û

0
0.000 015

u

y = é
ë

ù
û

0 0 0 0 100
0 0 1 0 0

x + é
ë
ù
û

0
0

w + é
ë
ù
û

0
0

u

本例中，矩阵 R 取成文[6]建议的结构：

R = é
ë

ù
û

aI 0 bI 0 Γ
0 aI 0 bI 0

Î C
2np ´(4np + nz)

其中，a、bÎ C ，ΓÎ C
n p´ nz 。这里统一取：

a = 0.001，b = 0.037 ，Γ = é
ë

ù
û

0 0 0 0.001 8 0
0 0 0 0 0.001 5

Τ

取 γ = 0.38 ，在连续域内的低频段 ||ω  10 rad s（即取

Φ = é
ë

ù
û

0 1
1 0

，Ψ = é
ë

ù
û

-1 0
0 100

）进行设计。下面是分别使用引

理 2，定理 1，定理 2进行设计的结果。

（1）由引理 2，得到控制器的参数分别为：

Ac = 1012 ´

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê
ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
0 0 0 0.020 4 -1.867 1
0 0 0 0.000 8 -0.073 4
0 0 0 0 -0.000 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

Bc = 1013 ´

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê
ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
-6.159 8 0.708 0
-0.242 1 0.027 8
-0.000 4 0.000 1

0 0
0 0

Cc = 103 ´ [ ]0 0 0.000 1 0.051 4 -4.716 6

Dc = 105 ´ [ ]-1.556 1 0.178 9

易知，构成的闭环系统特征方程为：

即存在右半复平面极点，因而是不稳定的。

（2）由定理 1，无法得到可行解。

（3）由定理 2，得到控制器参数分别为：

Ac = 1014 ´

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê
ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
0 0 0 0 2.230 0
0 0 0 0 0.050 8
0 0 0 0 0.005 6
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

Bc = 1013 ´

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê
ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
-6.513 0 -0.676 8
-0.148 3 -0.015 4
-0.016 5 -0.001 8

0 0
0 0

Cc = 105 ´ [ ]0 0 0 0.000 1 -5.931 1

Dc = 105 ´ [ ]1.732 3 0.180 0

构成的闭环系统的阶跃响应曲线如图 1 实线所示，另

外，为了研究本文方法的保守性，同时也给出了按照文献[14]

方法，使用 LMI工具箱的 hinflmi求解器得出的全频段输出

(s - 1 778)(s + 1 429)(s + 311.7)(s - 143)(s - 43.14)(s + 33.62)(s2 + 1.471s + 1.014)(s2 + 14s + 100) = 0

0.08
0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02
0.01

0
0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02
0.01

0
－0.01
－0.02

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
时间 t/s

ρu
r
-

v

全频段最优 H¥ 控制
本文方法

图 1 阶跃响应曲线

全频段最优 H¥ 控制
本文方法
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反馈最优 H¥ 控制的结果，如图中虚线所示。输出 1 代表

z = é
ë
ê

ù
û
ú

r - v
ρu 中的跟踪误差 (r - v) ，输出 2 为加权控制能量项

ρu 。很显然，从 ρu 看，两条曲线几乎重叠了，而从 (r - v)

看，定理 2 方法的跟踪误差较小。这说明在同样的能量消

耗下，按照本文方法设计的系统比全频段最优 H¥ 控制设

计的系统具有更好的跟踪性能（更小的跟踪误差）。

引理 2 仅仅考虑有限频段内的小增益，自然无法确保

设计后闭环系统的稳定性。定理 1 和定理 2 在引理 2 的基

础上添加了稳定性约束，确保设计后系统渐近稳定且满足

小增益指标。定理 1 和定理 2 的零空间条件不同，导致解

的空间也不相同，从而产生了本例中有可行解和无可行解

的区别，从这个意义上说，补充的零空间条件扩大了问题

的可行域。另外，要注意到，本文中的稳定性约束是与频

段无关的，因而确保的是全频段的渐近稳定。

5 结论
有限频段指标的提出，相对于传统全频段指标，减少

设计上的保守性。本文通过增加稳定性约束，对已有的有

限频段动态输出反馈设计方法进行了改进，同时针对增加

约束后难以找到可行解的情况，基于零空间条件的不惟一

性，补充了另一种零空间条件。自有限频段动态输出反馈

方法提出以来，其保守性一直是大家感兴趣的话题，从本

文对跟踪问题的研究可以看到，虽然有限频段动态输出反

馈本身存在保守性，但通过合理选择参数，仍然可以使得

其保守性小于全频段最优 H¥ 控制的保守性。可以预见，

有限频段设计方法所具有的优越性将在多指标多频段综

合问题中得到更多的体现。
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