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［摘要］液压缸由直径不同的缸体和活塞杆构成，工程上可视为承受轴向压缩的阶梯细长压杆，须进

行稳定性校核． 把液压缸的每段结构视作一个受压单元，受压单元中的弯矩和剪力都分别表示二维状态向
量的单元矩阵，通过各单元传递矩阵相乘，获得受压状态活塞杆两端的状态向量关系，根据液压缸两端约

束条件，推导液压缸稳定性普遍方程． 结合 MATLAB参数优化技术，获取体积约束条件下液压缸的最优尺
寸，通过和 Ritz法计算结果、模型实验实测值比对，表明该计算结果更接近准确值．
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The Stability of Hydraulic Cylinder and Optimization Based on
State Vector Matrix Transfer
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Abstract: The hydraulic cylinder is composed of diverse cylindrical cases and piston rods which can be
treated as a slender bar that suffers from axial compressions． So stability check must to be carried out． Each
cylindrical segment was processed as a compressed unit． The bending torques and shearing forces of these u-
nits could be regarded as state vectors to solve the unit matrix． By multiplying unit transfer matrices，the cor-
relation between state vectors of piston rod was obtained based on the constraints of hydraulic cylinder，and a
generic function was deduced for cylinder stability． With integration of optimization design techniques with
MATLAB，the rationale dimensions of hydraulic cylinder were obtained under volume constraint． Through
comparing the results from Rits method and test，it was indicated that the calculated functional calculation re-
sults were closer to the accurate values．
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0 引言
液压缸是机械设备中常用的执行元件，当承受的轴向力达到临界时会发生失稳，使构件失效，导致
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突发性坍塌． 因此，确定许用临界载荷，抗失稳设计是液压缸设计的必要内容． 国内外有关学者对液压
缸稳定性进行了很多有价值的分析． 林荣川［1］通过小扰度曲线微分方程推导出液压缸临界载荷普遍方
程，王世忠等［2］利用 Hamilton原理导出了分段表示的运动微分方程，引入状态变量确定了液压缸的不稳
定区域和稳定性区域，陈世其等［3］利用 Lagrange方程、郭铁桥［4］用能量法、Tobias I 等［5］用概率法近似
计算变截面压杆的临界载荷取得丰硕成果． 液压缸工况复杂多变，约束条件如果发生变化，则上述方法
存在计算繁琐或者误差较大问题． 如果把液压缸各段视为细长压杆，其变形量中的挠度和转角，受力状
态中的弯矩和剪力都分别表示为一个二维状态向量，可建立状态向量微分方程，通过各单元传递矩阵的

相乘，获得受压杆段两端状态向量的关系，再根据边界约束条件，可求得液压缸临界载荷的普遍方程．

1 液压缸稳定问题的特征方程
图 1为液压缸受力示意图，活塞杆可视为整体压杆． p为缸筒端盖受到高压液压油作用的轴向压力，

N为液压油受压后对液压缸底部和活塞产生的作用力，与铰支座的轴向反力构成作用与反作用力关系，
所以缸筒本身不受压力作用，处于拉伸状态，任意截面的弯矩为零． L1 为活塞杆长度，L2 为液压缸筒

长度，L为液压缸总长度，但液压缸整体失稳时，缸筒也存在转角和挠度变形，考虑到液压缸筒的变形
以及对活塞杆变形的约束，把液压缸视为整体压杆，采用阶梯状压杆力学模型来校核其稳定性．
1. 1 液压缸受压的状态向量普遍方程
把液压缸各段看成均质等值杆，轴向压力为 p，长度 l，抗弯刚度 EI，活塞杆横截面处的挠度 y、

转角 θ、弯矩 M及剪力 Q如图 2 所示． 其截面状态向量为: ［y θ M Q］，上端状态向量表示为［y( i)
θ( i) M( i) Q( i) ］，下端状态向量表示为［y( i + 1) θ( i + 1) M( i + 1) Q( i + 1) ］．

根据轴向受压阶梯折算法［6］，屈曲挠度可以表达为: ［y( i + 1) θ( i + 1) M( i + 1) Q( i + 1) ］ =
T［y( i) θ( i) M( i) Q( i) ］，其中 T为 4 × 4 传递函数矩阵，则传递矩阵为:
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其中 tij为矩阵单元． 根据文献 ［7］，在图 2 中，任一断面 x 处的挠度 y、转角 θ、弯矩 M 及剪力 Q，
满足方程:

Q = Q( i) ，
M = M( i) + Q( i) = p( y( i) － y) ，
d4x /dx4 + ( p /EI) d2y /dx2 = 0

{
，

( 2)

也满足微分方程

dy /dx － θ = 0，
dθ /dx － M /EI = 0，
dM/dx － Q + pθ = 0，
dQ /dx = 0

{
．

( 3)

令 k2 = p / ( EI) ，方程 ( 2) ，方程 ( 3) 组成线性代数通解方程组为:
y = A sin kx + B cos kx + Cx + D，
θ = Ak cos kx － Bk sin kx + C，
M = － EIk2 ( A sin kx + B cos kx) ，
Q = － EIk2C
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A，B，C，D为待定系数，大小与约束条件有关．
把上端状态向量表示为［y( i) θ( i) M( i) Q( i) ］代入公式 ( 4) 有:

y( i) = B + D，
θ( i) = Ak + C，
M( i) = － EIk2B，
Q( i) = － EIk2C
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A = Q( i) / ( EIk2 ) ，
B = － M( i) / ( EIk2 ) ，
C = Q( i) / ( EIk2 ) ，
D = y( i) + M( i) / ( EIk2 )
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( 5)

由方程 ( 3) —方程 ( 5) 和连续条件可以得到:
y( i + 1) = y( i) + ( sin kl) θ( i) / k + ( 1 － cos kl) M( i) / p + ( kl － sin kl) Q( i) / kp，
θ( i + 1) = cos( kl) θ( i) + ( sin kl) M( i) / p + ( 1 － cos kl) Q( i) / p，
M( i + 1) = － ( p /k) sin( kl) θ( i) + cos( kl) M( i) + ( sin kl) Q( i) / k，
Q( i + 1) = Q( i)

{
．

( 6)

把方程 ( 6) 写成矩阵形式有:
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根据边界约束条件，把方程 ( 7) 中的相应元素代入方程 ( 1 ) 可求得其中最小特征值，其值就
是临界载荷． 不同约束条件下液压缸临界载荷的特征方程如表 1 所示．

表 1 不同约束的液压缸临界载荷特征方程
Tab. 1 Characteristic equation of critical load with different constraints

液压缸约束形式
Restraint of hydraulic clinder

边界条件
Boundary conditions

特征方程
Characteristic equation

自由 －固支
Free-fixed y( i) =M( i) = 0，θ( i + 1) = Q( i + 1) = 0 t23 t44 － t42 t24 = 0

两端铰支
Hinged-hinged y( i) =M( i) = 0，y( i + 1) =M( i + 1) = 0 t12 t24 － t23 t14 = 0

铰支 －固支
Hinged-fixed y( i) =M( i) = 0，y( i + 1) = θ( i + 1) = 0 t11 t2 － t21 t12 = 0

两端固支
Fixed-fixed y( i) = θ( i) = 0，y( i + 1) = θ( i + 1) = 0 t13 t24 － t23 t14 = 0
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引入稳定性系数 a = ( kl) 2 = pl2 / ( EI) ，特征方程可表示为通式: f( α，tg( α) ) ．
稳定性系数 a可通过牛顿迭代法计算，迭代流程如图 3

所示，其中: a0 为方程实根初值; n 为最大迭代次数，目
的为防止迭代公式发散; ε—收敛精度．
液压缸临界载荷可表示为: Pcr = a( EImin / I

2 ) ，其中:

E—活塞杆弹性模量; Imin—截面最小惯性矩; l—液压缸长
度．
不同约束方式的临界载荷表达式如表 2 所示．

表 2 液压缸临界载荷表达式
Tab. 2 Expression of critical load

约束方式
Restraint pattern

自由 －固支
Free-fixed

两端铰支
Hinged-hinged

铰支 －固支
Hinged-fixed

两端固支
Fixed-fixed

临界载荷
Critical load pcr

1． 03E1 I1 / l
2
1 4． 12E1 I1 / l

2
1 8． 23E1 I1 / l

2
1 16． 46E1 I1 / l

2
1

2 液压缸优化模型和参数优化
优化过程实际上是一个不断自动修正设计参数的过程，

为使优化过程流畅，须将待优化的设计数据参数化，为修正

模型提供基础，从而自动完成分析一评价一修正这一循环过

程． 整个参数化有限元优化设计过程通常包括参数化建模、
网格划分、加载、求解、后处理和优化迭代等［8］．
2. 1 液压缸参数化有限元模型建立和应力应变分析

活塞杆与缸盖、活塞与缸筒内壁之间联接属于非线性接触问题，通过研究目标面与接触面时的自由
度关系及变形的一致性，来确定接触边界条件，建立液压缸接触系统的控制方程［9］． 采用映射法构造对
称于 oxy平面的三维有限元模型，构造有限元模型时，优化过程所涉及到的设计变量，均以参数化形式
描述，划分网格后共得到单元 7 456个，节点 6 359 个，选用 SOLID45 单元对液压缸进行离散分网并施
加约束 ( 以一端固定一端自由液压缸为例) ，轴向载荷从小逐渐加大，模拟分析临界载荷作用下危险截

面的应力和变形位移情况，当载荷达到一定数值时，活塞杆变形位移和弯曲应力急剧变大，意味着失稳

即将发生． 非线性方程求解过程采用牛顿 －拉普森迭代法． 活塞杆和缸体有限元模型如图 4—图 5所示，
液压缸的变形位移和应力云图如图 6—图 7 所示． 从图 6—图 7 中可以看出，液压缸受载后发生弯曲变
形，最大弯曲应力和位移发生在活塞杆靠近缸筒处，此处为发生失稳的危险区域，由于活塞杆与液压缸

端盖间隙的存在，液压缸整体失稳时，缸筒也存在转角和挠曲变形，进一步加速了液压缸的坍塌崩溃．
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2. 2 液压缸优化数学模型建立
工程上选用液压缸时，一般是根据载荷大小和活动行程从手册中选用标准规格或者定制非标液压

缸，实质就是在有设计变量的尺寸限制的前提下，求当轴向力一定时，活塞杆直径和长度分别取何值

时液压缸的体积最小． 该问题属于有约束最优化设计问题． 对于液压缸，在考虑轴向稳定性和强度要
求的条件下，使用优化工具可对液压缸优化模型求解［10 － 11］． 设液压缸长度为 l; 活塞杆直径为 d; 活
塞杆长度为 l1 ; 导向长度为 l2 ; 筒外径为 D1 ; 内径为 D; 壁厚 δ = ( D1 － D) /2 ，缸筒长度为 l3 ; Pcr为

临界载荷． 以液压缸各杆段长度截面尺寸参数作为设计变量，以其体积 V 作为目标函数，以液压缸
失稳及尺寸限制为约束条件，约束条件包括强度、稳定性条件，结构尺寸限制［8］等． 在轴向力为 Pcr

情况下建立优化数学模型如下．

目标函数: V = min·F( dini，li ) = ∑A( dini ) li → min ．

活塞杆强度约束: s. t. g1 ( d) = ［σ1］－ Pcr / ( πd
2 ) ≥ 0 ，其中［σ1］—活塞杆材料许用应力．

稳定性约束: s. t. g2 ( d，l) = = Pcr － αEI1 / l
2 ≤ 0 ，其中 α为长度系数，参考表 2．

缸筒内径 D约束: s. t. g3 ( D) = D －槡2d≥ 0 ，s. t. g4 ( D) = D － 3d≤ 0 ．

缸筒厚度 δ约束: s. t. g5 ( δ) = δ － D /2［ ( ［σ2］+ 0． 4pcr ) /( ［σ2］－ 1． 3pcr槡 ) － 1］≥0 ，其中，根
据第四强度理论，［σ2］为缸筒材料许用应力．
缸筒长度约束: s. t. g6 ( l3 ) = l3 － 30D≤ 0 ．
最小导向长度 l2 约束: s. t. g7 ( l2 ) = D /2 + l2 /20 － l3 ≤ 0 ( 避免因间隙引起的初始挠度过大) ．
长度约束: s. t. g8 ( l1 ) = l1 + l2 + l3 － l≤ 0 ( 总长度约束) ．
在优化过程中采用多约束非线性二次规划法［12］，经过若干次优化迭代，得到设计点，最终逼近

问题的最优点． 由于非线性二次规划法具有自动修正功能，当约束条件不能完全得到满足时，可以自
动修正有关结构尺寸来满足约束要求，该法具有很好的收敛性．

3 试验及分析
工程上通常是根据外载大小来确定液压缸径． 现以常用一端固定一端自由的液压缸为例，设临界

载荷为 1. 2 × 104 N，活塞杆极限长度为 120 mm，则液压缸直径值优化计算数值为 10. 20 mm、Ritz法
计算结果为 10. 76 mm．
工程上常用 Ritz 法计算临界载荷或者校核液压

缸尺寸［13］，为比较本文优化计算结果与试验实测

值、Ritz计算值的关系，以一端固定一端自由的系
列标准单出杆液压缸 ( GB /T13342—2007 ) 为实验
对象，活塞杆直径 d = 10 mm，实测不同长度下的临
界载荷，将结果与 Ritz 计算值［13］、本文优化计算值
比较，3 种 l － Pcr 曲线如图 8 所示． 从图 8 中可以看
出，本文优化计算的液压缸临界载荷处于 Ritz 计算
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值和试验实测值之间．
用 Ritz法计算临界载荷或者校核液压缸尺寸，临界载荷比试验实测值小，即设计尺寸通常比实

际值略大，属于安全裕度偏大的计算，本文优化计算后液压缸临界载荷比 Ritz 计算法略大，和试验
测量数据比较接近，说明本文优化计算能满足工程需要．

4 结语
轴向受压液压缸稳定性验算是个复杂的工程问题，以往大都根据 Ritz 法计算结果，再结合经验

选用液压缸尺寸，安全裕度偏大． 本文通过对液压缸的三维有限元模拟分析，结合参数化有限元优化
设计技术，获取在体积约束条件下液压缸的合理尺寸，通过和 Ritz法计算结果以及试验实测值比对，
该结果接近试验实测值，可以作为工程上液压缸选择依据． 由于忽略活塞及活塞杆密封件弹性、液压
油弹性对液压缸稳定性的影响，该计算法还有待进一步完善．
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