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1 前言
图像去噪是图像处理的一个重要研究领域，国内外学者在

此领域已经进行了广泛的研究。传统的图像去噪方法包括均值

滤波器、wiener 滤波器等，这类方法在滤除噪声的同时，往往破

坏图像的边缘等细节[1]。为了保护图像中的边缘和纹理信息，非

线性的算法日益受到重视。
奇异值分解（Singular Value Decomposition），是一种有效

的代数特征提取方法。图像矩阵的奇异值及其特征空间反映了

图像中的不同成分和特征。人们一般先从统计上，利用设定阈

值来确定一些较大的奇异值，然后通过这些奇异值和其对应的

特征向量来估计信号真实值。Konstantinides[2]等，提出了基于分

块图像的 SVD 滤波。针对阈值的选取，文献[3]将图像分解到小

波域，在细节子带进行分块 SVD 滤波，对其中有边缘的区域，

阈值设置较小，以保护边缘信息，对平坦区域阈值较大，以去除

噪声。文献[4]将图像离散余弦变换后分解到各频带，然后对不

同的频带采用不同的阈值进行奇异值分解滤波。
可以看到，上述算法试图利用图像的空域或频域特征，选取

不同的阈值来保护边缘等细节信号。SVD 这类算法对于二维可

分的几何特征，可以得到较优的表示，但算法本身不能很好地

分析图像中出现的复杂几何信息（如斜边、角点等），不能充分

利用数据本身特有的几何特征，并不是最优的或者说“最稀疏”
的函数表示方法。但由于奇异值分解滤波可以有效地分析水平

（垂直）方向的图像，可以利用这一特性，将图像的局部区域的

斜线变换成垂直或者水平方向上的直线，再在此基础上进行奇

异值分解滤波，以提高滤波性能。另外，传统的奇异值分解滤波

算法，是基于图像块对图像进行处理，滤波后的图像中块效应

比较严重。在文献[5]中，Coifman 指出利用图像的过完备表示

（over-complete representation），可以有效地抑制这一现象。对

图像中重叠区域的过完备表示，采用加权平均法，进一步来提

升了 SVD 的性能。

2 图像奇异值分解
灰度图像的每个像素的灰度值在 0~255 之间，从线性代数

角度看，任意一幅数字图像所有像素的灰度值都可以组成一个
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图 1 Ai 变形到 Ci 并重采样
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（a）原图 （b）重采样后

M×N 大小的实矩阵 X，当图像受噪声 E 污染时，图像矩阵可表

示为：

A=X+E （1）

A=USV
T
=

R

i=1
ΣλiAi （2）

其中高斯噪声模型为 E=N（0，σ
2
）；U 和 V 分别为 M×M 及 N×N

大小的正交矩阵，S=diag（λ1，λ2，…，λR，λR+1，…，λN）为非负对角

矩阵，其对角元素 λi 即为矩阵 A 的奇异值，且满足 λ1>λ2>…>
λR>0，R 为 S 的秩。矩阵 Ai 指的是第 i 个奇异值重构出的图像。
图像奇异值分解后，大部分能量集中在由前几个奇异值重构出

来的图像中，而噪声则大部分分布于奇异值较小的特征矩阵

中。通过选取合适的阈值 Th，去除噪声后的图像为：

X赞 =
R′

y=1
ΣUySyV

T

y =
R′

y=1
Σλy Yy λy≥Th （3）

文献[6]分析了矩阵 SVD 与同步行列向量 PCA 之间的关系。U

在奇异值分解后得到的 U 为 AA
T
的特征矢量（V 为 A

T
A 的特

征矢量），即 AA
T
的列向量集的主成分矢量（A

T
A 的行向量集的

主成分矢量）。这样，就建立了图像奇异值分解与主成分之间的

关系，即矩阵的奇异值分解等价于行列向量同步主成分分析。
如果图像中仅有水平（垂直）线，奇异值分解后的图像信号能量

基本集中在一个奇异值及其对应的特征向量上，反之，如果图

像中的边缘是非水平（非垂直）的，奇异值分解后，图像信号能

量散布在多个奇异值及对应的特征向量上。

3 算法描述
利用矩阵的奇异值分解等价于行列向量同步主成分分析

的这一特点，通过改变当前待处理块的区域，使进行奇异值分

解滤波的块中主要方向平行于水平（垂直），可以用更少的系数

来表示真实信号，而重构信号所用的系数越少，噪声带来的影

响也就越小，从而滤波后的图像质量也就越好。一个比较简单

方法是按每一角度旋转图像，再对每一次旋转后的图像进行滤

波，并把结果平均值作为最终的去噪结果[6]。但是旋转图像这一

过程本身会造成图像精度损失，影响滤波的结果。设计一种基

于方向检测的算法来提高 SVD 滤波性能。定义当前要处理的

块为 Ai，要进行奇异值分解滤波的图像块为 Ci。在进行 SVD 滤

波前，首先用方向检测算法得到待处理块的主要方向，按这一

方向，扩大采样的区域，使得待滤波的区域变为一个包含 Ai 的

区域 Ci，如图 1 所示，Ci 是一个包含 Ai 的平行四边形，按 Ai 中

的主方向重采样后，就可以得到方向为垂直的图像块（图 1（c））。

3.1 图像方向检测
利用 X.Feng 在文献[7]中提出的方向检测算法。算法如下：

将每块图像 Ai 的梯度值（gx，gy），组成 N×2 的梯度矩阵 Gi，对 Gi

进行截断奇异值分解（Truncated SVD），Gi=UiSiV
T

i ，Si 为 2×2矩

阵，代表了方向的能量分布，定义：

si1 0
0 si2
≥ ≥ （4）

λi= si1-si2si1+si2
（5）

γi= si1si2姨
N

（6）

（1）若 si1≈si2≈0，γi 接近于 0，Ai 较平滑也就是说，Ci=Ai，阈

值设为 Tsmooth。
（2）若 si1>>si2，λi 接近于 1，Ai 中有明显的边，V 的第二列

Vi2=[vi1，vi2]
T
，就可以得到图像块中的主要方向：

αi=arctg（vi1
vi2

） （7）

这时，进行奇异值分解的区域块为 Ci，Ci 包含 Ai，且在其重

采样后的矩阵中，主方向为垂直，这时阈值设为 Tsmooth。
（3）若 si1 和 si2 同时较大，γi 也会较大，这说明图像块中有

高频信号或者存在多个方向的边缘，这种情况下，设定 Ci=Ai，

但考虑到 SVD 后的能量分布比较散，阈值设定将小于 Tsmooth：

Thf=βTsmooth （8）
其中 β<1。

3.2 采样区域变形
假设图像块中主要方向与垂直方向的夹角为 αi（0°≤αi≤

45°），将区域 Ai 变形为夹角为 90°-αi，包含 Ai 的外接平行四边

形区域 Ci。对于方向角度 αi（45°<αi≤90°）的图像块，可以求其

转置矩阵，再进行相同处理。对变形后的图像区域按行（列）采

样，得到要进行奇异值分解滤波的矩阵。在重采样后的矩阵中，

图像边缘呈水平或垂直。区域变形仅需平移采样点的起始位

置：每行的起点向左移动（i-1）×tgαi 个像素，在离散空间中，平

移量为<（i-1）×tgαi>，（<·>为取整运算符，因为在离散空间坐标

均为整数，因而必须取整）。图 2 中是主方向为 45°的图像块，

按上述步骤变形后得到局部方向垂直的矩阵。

3.3 图像过完备表示
图像滤波时用固定大小的窗口按间隔在图像上滑动，窗口

的滑动使得块与块之间形成重叠部分，滑动的间隔决定了重叠

区域的大小。同时 3.2 节中的区域变形也会造成重叠部分。这

此重叠区域会被估算多次，它们的滤波结果可以用每次独立滤

波结果的加权平均来表示。设重叠区域为 Bj，有 K 个包含 Bj 的

块：Ci，设定的阈值 Th，则保留下来的的奇异值 λi>Th 的个数为

Counti，信号估计值为X赞 i。则 Bj 的滤波结果最终为：

X赞 Bj
=

K

i=1
Σ 1

Counti
X赞 i

K

i=1
Σ 1

Counti

（9）

其中 Bj奂Ci。
窗口在图像中滑动时，在接近包含复杂几何形状的周边区

域，一般来说，总会有一些区域的图像几何结构二维可分，这部

分图像在滤波后结果较好。利用这些部分的滤波结果的加权组
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（a）原始图像块 （b）窗口在左边 （c）窗口滑动

到顶点处

（d）窗口滑动

到右边

图 3 图像过完备表示

图 4 σ=20 时的结果图

（a）噪声图像 （b）恢复后图像

Barb
Boat
Lena
Pepper

BSVD[3]

2.57
2.94
3.66
3.21

Bayes Shrink[3]

2.97
4.16
5.54
4.79

WASVD[3]

4.33
4.59
5.80
4.99

该文方法

5.06
4.57
6.39
5.01

表 1 与基于 SVD 滤波算法的 ISNR（σ=20）对比表

Barb
Boat
Lena
Pepper

BLS-GSM[8]

30.32
30.38
32.66
32.08

NL-Means[9]

29.38
28.60
32.64
29.05

SA-DCT[10]

30.00
30.19
32.62
31.04

该文方法

30.22
30.33
32.40
32.24

表 2 与其他算法的 PSNR（σ=20）对比表

合来表示图像的重叠部分，就可以提高滤波的性能。在图 3（a）
中包含一个三角形。图 3（b）与图 3（d）的滤波窗口中仅包含

“线”，利用 3.2 节中的算法，可以较好地恢复图像，而当滤波窗

口中包含三角形的顶点（图 3（c））时，SVD 无法得到稀疏系数，

也就无法很好地滤波。但图 3（c）中的滤波窗口部分与图 3（b）、
图 3（d）重叠，就可以利用式（9），得到重叠部分的加权均值。

3.4 算法流程
步骤 1 定义 a*a 大小的窗口，以 t 为间隔滑动，将图像分

解为相互重叠的块。
步骤 2 对每一块 Ai，按式和式中方法求出 λi 和 γi。
步骤 3 若 λi≥0.9，则 Ai 中有明显方向，转步骤 4，否则转

步骤 5。
步骤 4 计算 Ai 方向，按 3.2 节中所述变形，并设阈值为

Th=Tsmooth，然后转步骤 7。
步骤 5 若 γi<50，Ai 较平滑，设 Ci=Ai，阈值设为 Th=Tsmooth，

转步骤 7；否则转步骤 6。
步骤 6 Ai 含有高频信号，Ci=Ai 并设阈值为 Th=βTsmooth，β=

1/4，转步骤 7。
步骤 7 对 Ci 进行 SVD 滤波，记录系数大于 Th 的个数

counti，并按式得到信号估计值 Si。
步骤 8 对于块 Ci 之间重叠部分 Bj 在不同位置被估算多

次，将数次计算结果的加权平均值作为最终滤波后的值 SBj
。

4 实验及分析
采用 ISNR 和 PSNR 方法评估去噪后的图像质量。计算方

法如下：

ISNR=20lg‖fb-f‖2

‖fa-f‖2
（10）

PSNR=10lg 2552

‖fa-f‖2
（11）

其中 f，fa 分别为原始信号，去噪后的图像信号，m，n 分别为图像

的长和宽。实验中的图像大小为 512×512。块设大小为 16×16，

Tsmooth＝160。
表 1 中为该文算法与其他基于 SVD 滤波的算法的比较，

其中 σ=20，块与块之间没有重叠。从表 1 中可以看到，在块之

间没有重叠区域时，也就是没有采用过完备表示的情况下，比

原始 SVD 滤波性能有了一定程度的提高。尤其是对 Barbara 的

图像，提高效果最为明显，这是因为，在 Barbara 图中，存在大量

的有明显方向的条纹，将这些条纹垂直（水平）化后，再进行

SVD，有效地提高了滤波性能。在对 Boat 的滤波上，效果相对

较差，这是因为在 Boat 图中天空部分的边缘呈衍射状，没有明

显的边缘，而在海浪部分，图像几何结构比较复杂，这样，也就

无法估计出准确的方向，导致最后滤波结果不好。
表 2 为该文算法与 BLS-GSM[8]等的比较，重叠的间隔设为

6，对比数据分别来自各参考文献。由对比数据可以看到，该文

算法接近这些经典的艺术级的（state-of-art）算法。图 4 是该文

方法对 Lena、Boat 和 Barbara 的滤波结果。

5 结论
提出了一种提高 SVD 滤波性能的新方法，并应用于图像去

噪。去噪实验结果表明，提高了传统 SVD 算法的性能，在与经

典去噪算法的比较中，也有很好的表现。这种方法不仅适用于

SVD，而且可以与其他分解算法相结合，比如 DCT。这里的方向

检测算法是开放的，也可以选用其他更具鲁棒性，更为精确的

算法。近些年，脊波变换、Curvelet 变换和 Contourlet 等非自适

应的图像多尺度几何表示方法发展非常迅速，这类算法并不需

要先验地知道图像本身的几何特征，而是直接可以表示图像中

的奇异几何特征。但这些算法是以增加计算复杂度或冗余度为

代价的，实现也比较困难。给出提高的奇异值分解滤波性能的

方法，通过快速地改变图像的采样区域，使得待分解的矩阵适

应于 SVD 滤波，计算复杂度相对较低。
在自然图像中，图像的边缘方向往往非常复杂，衍射效应

使得图像中物体的边缘可能并不明显地表现出灰度的突变，而

灰度的变化有时是由于纹理造成，方向检测算法有时无法准确

地检测图像的方向，在这种情况下，滤波的性能依然可以通过

对图像的过完备表示来提升。
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分割后的图片，从图中可以看出在分割目标的模糊边缘处均出

现了不完全分割问题。右侧为使用该文提出的分割方法进行分

割后的图片，由于结合了形态学操作，可以明显看出在分割目

标的模糊边界处出现的不完全分割问题得到了很好的处理。
图 4 为对所有分割后的脑肿瘤切片进行三维重构与定位

后的效果图。一共对 147 幅分辨率为 128×128 的脑肿瘤切片进

行了三维重构。左侧为脑肿瘤三维重构图，通过设置不同的亮

度函数值，借助 VTK 中的面绘制方法可以实现脑肿瘤重构，从

图 4 中可以直观地了解肿瘤的三维状态和大小。中间为脑肿瘤

三维定位图，通过设置非透明函数和颜色函数，可以通过面绘

制方法实现，从图 4 中可以清楚观察脑肿瘤在大脑中的三维定

位。右侧为三维重构剖面图，也可以通过体绘制实现，从图 4 中

可以分析脑肿瘤与周围组织的连接情况。

综上所述，提出的基于 Chan-Vese 模型的脑肿瘤图像分割

方法能很好地解决不完全分割问题。另外，该方法无论对 MR
成像图片或 CT 成像图片都能进行准确分割，从而获得了更广

泛的临床应用。最后借助 VTK 实现了脑肿瘤的三维重构与定

位，获得了脑肿瘤的大小、立体定位及与周围脑组织的连接状

况等临床应用所需的重要三维信息。

5 结论
提出了一种基于 Chan-Vese 模型的脑肿瘤图像分割与三

维重构方法。先对图像进行迭代腐蚀操作提取脑肿瘤轮廓，然

后利用 Chan-Vese 模型对脑肿瘤进行分割，之后对图像进行迭

代膨胀操作恢复图像，这样在分割目标的模糊边缘处能取得比

Chan-Vese 模型更好的分割效果，从而很好地解决了不完全分

割问题。最后利用 VTK 对所有分割后的脑肿瘤切片进行了三

维重构与定位。实验结果表明方法不仅能准确地对脑肿瘤进行

分割，在此基础上还能对脑肿瘤进行三维重构与定位，为医生

对脑肿瘤或血瘤等颅内占位性病变术前分析提供了较为准确

的数据，具有较大的临床实用价值。
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图 4 脑肿瘤三维重构及定位图
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