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2 自由度门式起重机器人的轨迹控制
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摘 要: 为了解决 2 自由度门式起重机器人系统的吊运轨迹精确跟踪控制和反晃动的有效消除，在建立
其非线性动力学模型的基础上，详细分析其所呈现的微分平坦性，指出这种微分平坦性对精确轨迹的生成带来

了很大的便利;接着分析了其前馈控制器和基于微分平坦性的反馈轨迹跟踪控制器，指出其具有微分平坦性的

动力学系统是非线性的，故其所对应的状态方程是非线性的，但可通过状态变换实现无反馈精确线性化，从而

得到一个完全能观完全能控的线性系统;若对该线性系统施加一个误差线性反馈器，就得到输出解耦的闭环系

统，这样通过调整反馈增益可使吊具的轨迹误差实现全局渐近收敛;仿真结果验证了理论研究结论的正确性，

同时表明吊具在低速运动时，摩擦对起重机器人系统的驱动力输入的影响不大。
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Trajectory Control a 2-Degree-of-freedom Gantry Crane Robot
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Abstract: In order to realize the accurate trajectory tracking and anti-swing control of 2 degree-of-freedom gantry

crane robot，detailed analysis of the differential flatness on the basis of its nonlinear dynamic model is given and it is

pointed out that such kind of differential flatness is beneficial to accurate trajectory generation． The feedforward control-

ler and feedback trajectory tracking controller are analyzed and it is found that the corresponding state space is nonlinear

because the flatness-based dynamic system is nonlinear，but through the state space transformction，the system can be

changed into a system of exact linearization without feedback． Hemce them a totally being observed and controled linear

system is obtained． If an error linear feedback controller can be odded to this linear system，Thus，the error between

the desired and real trajectory of the spreader can realize global asymptotic stability and convergence by adjusting the

feedback gains． The simulation results has proven the correctness of the theoretical conclusions and shown that influ-

ence of the friction on the inputs for the actuators is little when the spreader moves with a low speed．

Key words: 2-degree-of-freedom; crane robot; differential flatness

起重机器人按照支撑装置提供给悬挂点的自由度，可分

为:门式(桥式)起重机器人、旋转(塔式)起重机器人、臂式

起重机器人，其在运输业和建筑业等工程领域的应用很

广
［1］。为了提高吊运效率，在过去 40 多年中，研究学者关于

起重机器人的动力学建模和自动化控制(可称其为起重机的

机器人化)的研究兴趣逐渐增加
［1］。起重机器人的动力学建

模有两种方法:集中质量模型和分布质量模型
［1］。分布质量

模型只适用于载荷质量与钢丝绳质量是同一个数量级，且小

车位移和载荷摆动角度都很小的情况;因为工程中起重机器

人吊钩的重量往往大于钢丝绳的重量，因此这种方法在工程

中受到限制，仅被用于小车处于终点附近时的建模情况。集

中质量模型广泛用于桥式起重机器人的建模中，忽略了钢丝

绳的质量，将钢丝绳、吊钩和载荷质量集中到吊钩处，建立空

间摆模型。这样建模描述载荷复杂的动力学特性，数学表达

式简单紧凑
［2］。在控制策略的研究上，一方面由于要求起重

机器人要有好的灵活性、高的成本效率、高的鲁棒性、好的安

全性，强的反晃动能力和好的稳态响应和瞬时响应;另一方

面，实际工程应用中，要求起重机器人有更大的吊运重量和

更快的吊运速度，以及起重机器人有更大的高度和跨距。这
2 方面的需求都导致急迫需要提出和设计更加有效的控制

器。其中，对吊运轨迹的精确跟踪控制和反晃动的消除是最

需要很好解决的 2 个控制问题。已有很多研究学者针对在

门式起重机器人的控制策略中如何消除摇动这个问题做了

大量的研究工作
［3 － 9］。比较常见的方法有模糊控制技术［4］、
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输入整形技术
［5］、滑模控制技术［6］以及复合控制技术［3，7 － 9］。

基于模糊控制技术的防摇控制无需任何数学模型就可使吊

具的摆动角最小化且能将不同类型的干扰考虑进去，但其无

法充分控制吊具的位置。基于输入整形的防摇控制能够显

著减少平面门式起重机器人在提升重物时的残余振荡，但并

不能将其减弱至零;虽能大幅度降低瞬间摆动，但也会产生

些微振动;虽能显著增加对模型误差的鲁棒性的，但同时会

轻微减弱系统响应。基于滑模控制的防摇控制策略虽可实

现典型的防摆动控制轨迹，能高速控制负荷提升和充分阻尼

负荷摆动，且容易实现具有简单增益调整的实时运行，但该

控制无法完全消除原型起重机器人存在的机械不准确度。

复合控制技术在理论上虽能综合以上各种控制技术的优点

且力免其缺点，但在实际控制中却不易实现。

因此有必要从新的思路来探索起重机器人的建模方法

与控制技术。实际上，门式起重机器人的动力学方程是非线

性的，在设计控制方案时必须对其进行线性化。上世纪 70

年代开始发展起来的非线性系统几何方法因其可为非线性

系统的结构分析、分解及与结构有关的控制设计带来很大方

便，而成为非线性系统控制理论中的一种合适工具，并大大

促进了非线性控制理论的发展。这新的理论体系中的一个

分支:非线性系统状态空间精确线性化，已发展得相当完

善
［10 － 12］。而微分平坦(Differential Flatness)此概念由 Fliess

首先提出
［13 － 15］。微分平坦系统的重要性质在于:系统的所

有状态和输入都可以用它所谓的平坦输出，以及这些平坦输

出的有限阶导数来表示。Fliess 等指出具有完整约束(即有
2 个输入)的 2 自由度门式起重机器人具有微分平坦性［16］。

文献［17］利用了平坦化系统的特性，研究了 2 自由度和 6 自

由度门式起重机器人的动力学和控制问题，实现渐近稳定的

轨迹跟踪控制。但这些研究工作在对动力学建模时没有考

虑到机械系统的摩擦如移动小车和主梁之间的摩擦，绳索与

绞盘之间的摩擦等。下面将在考虑机械系统的摩擦的情况

下，对 2 自由度门式起重机器人进行逆系统分析及基于微分

平坦化的轨迹控制研究，探讨微分平坦性对非线性系统的状

态空间精确线性化所带来的便利，该研究方法同样适用于对

6 自由度门式起重机器人的研究。

1 2 自由度门式起重机器人
1 ． 1 系统的动力学方程

2 自由度门式起重机器人的机构简图如图 1( a)所示，图
1(b)为所建造的实验样机。

机构主要由一个绞盘(半径为 r，绳长为 q2，转动惯量为
J，绳与绞盘的摩擦系数为 bJ )、一辆小车(位置 q1，质量 mk，

小车与齿轮副的摩擦系数为 bf)和一个负载(绝对坐标为 y1，

y2，质量为 m)组成。

假设绳为无质量的，且纵向刚度足够大。起重机器人是

通过驱动小车的力 u1和驱动绞盘的力矩 u2来进行控制的。

驱动器坐标 q 和点负载的坐标 y 分别如下表示:

q = q1
q( )
2

， y = y1
y( )
2

(1)

这里所考虑的吊运任务是使点负载能沿垂直面(立面)

的一条期望轨迹运动，如下:

▲图 1 2 自由度门式起重机器人

ŷ( t) =
ŷ1 ( t)

ŷ2 ( t
( )
)

(2)

由于绞盘的半径 r 相对于起重机器人的实际位移来说

是很小的，所以忽略不计;则坐标 y 和 q 为下面的式子所

约束:

φ( q，y) = ( y1 － q1 )
2 + y22 － q22 = 0 (3)

对式(3)进行一阶、二阶求导，得到下面的式子:

φ
·
( q，y) = ［φ y φ q］

y·

q( )· = 0

φ
··
( q，y) = ［φ y φ q］

y··

q( )··
+ φ
·· = 0

这里有

φ y = ［y1 － q1 y2］， φ q = － ［y1 － q1 q2］ (4)

φ
·· = ［φ

·
y φ

·
q］

y·

q( )· (5)

点负载的运动方程和小车 /绞盘运动方程是通过沿绳方

向的广义绳拉力 λ 耦合在一起的，如下表示:

m 0

0[ ]m

y··1

y··( )
2

=
0( )mg

+
y1 － q1

y( )
2

λ (6)

式(6)可表达为: M y y
·· = F y + φT

y λ。小车 /绞盘组成的

系统的动力学方程为:

mK 0

0 J
r







2

q··1

q··( )
2

=
1 0

0 1






r

u1 + f

u( )
2

－
y1 － q1

q( )
2

(λ － fJ / q2 )

上式可表达为:
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M q q
·· = B qu + φT

q λ + B q

f( )0 － φT
q

fJ
q2

(7)

其中:fJ = bJ q
·

2，f = bf q
·

1，记 f =
f( )0 。

该起重机器人的整体动力学方程是由式(3)，(6)和(7)

组成，所以约束必须在位置级﹑速度级和加速度级上得到满

足。如果给定位置 y，q 和速度 y·，q· 和控制力 u，那么式
(5)，(6)和(7)构成的 5 个方程就能唯一地确定 y·· 和 q··

和 λ，即

My 0 φ
T
y

0 Mq φ
T
q

φ y φ q











0

y··

q··

－









λ

=

Fy

Bq(u + f)

－ φ









··

－

0

φT
q

fJ
q2











0

(8)

1 ． 2 2 自由度门式起重机器人系统的微分平坦性
2 自由度门式起重机器人系统的微分平坦性是指控制

输入量 u 和所有内部变量 q 和 λ，可以由控制输出 y 以及其

有限阶的导数来表示。详细推导过程可分为 2 个步骤来进

行，如下:

(1) 表达 q1，q2和 λ:

q1 = y1 －
y··1 y2
y··2 － g

= y1 － d (9)

q2 = d2 + y槡
2
2 = ( y1 － q1 )

2 + y槡
2
2 (10)

λ = m
( y··2 － g)

y2
(11)

其中

d =
y··1 y2
y··2 － g
， d· =

dy(3)2 － y(3)1 y2 － y··1 y
·
2

g － y··2

q·1 － y·1 － d·， q·2 = 1
q2
(dd· + y2 y

·
2 )

(2) 表示 u，将式(11)代入式(7)，得

u1

u( )
2

=
mK 0

0 J






r

q··1

q··( )
2

+
y1 － q1
q2( )r

m( y··2 － g)
y2

bf q
·
1 + dbJ q

·
2 / q2

rbJ q
·( )
2

(12)

其中 q··1 和 q··2 可由式(9)和(10)获得，如下:

q··1 = y··1 － d··， q··2 = 1
q2
(dd·· + d·2 + y·2

2 + y2 y
··

2 － q·2
2 )，

d·· =
dy(4)2 + 2d·y(3)2 － 2y(3)1 y·2 － y··1 y

··
2 － y(4)1 y2

g － y··2
将上面所推导得到的式子代入(12)，可得到 u 的表达

式，u 可由 y，y·，y··，y(3) ，y(4) 的代数和表示，即

u = ψ( y，y
·
，y··，y(3) ，y(4) ) (13)

详细地，

u1 = mK( y
··

1 － d··) － my··1 + bf( y
·
1 － d·) －

dbJ
1

d2 + y22
(dd· + y2 y

·
2[ ])

u2 = J
r

dd·· + d·2 + y·2
2 + y2 y

··
2 － 1

d2 + y22
(dd· + y2 y

·
2 )[ ][ ]2

d2 + y槡
2
2

+ d2 + y槡
2
2 r

m( y··2 － g)
y2

+ rbJ

1
d2 + y槡

2
2

(dd· + y2 y
·[ ]2

由此可见，2 自由度门式起重机器人系统呈现出微分平

坦性，其优点是吊具的轨迹可精确地转换成驱动器的输入。

这很有利于轨迹的生成和跟踪控制。

2 基于微分平坦性的前馈控制
将逆运动学模型和逆动力学模型联合起来就构成了一

个具有微分平坦性的逆系统:前馈控制器，如图 2 所示。这

里，逆运动学模型可将吊具的期望轨迹转换成驱动器的期望

坐标值(即 1 根绳的长度及 1 台小车的位置)以及其关于时

间的导数;而再将以上这些值代入逆动力学模型就得到 1 台

小车的驱动力和 1 个绞盘的驱动力矩，用以控制起重机器

人。在对前馈控制进行仿真时，主要是对机械系统进行建模

和求解(即动力学正解问题)，这涉及到求解 2 个 4 阶非线性

微分方程组成的方程组，可以用 Matlab 求解。

▲图 2 前馈控制器的结构

为了抵抗与期望轨迹不一致的初始条件如风力，和参数

的不确定性，有必要采用一个带有实际误差反馈的闭环控制

策略。

3 基于微分平坦性的轨迹跟踪控制
3 ． 1 状态空间无反馈精确线性化

假设系统的独立状态变量

x = ( q1 q2 η q·1 q·2 η
·
) T∈R6
可被测量或用一个

观测器来估计，式(13)中的 8 个变量有 6 个可用 x 进行变

换，如下:

y1 (x) = q1 + q2 sinη (14)

y·1 ( x) = q·1 + q·2 sinη + q2 cosηη
·

(15)

y··1 ( x，y
··

2 ) = ( y··2 － g) tgη (16)

y(3)1 ( x，y
··

2，y
(3)
2 ) = y(3)2 tgη + ( y··2 － g) 1

cos2η
η
·
(17)

y2 ( x) = q2 cosη (18)

y·2 ( x) = q·2 cosη － q2 sinηη
·

(19)

式(14)和式(18)可由图 1 直接得到，它们的一阶导为

式(15)和式(19)。式(18)可由式(10)整理得到:

y1 － q1
y2

=
y··1

y··2 － g
tgη

可以看出，由 x 表达的状态空间所对应的系统是非线性

的，要对其进行控制方案设计比较困难。下面探讨将该非线

性系统所对应的状态空间无反馈精确线性化的可能性及

步骤。

另用新的输入 w1 (可看成负载的横向晃动运动坐标)来

代替 y(4)1 ，即
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y(4)1 = w1 (20)

用新的输入 w2 (可看成负载的纵向晃动运动坐标) 来代

替 y··2，即

y··2 = w2 (21)

将 w1、w2、w· 2、w
·

2 和 x 代入式(13)，可得

u = ψ(x，w1，w2，w
·

2，w
··

2 ) (22)

详细地，可表达为:

u1 = － (mK － m)gtgη － 2mK( q
·
2 cosη － q2 sinη·η

·
)

( tgη
·
) － mK q2 cosη( tgη

··
) － bf q

·
1 － bJ q

·
2 sinη － mw2 tgη

u2 = J
r
( q2η

·2 + 2q2 tgη
·
η
·· + q2 tgηη

··
) － mrg

cosη
+ rbJ q

·
2 +

mrw2

cosη
+ J

r
w2

cosη

代数反馈(22)说明了对原来那个非线性系统所对应的

状态空间进行无反馈精确线性化是有可能性的
［18］。根据文

献［18］所描述的步骤，该非线性系统所对应的状态空间进行

精确线性化后，原来的状态变量 x 变换到新状态变量 ξ，ξ =

( y1 y·1 y··1 y(3)1 y2 y·2 )
T。新的状态方程如下:

ξ
·

= Aξ + BW

Y = ξ (23)

其中 W =
w1

w( )
2

为新的输入量，

A =

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 1

















0 0 0 0 0 0 6 ×6

， B =

0 0

0 0

0 0

1 00













0 1 6 ×2

该状态方程是线性的，所以系统是线性的。该线性系统

是完全能观完全能控的。

3 ． 2 线性误差反馈控制器的设计

下面设计一个能使上述系统具有稳定性和强鲁棒性的

误差线性反馈器，吊具的期望轨迹经过该线性误差反馈控制

器变成一组新的期望值再输入到逆系统中。

所设计的误差线性反馈器如下:

w1 = ŷ (4)1 + α3 e
(3)
1 + α2 e

(2)
1 + α1 e

·
1 + α0 e1

w2 = ŷ2 + β1 e
·
2 + β0 e

}
2

(24)

其中: e1 = ŷ1 － y1 ( x)，e
·
1 = ŷ

·

1 － y·1 ( x)， e
··

1 = ŷ
··

1 －

y··1 ( x)，e
(3)
1 = ŷ (3)1 － y(3)1 ( x)，e2 = ŷ2 － y2 ( x)，e

·
2 = ŷ

·

2 －

y·2 ( x)。

该反馈控制结构为一个误差的线性反馈环节，是基于线

性化的吊具晃动模型进行设计的，且其反馈增益可以在吊具

的整个状态空间内进行调整，可采用极点配置或 LQR 设计

来确定具体的值。吊具有沿垂直方向的晃动运动 w2 和沿横

向方向的晃动运动 w1。

将式(24)代入式(23)，可得到带有反馈环节的闭环系

统的状态方程，如下:

e(4)1 + α3 e
(3)
1 + α2 e

(2)
1 + α1 e

·
1 + α0 e1 = 0

e··2 + β1 e
·
2 + β0 e2 = }0

(25)

式(25)表明:通过一个负载位置误差的外环反馈来实现

渐近稳定的跟踪控制。因常实系数{ α3，α2，α1，α0 } 和 { β1，

β0 } 满足 Hurwitz 条件，故轨迹误差可实现全局指数渐近

收敛。

3 ． 3 实例仿真

给定该 2 自由度门式起重机器人的一组机械参数:mk =

30 Kg，m = 100 Kg，J = 0 ． 06 Kg． m2，r = 0 ． 1 m，bf = 0 ． 5，bj =

0 ． 1。采用 3 ． 1 和 3 ． 2 提出的轨迹跟踪控制方案对负载的吊

运轨迹进行控制仿真，吊运轨迹为立面上的一条直线，即

ŷ( t0 = 0 s) =
ŷ1 = 0

ŷ2









= 5
m 和 ŷ( tE = 10 s) =

ŷ1 = 10

ŷ2
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m;沿着期

望轨迹的速度为 v̂( t) = 槡3 26
2 ωsin3 (ωt)，ω = π

10
(m / s)。期

望轨迹的初始条件为: q1 ( t0 ) = 0 m，q2 ( t0 ) = 6 m，ŷ1 ( t0 ) =

0 m，ŷ1 ( t0 ) = － 1 m / s。

解:由给定的吊具的期望轨迹可以知道，吊具沿垂直面

(立面)的坐标方程及其 4 阶内的导数分别可表示为:
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反馈增益(α3，，α2，α1，α0，β1，β0 )通过用线性二次优化

(LQR)求解代数 Riccati 方程来获得。在 Matlab 下，利用函

数 lqr(A，B，Q，r)来求解，这里的 A 和 B 见 3 ． 1 节，Q = I6 × 6 (6

行 6 列的单位阵)，r = rr* ( I2 × 2 ) ( rr 为大于 0 的变量，可以

调整;I2 × 2为 2 行 2 列的单位阵)。如当 rr = 1 时，可求得 α0

= 1 ． 000 0， α1 = 3 ． 077 7，α2 = 4 ． 236，α3 = 3 ． 077 7，
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β0 = 1 ． 000 0，β1 = 1 ． 732 1。根据具体需要，在整个状态空间

内不断调整 rr 的值，然后用 ODE45 求出吊具沿竖直方向的

实际轨迹 y1 r和沿水平方向的实际轨迹 y2 r，如图 3 和图 4 所

示。可以看出 t = 1 ． 5 s 时，吊具沿竖直方向的实际轨迹 y1 r收

敛于期望轨迹 y1d;而 t = 1 s 时，吊具沿水平方向的实际轨迹
y2 r收敛于期望轨迹 y2d。同时根据 1 ． 2 部分的理论结果，可

▲图 3 吊具沿实际轨迹 y1 r收敛于期望轨迹 y1d的情况

▲图 4 吊具沿实际轨迹 y2 r收敛于期望轨迹 y2d的情况

▲图 5 吊具进行轨迹跟踪控制时的驱动器坐标值

▲图 6 吊具进行轨迹跟踪控制时驱动移动小车的力

▲图 7 吊具进行轨迹跟踪控制时驱动绞盘的力矩

求出吊具在实际轨迹跟踪控制时所需的输入 q =
q1
q( )
2

和

u =
u1

u( )
2

，分别为图 5，6 和 7 所示，其中 u f =
u1 f

u2
( )

f

为考虑摩

擦时的 2 个伺服电机的输入力(力矩)之值。

可以看出，在可以将绳与绞盘的摩擦力与小车与齿轮副

的摩擦力视为相应速度的比值时(如小车的移动速度不高及

绳相对于绞盘的运动速度也不高时)，那么其摩擦对起重机

器人系统的驱动力输入的影响不大，当然对驱动功率的影响

也不大。

4 结 论
(1) 2 自由度门式起重机器人系统呈现运动学级、动力

学级及状态量级的微分平坦性，即其驱动器坐标、所输入的

驱动力坐标及状态量都可用吊具的平坦化输出及其有限阶

导数(最多达 4 阶)进行代数形式表示。值得一提的是，平坦

化输出不是任意的，但还没找到系统寻找平坦化输出的方

法，只能是通过经验去尝试与识别。考虑关节之间的摩擦不

会影响系统的平坦化性质，且这种微分平坦性有利于吊具精

确轨迹的生成。

(2) 2 自由度门式起重机器人的具有微分平坦性的系

统是非线性的，其所对应的状态方程是非线性的，但可以通

过状态变换，就能实现无反馈精确线性化(使状态方程和输

出方程同时线性化)，得到一个完全能观完全能控的线性

系统。

(3) 如果对所得到的完全能观完全能控的线性系统施

加一个误差线性反馈器，就得到带有反馈环节的闭环系统;

该闭环系统为输出解耦的系统，通过调整反馈增益可使吊具

的轨迹误差实现全局指数渐近收敛。

(4) 仿真结果验证了理论研究结论的正确性，同时表明

吊具在低速运动时，摩擦对起重机器人系统的驱动力输入的

影响不大。
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▲图 12 驱动器输出力矩

仿真结果表明，选取的点动平台的期望轨迹合理，控制

输入量如驱动器输出力矩，驱动器转过角度及其一阶、二阶

导数和所有内部变量，可以由控制输出 y 以及其有限阶的导

数(一阶、二阶)进行代数形式表示，则绳牵引并联机器人系

统 IRPMs 呈现微分平坦性。在设定的期望轨迹条件下，可以

直接获得控制输入量与时间的对应关系，可见，这种微分平

坦性有利于末端轨迹的生成和跟踪控制。

3 结 束 语
(1) 绳牵引并联机器人系统 IRPMs 呈现运动学级、动

力学级的微分平坦性，即系统的所有内部变量，驱动器的控

制输入量都可用绳向量的平坦化输出及其有限阶导数(一

阶、二阶)进行代数形式表示。

(2) 理论分析和实例仿真表明，末端执行器的轨迹可精

确地转换成驱动器的输入。在设定的期望轨迹条件下，可以

直接获得控制输入量与时间的对应关系，有利于末端轨迹的

生成和跟踪控制。
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