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近年来小波滤波这一概念不断见之于有关信号及图像处

理研究的文献中，这标志着一种新的信号滤波思想的出现。在

早期的多尺度信号处理工作中，人们就已注意到信号和噪声在

不同尺度上有不同的特征表现，并试图有效地利用这些特征，

而小波变换的出现正好为这一想法提供了一个自然而完美的

工具，使信号图像的多尺度处理技术得到迅速发展。
早期，Lu Jian 和 Mallat 几乎是同时提出了基于小波分析

和子带分解的边缘检测与滤除噪声的方法[1-2]。1992 年，Mallat
等人提出了基于信号奇异性的信号和图像多尺度边缘模极大

值重构滤波方法[1，3]。Witkin 首先引入了利用尺度空间相关性来

对信号滤波的思想[4]。1994 年，根据 Rosenfield 所提出的思想，

Xu 提 出 了 基 于 信 号 尺 度 间 相 关 性 的 空 域 相 关 滤 波 算 法

（SSNF）[5]。随后，Donoho 提出了小波域阈值滤波算法，取得了大

量的理论及应用成果[6-11]。与此同时，Krim 等人运用最小描述长

度准则，得到了相同的阈值。P.Menlin 提出了小波谱滤波算

法[12]。此外，还有基于极大验后概率 MAP 的自适应收缩法，以

及许多学者对各种方法的改进等等，都丰富了小波滤波的理论

和应用。

目前，小波域滤波已广泛应用于各个领域，关于其滤波方

法主要分为贝叶斯（Bayesian）方法和非贝叶斯（non-Bayesian）
方法。贝叶斯方法可以分为全贝叶斯模型和经验贝叶斯模型，

而非贝叶斯方法大致可分为模极大值重构滤波、空域相关滤

波、小波域阈值滤波这三种方法。由于非贝叶斯方法相对于贝

叶斯方法而言应用更广泛，从而本文主要针对这三种方法进行

了系统介绍并作定性的分析比较。

1 模极大值重构滤波

模极大值重构滤波是指利用信号在各个尺度上小波系数

的模极大值来重构信号。信号小波系数的模极大值包含了信号

的峰变性与奇异性。如果可以从这些极大值重构信号，那么就

可以通过处理小波系数的模极大值而实现对信号奇异性的修

改。可以通过改变模极大值来修改奇异性的强度，也可以通过

抑制某些极大值点而去除相应的奇异性，这是模极大值重构滤

波的基本思想。

1.1 算法实现过程

利用分析信号和噪声的小波变换系数模值在不同尺度上
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的传播特性来区分信号和噪声，有如下滤波算法：

（1）对含噪信号进行小波变换，并求出每尺度上小波系数

的模极大值点。
（2）在最大尺度 j 上，选一阈值 t，若极值点对应的幅值小

于 t，则去掉该极值点；否则予以保留，从而得到最大尺度上新

的模极大值点。
（3）在尺度 j-1 上寻找尺度 j 上小波变换模极大值的传播

点，即保留由信号产生的极值点，去除由噪声引起的极值点。
（4）在尺度 j 上的极大值点位置，构造一个邻域 O（nji

，δj），

在尺度 j-1 上的极大值点中保留落在每一邻域上 O（nji
，δj）的

极大值点，而去除落在邻域外面的极值点，从而得到 j-1 尺度

上的新的极值点。然后令 j=j-1，重复步骤（4），直至 j=2 为

止。其中 nji
为尺度 j 上的第 i 个极值点，δj 为仅与尺度 j 有关

的常数。
（5）在 j=2 时存在极值点的位置上，保留 j=1 时的相应极

值点，在其余位置将极值点置为 0。
（6）将每一尺度上保留下来的极值点利用适当的方法重构

小波系数，然后利用重构得到的小波系数对信号进行恢复。
在研究如何由模极大值点重构信号这方面已有不少成果，

其中较为著名的是 Mallat 提出了交替投影法[1]。

1.2 算法优缺点

模极大值重构滤波方法是根据信号和噪声在小波变换下

随尺度变化呈现出的不同变化特性提出来的，有很好的理论基

础，因而滤波性能较为稳定，它对噪声的依赖性较小，不需要知

道噪声的方差，特别是对低信噪比的信号滤波时更能体现其优

越性。
然而它有一个根本性的缺点就是在滤波过程中存在一个

由模极大值重构小波系数的问题，除了 Mallat 提出的交替投影

算法之外，还有一些其他的算法[13]，但这些算法的共同缺点是

算法复杂、计算量大、程序复杂，而且计算过程收敛较慢，还有

可能不稳定。虽然重构误差较小，但是算法本身缺乏理论依据。
另外，其实际滤波效果也并不十分令人满意。因此，寻求一种重

构小波系数的既简洁又有效的算法，是研究的热点与难点。

2 空域相关滤波

1994 年，Xu 提出了空域相关法[5]：信号的突变点在不同尺

度的同一位置都有较大的峰值出现，噪声能量却随着尺度的增

加而减小。因此，可以取相邻尺度的小波系数直接相乘进行计

算，这样做相关计算将在锐化信号边缘与其他重要特征的同时

抑制噪声，而且能够提高信号主要边缘的定位精度，更好地刻

画真实信号。

2.1 算法实现过程

令W赞 g 为滤波后的值，初值为零。Wf（j，n）表示尺度 j 上位置

n 处含噪信号 f 的离散小波变换。Corr2（j，n）定义为尺度 j 上点

n 处的相关系数，且 Corr2（j，n）=Wf（j，n）·Wf（j+1，n）。为了使相

关系数与小波系数具有可比性，将 Corr2（j，n）的能量进行归一

化处理，即

NewCorr2（j，n）=Corr2（j，n） PW（j）/PCorr2
（j）姨 n=1，2，…，N

算法实现步骤：

（1）对含噪信号进行小波变换，得到 Wf（j，n）。
（2）求取各尺度与相邻尺度的 Corr2（j，n）。

（3）计算相关值 NewCorr2（j，n）。

（4）若|NewCorr2（j，n）|≥|Wf（j，n）|，则将 Wf（j，n）赋予W赞 g 的

相应位置，并将 Wf（j，n）、Corr2（j，n）置零；否则，保留 Wf（j，n）。
（5）重复步骤（3）和（4），直到 PW（j）满足某一噪声能量门

限，而W赞 g 中保留了去除噪声后的小波系数。

（6）对W赞 g 进行小波逆变换，得到滤波后的信号。

2.2 算法优缺点

基于小波系数尺度之间相关性原理的空域相关滤波方法，

在对含噪信号进行滤波时取得了很好的效果，其实现原理也较

简单。
然而在算法中，相关系数如何定义将直接影响到效果。如

果在小波分解过程中，计算出来的小波系数点的位置稍有偏

差，得到的相关系数不能很好地体现和描述该点处的真实相关

性，而且计算量较大，需要进行迭代。因此，寻找一种更好的相

关系数的定义方法将是空域相关滤波算法研究的热点与难点。

3 小波域阈值滤波

Donoho 提出了小波域阈值滤波算法：信号经小波变换后，

可以认为由信号产生的小波系数包含有信号的重要信息，其幅

值较大，而噪声对应的小波系数幅值小。通过在不同的尺度上

选取合适的阈值，并将小于该阈值的小波系数置零，而保留大

于阈值的小波系数，从而使信号中的噪声得到有效的抑制，最

后进行小波逆变换，得到滤波后的重构信号。
小波域阈值滤波算法中的两个要素是阈值和阈值函数。对

阈值及阈值函数选取的不同就会形成不同的阈值滤波方法。
目前，在大量的文献中提出了各种各样确定阈值的方法，

其中主要有 Donoho 提出的通用阈值法[7-8]、极小化风险阈值法

（SURE 法、交叉验证（CV）算法、广义交叉验证（GCV）算法）[9，14-16]、
假设检验法（FDR 滤波算法）[17]和 BayesShrink 阈值法（Bayesian
检验算法等）[18-20]，以及各种经改进后的方法等等。

阈值函数体现了对小波系数的不同处理策略，主要可分为

硬阈值函数、软阈值函数、半软阈值函数[20-22]。

3.1 算法实现过程

（1）对信号进行小波变换。
（2）除了近似信号外，将各细节信号作阈值处理。
（3）利用小波逆变换重构信号。
小波域阈值滤波算法中的两个要素是阈值和阈值函数。

3.2 算法优缺点

小波域阈值滤波算法是实现最简单、计算量最小的一种方

法，应用广泛。
但其存在的主要问题是阈值的选取，虽然有很多学者提出

了各种不同的选取阈值方法，但在应用中发现并不都是十分理

想，还需要根据具体情况对其作一定的改进，如何针对具体情

况选取合适的阈值仍有待于进一步的研究。

4 三种滤波方法的对比

上述各种算法都存在参数选取问题，不同的参数选取对滤

波效果会有一定的差异。因此，不能笼统地将这三种方法作定

量比较，但是不管参数如何选取，还是可以对这三种方法作定

性的比较，如表 1 所示。
从比较结果可以看出，三种方法都有各自的优点和缺陷，
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表 1 三种滤波方法的定性比较

滤波方法

算法计算量

稳定性

滤波效果

适用范围

模极大值重构滤波

大

稳定

较好

低信噪比

空域相关滤波

较大

较稳定

好

高信噪比

小波域阈值滤波

小

依赖于信噪比

好

低信噪比

表 2 Blocks 信号

噪声强度 σ
σ=0.1
σ=1
σ=2

原信噪比/dB
34.200 0
14.200 0
8.178 9

滤波后信噪比/dB
18.057 0
13.431 0
8.735 6

均方误差（MSE）

0.371 45
0.632 71
1.086 40

表 3 Bumps 信号

噪声强度 σ
σ=0.1
σ=1
σ=2

原信噪比/dB
29.848 0
9.847 7
3.827 1

滤波后信噪比/dB
19.172 0
10.316 0
4.710 1

均方误差（MSE）

0.197 96
0.548 74
1.046 30

表 4 Mishmash 信号

噪声强度 σ
σ=0.1
σ=1
σ=2

原信噪比/dB
26.387 00
6.387 00
0.366 43

滤波后信噪比/dB
1.629 80
0.659 79

-1.508 20

均方误差（MSE）

1.001 5
1.119 8
1.437 3

表 5 三种滤波算法对 Blocks 信号滤波

噪声强度 σ
σ=0.2
σ=1.2
σ=2

原信噪比/dB
28.179 0
12.616 0
8.178 9

模极大值重构

20.271
12.293
8.794

空域相关

28.812
11.976
6.578

小波域阈值

17.814 0
12.321 0
8.735 6

没有一种方法完全优于另一种方法。事实上，在实际应用中，常

把上述方法有机地结合起来使用，这样效果会更佳。

5 实验

实验分别从信噪比（SNR）和均方误差（MSE）两个方面对

信号进行评估。

5.1 同一种滤波算法不同信号

选取实现最简单的小波域阈值算法，采用 Donoho 硬阈值

法分别对 Blocks、Bumps、Mishmash 等信号进行滤波。首先，用

正交小波 sym4 对加入不同强度噪声的信号进行 3 层小波分

解，然后进行 Donoho 硬阈值处理，最后恢复信号。实验数据如

表 2~表 4 所示。

以上的实验结果表明，同一种滤波算法处理不同的信号所

得到的效果有所不同，比如在对 Blocks、Bumps 信号滤波中，当

噪声强度为 σ=2 时，滤波后的信噪比都得到提高，而在

Mishmash 信号滤波中，却出现了负信噪比。

5.2 同一种信号不同滤波算法

分别用模极大值重构滤波、空域相关滤波和小波域阈值滤

波三种方法对 Blocks 信号进行滤波。首先，用正交小波 sym4
对加入不同强度噪声的信号进行 3 层小波分解，然后分别对小

波系数进行三种不同的处理，最后恢复信号。实验数据如表 5
所示。

由以上的实验结果表明，不同的滤波算法对同一种信号滤

波所得到的效果是有差别的，模极大值重构滤波、空域相关滤

波处理高信噪比的信号效果较好，而小波域阈值滤波适合处理

低信噪比的信号。

6 结语

针对小波域非 Bayesian 方法，本文进行了系统的介绍和分

析，并从实验上论证所分析的结果。事实上，作为小波滤波的理

论基础，Lipschitz 指数理论仅仅通过对信号奇异性的数学描述

来解释信号和噪声经小波变换后在不同尺度下所表现出来的

不同性质。但无论是这种性质真正的本质含义还是目前小波系

数幅值对 Lipschitz 指数度量的近似性，都很难令人满意。
因此，对小波系数随尺度变化所呈现的特有性质进行更为

科学、严谨的数学表述是小波滤波理论完备与有效应用的一个

重要课题，而这在目前尚未引起国内外学者的普遍关注。
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（1）计算初始属性集中属性的重要性

sigR2
（c1）=E（d|R2-{c1}）-E（d|R2）= 40

14×14
- 8
14×14

= 32
256

sigR2
（c4）= 12

256
因此 c4 比 c1 的重要性低，则去除 c4 得：R1={c1}。

（2）计算初始属性集外属性的重要性

sigR2
（c2）=E（d|R2）-E（d|R2∪{c2}）= 8

14×14
- 0
14×14

= 8
256

sigR2
（c3）= 6

256
这样在 R2 中加入重要性高的属性 c2，得到 R3={c1，c3，c4}。

显然 R4={c1，c2，c3，c4}。
这样就得到具有偏序关系的等价关系族 P={R4，R3，R2，

R1}，其中 R4弁R3弁R2弁R1。
两个目标概念分别为：

X1={x|d（x）=P}={3，4，5，7，9，10，11，12，13，14}
X2={x|d（x）=N}={1，2，6，8}
根据算法 1 可计算双向近似族如下：

[P
圮
X1]=X1

[P
圮
X1]={{3，13，7，12}，{4，5，10}，{9}，{11}，{14}}

[P
圮
X2]=X2

[P
圮
X2]={{1}，{2}，{6}，{8}}

下近似集族中，{3，13，7，12}是等价关系 R1 下的颗粒，

{4，5，10}是等价关系 R2 下的颗粒，其余均为 R3 下的颗粒。
得到以下 9 条决策规则：

（c1=cloudy）→（d=P）
（c1=rain）∧（c4=false）→（d=P）
（c1=sunny）∧（c2=cool）∧（c4=false）→（d=P）
（c1=sunny）∧（c2=mild）∧（c4=true）→（d=P）
（c1=rain）∧（c2=mild）∧（c4=true）→（d=P）
（c1=sunny）∧（c2=hot）∧（c4=false）→（d=N）

（c1=sunny）∧（c2=hot）∧（c4=true）→（d=N）

（c1=rain）∧（c2=cool）∧（c4=true）→（d=N）

（c1=sunny）∧（c2=mild）∧（c4=false）→（d=N）

5 结论

本文基于动态粒度原理，结合正向近似和逆向近似，给出

双向近似和双向近似族的概念，分析了双向近似与正向近似和

逆向近似的关系，并将其应用于决策表决策规则的获取，一个

示例说明了该方法的有效性。这个结论为粗糙集理论的研究提

供了新的研究思路。
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