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小波变换具有一种“集中”的能力，信号经小波变换后，可

以认为由信号产生的小波系数包含有信号的重要信息，其幅值

较大，而噪声对应的小波系数幅值小。通过在不同的尺度上选

取合适的阈值，并将小于该阈值的小波系数置零，而保留大于

阈值的小波系数，从而使信号中的噪声得到有效的抑制，最后

进行小波逆变换，得到滤波后的重构信号。
小波域阈值滤波方法是实现最简单，计算量最小的一种方

法。在小波域阈值滤波算法中，阈值函数选取和阈值确定是两

个最基本也是最重要的问题。而阈值函数主要分为硬阈值函

数、软阈值函数和半软阈值函数，它们的基本思想都是去除小

的系数，对大的系数进行收缩或保留。
由于带有噪声的信号在经小波变换所得到的小波系数本

身具有不确定性，而模糊数学正是研究和处理模糊现象的学

科。它所研究的事物的概念外延是模糊的，即一个对象是否是

信号的细节成分，很难确切地去确定其属于哪个对象，只能从

概率论中的概率大小或模糊数学中的属于某种类型的隶属度

大小来大致确定。
Bruce 和 Gao 证明了硬阈值法往往有较大的方差，而软阈

值法往往有较大的偏差。为了克服硬阈值法和软阈值法的缺

点，Gao HongYe 提出了另外一种阈值函数，它是软阈值法和硬

阈值法的一种折衷形式即半软阈值法，并在此基础上推导出了

基于半软阈值法的 Minimax 阈值，然而在该方法中，需要确定

两个阈值，导致增加了算法的复杂度。针对这个问题，对这两个

阈值的算法进行研究，并提出了基于模糊贴近度的阈值算法。

1 小波滤波的模型
利用小波变换对加性噪声的信号进行滤波，其对噪声性质

有三个基本假设：

（1）噪声经小波变换后小波系数是随分解层次的增加而逐

渐降低的，其变换后大多数小波系数为零或近似为零。
（2）噪声均匀地分布在所有系数中。
（3）噪声水平不是太高。
假设观测信号 fi=gi+εi（i=1，2，…，n）由真实信号 gi 和加性

噪声 εi 组成，其向量形式可表示为

f=g+ε （1）
对式（1）所示的观测信号滤波。Donoho 提出了滤波的两个
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图 1 分布曲线图

光滑性：在大概率情况下，g赞至少跟 g 有同样的光滑度。

适应性：g赞是最小均方差估计。
Donoho 证明：当 N→∞ 时，下式几乎以接近于 1 的概率

成立：

‖g赞‖F≤C1‖g赞‖F ，式中 C1 为一常数

则在小波域中|θ赞 j，i|≤|θj，i|成立，式中 1≤i≤N 为位置，j 为尺度；

θj，i 表示真实信号 g 在尺度上的第 i 个小波系数。

E（1
N

N

i=1
Σ|g赞 i -gi |

2
）求最小值 圳求 E‖θ赞-θ‖F 的最小值

此时g赞，θ赞必须满足

E‖g赞-g‖
2

F≤γE‖θ赞-θ‖
2

F≤γσN 2 ln N姨
当小波变换为正交小波变换时，γ=1，可知

1
N E‖θ赞-θ‖

2

F≤σ 2 ln N姨

对于任意|θj，i|≤σ 2 ln N姨 ，取θ赞 j，i=0。

圯当|θj，i|≤σ 2 ln N姨 时，θj，i 由噪声所产生。

因此，可取阈值为 t=σ 2 ln N姨 。
在理想情况下，εi 为正态噪声，是不相关的噪声，且方差

为常量，但在实际情况中并非如此，因其假设条件都带有一定

的不确定性和模糊性。为了满足实际应用的需要，引入模糊概

念对 g 进行估计。

2 小波域阈值
小波域阈值滤波算法中的两个基本要素是阈值和阈值函

数。而阈值函数主要分为硬阈值函数、软阈值函数和半软阈值

函数，其本质区别在于选取的阈值函数不同，体现了对小波系

数的不同处理策略，但它们的基本思想都是去除小的系数，对

大的系数进行收缩或保留。
（1）硬阈值法

θ赞 j，i=
0，|θj，i|≤t
θj，i，其
圯

他

（2）软阈值法

θ赞 j，i=sgn（θj，i）·（|θj，i|-t）
（3）半软阈值法

θ赞 j，i=

0 |θj，i|≤t1

sgn（θj，i）·
t2（|θj，i|-t1）

t2 -t1
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其中，t1 和 t2 分别称为下阈值和上阈值，sgn（θj，i）为符号函数。

由以上 Donoho 证明可知，在硬阈值函数和软阈值函数中

参数 t 可取 σ 2 ln N姨 ，但因硬阈值有较大的方差，而软阈值

有较大的偏差，所以在处理某些信号时，效果不佳。而在半软阈

值函数中，在文献[4]中对参数 t1 和 t2 的选取已给出了算法———

Minimax 阈值，但因其算法的复杂度较大，故实用性不好。由以

上分析可知，在一般情况下，t2 =σ 2 ln N姨 ，而 t1 的确定与信号

的具体形式有关，鉴于此，对参数 t1 的选取算法进行改进，结合

模糊理论与小波分析理论，对t1 的选取提出了一种新的算法。

3 参数算法建立过程

3.1 模糊性度量
设给定小波系数论域 U，U 到[0，1]闭区间的任一映射 μA

~

μA
~
：U→[0，1]

u→μA
~
（u）

都确定 U 一个模糊子集A
~

，μA
~
称为模糊子集的隶属函数，μA

~
（u）

称为 u 对于A
~

的隶属度。设A
~

和B
~

分别为小波近似系数和细节

系数的模糊集（A
~

，B
~
哿U），并假设 μA

~
和 μB

~
为A

~
和B

~
所取的隶属

函数，而 μA
~
（u），μB

~
（u）分别为其对应的隶属度。

两个模糊集之间的相似性，可以采用它们之间的“距离”来
度量。两个模糊集隶属函数之间的距离越小，相似程度就越大，

反之亦然。由于用距离来刻画一个模糊集的模糊度，需要作较

繁的计算，其结果往往也不是十分理想，为弥补不足，汪培庄教

授提出用“贴近度”来度量模糊性。
关于贴近度的计算方法有很多，比如海明贴近度，欧几里

德贴近度等等。文中采用欧几里德贴近度来度量近似系数模糊

集和细节系数模糊集之间的相似性。
欧几里德贴近度 NE（A

~
，B

~
）定义为

NE（A
~

，B
~
）=1- 1

n

n

i=1
Σ[μA

~
（xi）-μB

~
（xi）]

2姨
其中 μA

~
（xi）和 μB

~
（xi）分别为近似系数模糊集和细节系数模糊

集的隶属度。
3.2 隶属函数选取及其参数的确定

根据小波域阈值滤波原理，当小波系数的值越大，它是由

信号所产生的细节的概率越大，而由噪声产生的概率越小，

即它属于信号细节的隶属度越大，故其隶属函数可取戒下型

μ（x）=
0 x<c
1

1+[a（x-c）]
b

x≥

圯
圯
圯圯
圯
圯
圯
圯
圯

c

其中 a>0，b<0，参数 a，b，c 根据具体模糊集确定，其分布曲线

如图 1 所示。

在文中，参数 c 可取为系数的绝对值最小值。设某一层系

数的细节部分中系数的绝对值最大的数的隶属度为 1，而把系

数的绝对值最小的数的隶属度设为 0，这样就可确定参数 a，b。
因此，每一层系数的隶属函数 μ（x）中的参数 a，b，c 是不同的，

它是根据各自层系数的分布而定的，这样更符合实际。
3.3 算法的确立

t1 的选取与信号的形式有关，对细节较多的信号（即贴近

度越大），可将其取较小，这样有利于保留信号的细节；对于细

节较少的信号（即贴近度越小），一般将其取较大，这样更有利

于去噪。基于以上分析，t1 的算法模型可取为

t1=Ct2，0≤C＜1
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表 1 对 Blocks 信号滤波后的数据（加噪信号 SNR=28.179 dB）

Blocks
SNR/dB
MSE

硬阈值

27.719
3.908

软阈值

22.50 2
7.127 5

半软阈值

28.67 3
3.501 6

表 2 对 Bumps 信号滤波后的数据（加噪信号 SNR=23.827 dB）

Bumps
SNR/dB
MSE

硬阈值

23.574
3.816

软阈值

18.558
6.799

半软阈值

24.12 7
3.580 7

表 3 对 HeavySine 信号滤波后的数据（加噪信号 SNR=28.511 dB）

HeavySine
SNR/dB
MSE

硬阈值

29.174 0
3.434 2

软阈值

24.270 0
6.039 9

半软阈值

29.255 0
3.402 4

而 C=1-NE（A
~

，B
~
）

其中 NE（A
~

，B
~
）为近似系数模糊集A

~
和细节系数模糊集B

~
的贴

近度。
因此半软阈值函数可改进为

θ赞 j，i=

0 |θj，i|≤t1

sgn（θj，i）·
（|θj，i|-Ct2）

1-C
t1≤|θj，i|≤t2

θj，i |ωj，i|>t2

≤
≤
≤
≤
≤≤
≤
≤
≤
≤
≤≤
≤

3.4 算法复杂度比较
同一问题可用不同算法解决，而一个算法的质量优劣将影

响到算法乃至程序的效率。一个算法的评价主要从时间复杂度

和空间复杂度来考虑。主要从时间复杂度来比较本文的算法与

文献中 Minimax 算法的优劣。
Minimax 算法的时间复杂度为 O（n2），而本文算法的时间

复杂度为 O（n）。

4 实验结果与分析
分别用硬阈值、软阈值、半软阈值对四种信号滤波来说明

改进后滤波算法对滤波效果的改善程度。首先，用正交小波

sym4 对加入噪声（σ=0.2）的四种信号进行小波变换，然后对小

波系数细节部分进行硬阈值、软阈值处理，最后用半软阈值改

进算法对其进行仿真。并分别从信号噪声比（SNR）和均方误差

（MSE）等指标对滤波前后的信号进行评估。

从表 1、2 可以看出，半软阈值对信号 Blocks、Bumps 滤波

后的信噪比增益分别为 0.494 dB、0.3 dB，而硬阈值和软阈值滤
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图 2 对四种信号滤波结果
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表 4 对 QuadChirp 信号滤波后的数据（加噪信号 SNR=15.494 dB）

QuadChirp
SNR/dB
MSE

硬阈值

2.150 6
17.224 0

软阈值

3.172 8
15.312 0

半软阈值

15.027 0
3.911 3

波后的信噪比出现负增益，即滤波后的信号的信噪比比原信号

的还低。从表 3 可以看出，半软阈值对信号 HeavySine 滤波后

信噪比比硬阈值高，但软阈值仍然出现负增益。从表 4 可以看

出，三种阈值函数对信号 QuadChirp 滤波后的信噪比都出现负

增益，但半软阈值基本上能保持原信号的特征，而硬阈值与软

阈值几乎完全地滤掉原信号的细节成分，同时还可以从图 2
（d）中看出滤波后信号几乎完全失真。图 2 为三种阈值函数对

四种信号滤波后的效果对比图。
事实上，在小波域滤波方法中，对不同特性的信号，没有一

种方法是通用的，只能是针对不同特性的信号采用比较适当的

方法，这点也可以在实验中得到验证。因此，半软阈值并不是对

所有的信号滤波都是最优的，它只是对一部分信号滤波效果较

好，至于特殊领域的信号，应视实际情况来确定使用哪种阈值

滤波。

5 结束语
由 Gao Hong-Ye 等人所提出的半软阈值法，由于其半软

阈值函数参数的确定比较复杂而没有得到有效地应用，结合小

波理论与模糊理论，针对其参数的确定提出一种新的算法。通

过实验仿真表明，对于不同特性的信号，该算法用于滤波有较

好的效果。但是，正如其他的小波域滤波方法一样，半软阈值法

也并不是一种通用的、最优的方法。同时，所提出的算法还有几

个可以作进一步的改进：

（1）如何更好地定义度量小波系数的近似部分和细节部分

之间的关联程度。
（2）可以根据不同的情况，选择适当的隶属函数。
（3）寻找另一种函数作为阈值函数能够使滤波效果与半软

阈值函数是最大的渐进相等。至于这点改进，已有些学者做了

研究，如 Gao Hong-Ye 提出用 Garrote 函数作为阈值函数，还

有双曲线形式的阈值函数等等。
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权重生成策略。较优种群中的粒子已经比较接近最优解，所以

采用较小的惯性权重，取 0.2；根据 X 条件云发生器生成普通

种群的惯性权重，云模型的稳定趋向性和随机性保证了惯性权

重会逐渐减小而又不失随机性，在收敛速度和保持粒子多样性

之间做了一个很好的权衡；次优种群的惯性权重取 0.9。实验结

果表明，与传统 PSO 算法相比较，CAPSO 的性能是高速有效的。
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