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随机条件下多样化产品系统产量分配与再造决策

计国君，刘 华
（厦门大学 管理学院，福建 厦门 361005）

摘 要：文章从生产商以生产总成本最小化为决策目标，建立了数学模型并求解得到了产品系统中各产品
的产量设计率和回收再造率的最优值。通过数例计算并且分别基于12种成本参数进行敏感性分析。结果表
明，在产能一定的前提下，生产商对于决策变量具有较强的策略性选择。
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0 引言

多样化产品策略是生产商充分利用内部短缺资源和

挤占外部剧烈竞争市场而采用的重要手段。因为仅仅对

当前产品简单的重复，不仅不能带给企业预期的效益，甚

至还有可能成为原品牌的累赘，进而影响其发展。更多的

家电、电子、钢铁、造纸、机械、仪表等行业中的生产商拥有

自己核心技术的优势后，在制造核心部件的基础上，开发

多样化产品开拓多样化市场。

生产商的回收再造活动是实现节约原材料成本、缩短

供应时间、市场营销策略以及遵守行业规则和法律法规的

重要途径。对于短周期的产品，如纸张、电子电器、玻璃、

塑料、汽车等产品而言，再造活动带来的好处明显。因此，

生产商基于再制造进行分配多样化产品系统产量是一种

很全面的应对内外部刺激的策略，但是生产商面对的生产

决策就变得复杂化。考虑再造的产品系统是混杂制造/再

造系统，最早是由Van等[1]提出，但很多国内外学者的研究

主要针对单一产品的制造/再造系统决策，内容体现在库

存、生产计划、再制造批量和物流网络等。本文考虑随机

产品系统的市场需求和回收下，在各类产品的单周期内，

生产商将再造决策和多样化产品系统有限产量的分配决

策相结合，从生产商以生产总成本最小化为经营目标的角

度对各种产品的产量设计率和回收再造率进行优化决策。

1 模型建立

如图1所示，生产商根据市场需求预测，在现有产能

的基础上，进行产品设计，提供多样化产品（这里的多样化

产品是指具有相同或相近功能的属同一类的产品，如空调

因安装方式不同而形成多样化产品系统；如螺纹钢因内径

不同而形成多样化产品），并且将产品周期末的废旧产品进

行回收再造。模型将考虑最简单的情形：采购、研发设计、

生产、销售和回收等决策环节都由一家生产商独自完成。

图1 多样化产品系统制造/再造系统简构图

1.1 符号、变量和假设

1.1.1 符号、变量

生产商制造规模有限，所有产品初始总生产量为Q,为

市场提供的产品种类数目为N,每种产品的市场需求以及

它们的废旧产品回收数量都服从均匀分布[2]。第 i（i=1,2,

3,…N）种产品的初始产量在总产量中比例为τi，同样地，以

下有标注i的参数均对应为第i种产品（或简称为产品i）的

参数,产品的市场需求Di，Di～U[ai,bi]，bi＞ai＞0；产品的回

收数量Ri，Ri～U[ei,fi]，fi＞ei＞0；产品系统生产总成本TC；

产品i的生产总成本记为TCi；产品生产成本Cp
i；产品生产

固定成本Ki；单位产品的变动成本vi；产品再造成本Cr
i；再

造产品的固定成本Zi；单位再造产品的变动成本zi；回收中

的废旧产品库存成本Cl
i；回收中的单位废旧产品库存成本

li；废旧产品处置成本Cd
i；废旧产品处置固定成本Di；单位

废旧产品处置变动成本di；流通中产品的库存成本Ch
i；流

通中单位产品的库存成本hi；产品的缺货成本Cs
i；单位产

品的缺货成本si；产品库存积压损失Cm
i；单位产品库存积

压损失mi。
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决策变量：产品i的初始产量比例τi（以下简称为产品i

设计率）；产品i的回收再造率ri。

1.1.2 前提假设

假设一：生产商的多样化产品系统中，各产品的需求

市场独立。

假设二：各种产品的再制造活动独立。各类产品的再

造品和新品没有质量差异。

假设三：两类产品的生产提前期为零。生产商外包的

产量计入总产量中。

1.2 模型建立

生产总成本由各类产品的生产总成本构成。产品i的
生产总成本由生产成本、再造成本、处置成本、回收中的废

旧产品库存成本、流通中的库存成本、缺货成本和积压损

失成本构成。即：

产品i的生产成本：

Ci
p =Ki + viτiQ （1）

产品i的再造成本：

Ci
r =Zi + z

iri∫ei

fi y
f- e dy （2）

产品i的处置成本： （3）

Ci
d =Di +di( )1- ri ∫ei

f y
bi - ai

dy

产品i回收中的废旧品库存成本：

Ci
l =

l1
2 ∙∫e

f y
f- e dy （4）

产品i流通中的库存成本：

Ci
h =

hi

2 ∙ 
é

ë
êê∫ei

fi∫a i

τiQ+ ri y x
( )bi - ai ( )fi - ei

dxdy +

ù

û
úú∫ei

fi∫τiQ+ ri y

bi τiQ+ ri y
( )bi - ai ( )fi - ei

dxdy （5）

产品i的缺货成本:

Ci
s = si∙∫ei

fi∫τiQ+ ri y

bi x- τiQ- ri y
( )bi - ai ( )fi - ei

dxdy （6）

产品i的库存积压成本:

Ci
m =mi∙∫

ei

fi∫ai

τiQ+ ri y τiQ+ ri y- x

( )bi - ai ( )fi - ei
dxdy （7）

生产商生产总成本：

TC=∑
i=1

N

TCi =∑
i=1

N

( )Ci
p +Ci

h +Ci
d +Ci

l +Ci
s +Ci

m

建立生产总成本目标函数（以下等式右边可从式子

（1）-（7）计算得来：

MinTC=∑
i=1

N é

ë
êKi + vi∙τi∙Q+Zi +

z
iri(ei + fi)

2 +Di +

di( )1- ri ( )ei + fi

2   +
li( )ei + fi

4 + hi

2
3Q2τ 2i -3a2i
6( )bi - ai

+

hi

2 ∙ 
3Qτiri( )ei + fi + r 2i ( )e2i + ei fi + f 2i

6( )bi - ai
  +

si( )Qτi - bi
2

2( )bi - ai
+

si∙
3ri( )Qτi - bi ( )ei + fi + ri

2( )e2i + ei fi + f 2i
6( )bi - ai

+

si∙
3ri( )Qτi - bi ( )ei + fi + ri

2( )e2i + ei fi + f 2i
6( )bi - ai

+

hi

2 ∙
6biQτi -6Q2τ 2i +3ri( )ei + fi ( )bi -2Qτi

6( )bi - ai
-

hi

2 ∙
r 2i ( )e2i + ei fi + f 2i

3( )bi - ai
+

mi( )Qτi - ai
2

2( )bi - ai
+

mi∙
ù

û

ú
ú

3ri( )Qτi - ai ( )ei + fi + ri
2( )e2i + ei fi + f 2i

6( )bi - ai
（8）

s.t.∑
i=1

N

τi =1 （9）

2 模型求解

可采用拉格朗日乘数法求目标函数最优解,结合约束

条件式子（9），在式子（8）引入拉格朗日乘数λ后求偏导数，

并令其为零得到：

∂TC
∂τi

=
Q( )2si +2mi - hi ( )ei + fi

4( )bi - ai
ri +

Q2( )2si +2mi - hi

2( )bi - ai

τi +
Q( )bihi -2bi si -2aimi

2( )bi - ai
+ viQ- λ=0 （10）

∂TC
∂ri

=
( )2si +2mi - hi ( )e2i + ei fi + f 2i

6( )bi - ai
ri +

Q( )2si +2mi - hi ( )ei + fi

4( )bi - ai

τi +
( )z

i -di ( )ei + fi

2 +
( )bihi -2bi si -2aimi ( )ei + fi

4( )bi - ai
=0

（11）
由（10）、（11）两式构成方程组，求解出：

τi =
Xi
æ

è
çç

ö

ø
÷÷1-∑

i=1

N

Yi

∑
i=1

N

Xi

+Yi，ri =
-Gi -Miτi

Wi
，其中：

Xi =2( )bi - ai /Q2( )2si +2mi - hi ( )ei - fi
2

Yi =
6( )bihi -2bi si -2aimi ( )e- f

2

Q( )2si +2mi - hi ( )ei - fi
2 +

6( )bi - ai ( )z
i -di ( )e+ f

2
- 2vi( )bi - ai

Q( )2si +2mi - hi ( )ei - fi
2 ；

Gi =
( )z

i -di ( )ei + fi

2 +
( )bihi -2bi si -2aimi ( )ei + fi

4( )bi - ai
；

Mi =Q( )2si +2mi - hi ( )ei + fi /4( )bi - ai ；

Wi = ( )2si +2mi - hi ( )e2i + ei fi + f 2i /6( )bi - ai 。

3 数值计算与敏感性分析

3.1 数值计算

为了便于计算，考察生产商的产品系统为两种产品：

产品1与产品2，即N=2，分别做以下赋值：[a1,b1]=[a2,b2]=
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[500,800]，[e1,f1]=[100,500]，[e2,f2] =[200,600]。初始产品总

生产量Q=1000,从生产总成本的目标函数当中可知固定成

本不影响最优的决策，因此，仅考虑与产品生产成本相关

的变动成本参数的影响（后一节做敏感性分析也是一样），

取所有的固定成本参数等于0，具体为：K1=0,K2=0,v1=0.5,

v2=1,Z1=0,Z2=0,z1=0.8, z2=1.5,h1=0.2,h2=0.3,l1=0.1,l2=0.2,D1=

0,D2=0,d1=0.3,d2=0.4,s1=1.5,s2=2.5,m1=0.4,m2=0.5。

根据第3部分的结论计算数例的最优结果：τ1=0.447，
τ2=0.553，r1=0.590，r2=0.181，TC=1688.412。
3.2 敏感性分析

取12个成本参数：v1,v2,z1,z2,h1,h2,d1,d2,s1,s2, m1,m2作为

自变量，分析τ1,τ2，r1，r2和TC的敏感性变化,分别绘制相对

应敏感分析图2-13,由于篇幅所限，作者保留与图相对应

的数据。

图2 基于v1的τ1,τ2,r1,r2和TC敏感性分析图

图3 基于v2的τ1,τ2,r1,r2和TC敏感性分析图

图4 基于z1的τ1,τ2,r1,r2和TC敏感性分析图

图5 基于z2的τ1,τ2,r1,r2和TC敏感性分析图

图6 基于d1的τ1,τ2,r1,r2和TC敏感性分析图

图7 基于d2的τ1,τ2,r1,r2和TC敏感性分析图

图8基于h1的τ1,τ2,r1,r2和TC敏感性分析图

图9 基于h2的τ1,τ2,r1,r2和TC敏感性分析图

图10 基于s1的τ1,τ2,r1,r2和TC敏感性分析图

图11 基于s2的τ1,τ2,r1,r2和TC敏感性分析图

图12 基于m1的τ1,τ2,r1,r2和TC敏感性分析图

图13 基于m2的τ1,τ2,r1,r2和TC敏感性分析图

从图2可看出，随着单位产品1的变动成本增加，生产

商会小幅度降低产品1设计率而提高产品2设计率以弥补

变动成本增加带来的损失，同时降低两种产品的回收再造

率，但生产总成本在总体上会小幅度增加。

从图3可看出，随着单位产品2的变动成本增加，生产

商会降低产品2设计率而提高产品1设计率以弥补变动成

本增加带来的损失，同时提高了产品2的回收再造率，降

低产品1的回收再造率，但生产总成本仅有微小波动。

从图4可看出，随着单位产品1再造的变动成本增加，

生产商小幅度提高产品2设计率和产品2回收再造率，保

持产品1设计率，大幅降低产品1的回收再造率就可以保

证生产成本不受影响。

从图5可看出，随着单位产品2再造的变动成本增加，

生产商较大幅度降低产品2的回收再造率，大幅度提高产

品1的回收再造率，产品1设计率有微小的降低，产品2设
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计率有微小的提高，但生产总成本在总体上只有微小的增

加。

从图6可看出，随着单位产品1的处置成本增加，生产

商一开始会大幅度提高产品1的废旧品回收再造率，但达

到一定增幅后会保持不变，同时保持产品1和产品2的设

计率，保持产品2回收再造率水平，生产总成本在总体上

受影响很微小。

从图7可看出，随着单位产品2的处置成本增加，生产

商会大幅度提高产品2的回收再造率，并小幅度降低产品

2设计率，小幅度增加产品1设计率，产品1的回收再造率

有所降低，以保证生产总成本不受影响。

从图8可看出，随着流通中单位产品1的库存成本增

加，生产商小幅度提高了产品2设计率和产品1的回收再

造率，大幅度降低了产品2的回收再造率，但生产总成本

有所增加。

从图9可看出，随着流通中单位产品2的库存成本增

加，生产商小幅度降低产品2设计率，较大幅度提高产品1

设计率，并且明显降低了两种产品的回收再造率，但生产

总成本大幅度增加。

从图10可看出，随着产品1的缺货成本增加，生产商

小幅度降低了产品2设计率，大幅度提高了产品2的回收

再造率，而产品1回收再造率维持不变，但生产总成本不

受影响。

从图11可看出，随着产品2的缺货成本增加，生产商

会逐渐提高产品1设计率，大幅度提高产品1的回收再造

率，产品2的回收再造率先提高后逐渐降低，但生产总成

本会较大幅度增加。

从图12可看出，随着产品1的库存积压成本增加，生

产商会大幅度降低产品1的回收再造率和大幅度提高产

品2的回收再造率，而产品2设计率维持不变，但生产总成

本不受影响。

从图13可看出，随着产品2的库存积压成本增加，生

产商会小幅度降低产品2设计率和产品1回收再造率，大

幅度降低产品2回收再造率，但生产总成本小幅度增加。

综上所述，依据本例给出的数据做敏感性分析结果

中，总产量一定的情况下，产品1与产品2的产量设计率呈

反方向变化；生产总成本变化明显的情形是在流通中的两

种产品的单位产品库存成本增加时（图8、图9所示），究其

原因是因为两种产品的单位缺货成本均分别高于流通中

的单位产品库存成本，调整两种产品的设计率和回收再造

率参数均不能对冲流通中增加的库存成本。而在其它的

情形下，生产总成本受影响很小。

4 结论

本文研究了随机市场需求和回收数量情况下，生产商

面对多样化产品系统总产量约束下，通过各种产品的产量

最优分配和制定各产品的最优回收再造率，实现企业生产

总成本最小化的经营目标。利用数学模型的最优解，在数

例计算结果的基础上，基于12个成本参数，对各种产品的

产量设计率和再造率进行敏感性分析。研究结果为生产

商在实际情况下应对各成本参数的变化提供了可取的策

略性选择，为生产商进行产品多样化设计和再造决策过程

提供依据。此外，本文假定产品系统的再造产品和新产品

没有差异，以及不考虑生产提前期的影响，如果扩展到所

有生产商的实际经营过程中，那么在这两方面的研究还是

有待深入。
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